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SECTION  III. 

LES  PROPRIÉTÉS  DES  NOMBRES  ENTIERS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  CONGRUENCES. 


Des  nombres  congrus  ou  équivalents. 

281.  Si  la  différence  de  deux  nombres  entiers  a  et  i, 
positifs  ou  négatifs,  est  divisible  par  un  troisième  nombre 
positif  M,  a  et  &  sont  dits  congrus  ou  équivalants  par 
rapporta  M;  le  diviseur  M  est  appelé  le  module i  a  et  b 
sont  résidus  Pun  de  r autre  suivant  le  module  M. 

Pour  exprimer  que  aelb  sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule M,  il  suffit  d'écrire 

az=z  b±  un  multiple  de  M; 

mais  nous   adopterons  la  notation    plus  commode   de 
Gauss,  et  nous  écrirons 

a^b     (mod.  M); 

cette  formule  sera  dite  une  congruence. 

Si  r  désigne  le  reste  de  la  division  de  a  par  M,  on  a 

a^r    (mod.  M);    • 
le  reste  r  est,  si  l'on  veut,  compris  entre  o  et  M,  ou 
entre et  H >  d  ou  il  suit  que  tout  nombre  a  un 

2  2  ^ 

résidu  inférieur  en  valeur  absolue  à  la  moitié  du  module. 
On  le  nomme  résidu  minimum^  mais,  si  Ton  ne  veut 
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considérer  que  les  résidus  positifs,   les  limites  seront 

o  et  M,  et  le  résidu  minimum  pourra  surpasser  —  • 

282.  La  notation  de  Gauss,  pour  représenter  les  con- 
gruences,  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  l'analogie 
qui  existe  entre  les  congruences  et  les  égalités,  sans  qu'il 
y  ait  pourtant  de  confusion  à  craindre.  Nous  allons  faire 
voir  que  la  plupart  des  transformations  que  l'on  peut 
faire  subir  aux  égalités  peuvent  être  appliquées  aux  con- 
gruences. 

ÂDDITIOIi   ET   SOUSTRACTION.  —  Si  l'on  a 

<z^6      (raod.  M), 
a'^b'     (mod.  M), 
on  aura  aussi 

ado.a'^b'àzb'     (mod.  M). 

Les  congruences  proposées  expriment,  en  effet,  que 

a  =  ô  -4-  un  multiple  de  M, 

û'  =  6'  -f-  un  multiple  de  M; 
donc 

a±a!  -=1  b±b'  -hwn  multiple  dé  M, 
ou 

a±:a'  =  b±b'     (raod.  M). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Multiplication. — On  peut  multiplier  une  congruence 
par  un  nombre  entier  quelconque.  Car  soit 

,    a^b     (mod.  M), 

c'est-à-dire 

a:=:  b  -i-wn  multiple  de  M, 

on  aura  aussi,  quel  que  soit  l'entier  m, 

ma  =  mb  -h-  un  multiple  de  M, 
ou 

ma^mb     (mod.  M). 
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On  peut  aussi  multiplier  entre  elles  plusieurs  cou- 

gruences  de  mème>  module.  Soient,  en  effet,  deux  cou*» 

gruences 

a  ^b     (mod.  M}^ 

a'^b'    (mod.  M), 

ou 

a  =  ^  -H  un  multiple  de  M, 

a'=  i'  -f-  un  multiple  de  M. 
On  aura,  ^en  multipliant, 

aa'  =  bb'  -f-  un  multiple  de  M, 

OU 

aa'^bV     (mod.  M). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  volt  généralement  que,  si  l'on  a 

'  (mod.  M), 

on  aura  aussi 

«a'...«C'")^36'...^('")     (mod.  M). 

Élévation  aux  puissances.  —  On  peut  élever  à  une 
même  puissance  les  deux  membres  d'une  congruence. 
Cela  résulte  Immédiatement  de  ce  que  nous  venons  de 
dire  au  sujet  de  la  multiplication.  Si  donc  on  a 

a-^b    (mod.  M), 

on  aura  aussi 

^01  ^^m    (mod.  M). 

D'après  cela^  si 

/(a?)  ==  kaf"  4-  Ba?»  -h . . . 

est  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x,  dont  les  coef- 
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ficients  A,  B,  etc.,  soient  des  nombres  entiers,  et  que  l*on 

ait 

n^b     (mod.  M), 

on  aura  aussi  ' 

/(a)=/(è)     (mod.  M). 

Division.  —  On  peut  diviser  une  congruence  par  un 
nombre  quelconque  premier  avec  le  module. 
Soient,  en  effet,  la  congruence 

ma^mh     (mod.  M) 
on 

ma  =  mb  H-  M  X  ^» 

on  aura,  en  divisant  par  m, 

m 

et,  si  l'on  suppose  m  premier  avec  M,  q  devra  être  divi- 
sible par  m,  et  Ton  aura 

^  =  3  +  un  multiple  de  M, 

ou 

a^b     (mod.  M). 

Mais  ce  résultat  ne  subsiste  pas  quand  le  nombre  m  et  le 

.M' 
module  M  ont  un  diviseur  commun  ;  car  soit  —,  la  frac- 

'  m' 

M 
tion  irréductible  équivalente  à  —9  on  aura 

*  »  m 


,^M'X^ 


m 


cela  exige  seulement  que  q  soit  divisible  par  m\  et  on 

aura 

a^b     (mod.  M'). 

On  peut  aussi  diviser  une  congruence  par  une  autre, 
pourvu  que  les  membres  de  la  seconde  soient  premiers 
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avec  le  module.  Soient,  en  effet,  les  deux  congruences 

(i)  aa'^hb'     (mod.  M), 

(2)  a^b     (mod.  M). 

Désignons  par  r  le  résidu   minimum  de  la  différence 
a'  —  6',  on  aura 

(3)  a'  =  6'±:r    (mod.  M), 

et,  en  multipliant  les  congruences  (2)  et  (3)  Tune  par 
l'autre, 

(4)  aa'^bh'±,br    (mod.  M). 
Des  congruences  (i)  et  (4)  on  déduit 

br^o     (mod.  M)  : 
or  M  est  premier  avec  i,  par  hypothèse  5  donc 

7-^0     (mod.  M), 


ou 


r  =  o, 


puisque  r^M.  On  a  par  conséquent 

a'^b'     (mod.  M), 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Du  nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  et  non  supérieurs  à  ce 
nombre. 

283.  Lemme.  —  Si  l'on  multiplie  les  termes  de  la 
suite 

(0  I,  2,  3,...,  (M  — 1) 

par  un  çntier  a  premier  avec  M,  les  produits  obtenus 

(2)  a^  aa,  3û, ...,  (M  —  i)a 
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seront  respectwement  congrus^  suwant  le  module  M, 
aux  nombres  (i),  abstraction  faite  de  V ordre» 

Ea  effet,  Tun  des  nombres  (2),  ma,  par  exemple,  ne 
saurait  être  divisible  par  M,  puisque  M  est  premier  avec  a 
et  qu'il  est  supérieur  à  m*,  la  même  chose  a  lieu,  à  Tégard 
de  la  différence  ma  —  wla  de  deux  termes  de  la  suite  (2), 
car  cette  différence  est  aussi  un  terme  de  la  même  suite. 
Il  résulte  de  là  que  si  Ton  prend  les  résidus  minima  posi- 
tifs des  nombres  (i),  par  rapport  à  M,  ces  résidus  seroot 
tous  différents  et  aucun  d'eux  ne  sera  nul  •,  ce  seront  donc, 
dans  Wfx  certain  ordre,  les  nombres  de  la  suite  (1). 

Corollaire.  —  Si  le  nombre  M  est  premier  à  a,  les 
ternies  de  la  progression  arithmétique 

(i)  Cy  c-^-a^  c?-*-20, ...,  c4-(M  —  i)/i, 

sont  respectivement  congrus ,  suivant  le  module  M,  quel 
que  soit  rentier  c^  aux  nombres 

(2)  o,  I,  2,...,  (M— i). 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent,  les  nombres  (i) 
sont  respectivement  congrus  à 

Cy  cH-i,  c-l-2,...,  c -f- (M  —  i),    . 

et  il  est  évident  que  ces  derniers  sont  congrus  aux  nom- 
bres (2),  suivant  le  module  M. 

284.  Nous  emploierons  le  symbole  cy  (M)  pour  dési- 
gner combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  M  et  non 
supérieurs  à  M.  D'après  cette  définition,  on  a  évidemment 

ç(l)r=I. 

THÊORiiMfe.  —  Si  M  désigne  le  produit  de  plusieurs 

nombres  a,  i,."^  h  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 

on  aura 

tp(M)  =  y(û)ç{ô)...ç(/). 
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Prenons  d^abord  le  cas  de  deux  facteurs,  et  soit 

a  et  b  désignant  des  nombres  premiers  entre  eux.  Les  ab 
premiers  nombres  peuvent  être  disposés  comme  il  suit  : 

b-hiy  ^-4-2,...,  ^ +  /•,...,  b-\-by 

2/?-+-i,  20  4-2,...,  26 -f- A,...,  ab-\-bf 

9 

(ûf— 1)^  +  1,  (û— 1)^+2,...,   [a — i)ô +/-,..., /a — i)^-f-^. 

Considérons  l'une  des  colonnes  vertîcales4îe  ce  tableau, 
par  exemple  celle  qui  commence  par  k.  Si  k  est  premier 
avec  i,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  autres  termes  de  la 
colonne  5  au  contraire  si  A:  et  £  ont  un  diviseur  commun 
autre  que  i ,  il  n'y  aura  dans  la  colonne  aucun  nombre 
premier  avec  b.  D'ailleurs,  la  première  ligne  du  tableau 
renferme  <f  (i)  nombres  premiers  avec  &•,  donc  le  ta- 
bleau entier  renferme  ^  (b)  colonnes  verticales  dont  tous 
les  termes  sont  premiers  à  i,  et  qui  épuisent  tous  les 
nombres  de  cette  espèce  non  supérieurs  à  M.  Supposons 
que  k  soit  premier  avec  b  ]  la  colonne  verticale  qui  com- 
mence par  k  est  une  progression  arithmétique  dont  les 
termes  sont  respectivement  congrus,  suivant  le  module  «, 
aux  nombres  o,  i,  25..,,  (a  — 1)5  cette  dernière  suite 
contient  (f  (a)  nombres  premiers  à  a,  et,  par  conséquent, 
la  colonne  que  nous  considérons  en  renferme  un  pareil 
nombre.  De  tout  cela  il  résulte  que  notre  tableau  renferme 
y(a)Xcf(fe)  nombres  premiers  à  a  et  à  6,  c'est-à-dire 
premiers  au  produit  ab-^  on  a  donc 

Passons  maintenant  au  cas  général  où  Ton  a 

M  =zabc. . ./, 
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a,  6,  ^^•••9  ^  étant  des  nombres  premiers  entre  eux, 
deux  à  deux.  On  aura  successivement 

ç(M)  =  ff[a)f{b,c..J) 
=  ^{a)ff{b)ff{c...l) 
=  ff{a)^(b)ff{c)f(...l) 


=  <f{a)<f{b)ff{c)...ff{l), 
ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

285«  Le  théorème  précédent  fournît  un  moyen  très- 
simple  de  trouver  la  valeur  de  (p  (M). 

Lorsque  M  est  égal  à  un  nombre  premier  p,  il  est 
évident  que  ks  nombres  premiers  à  M  =  p,  et  non  su- 
périeurs à  ce  nombre,  sont 

I,  2,  3,. ..,  {/?  — i); 
on  a  donc 

Lorsque  M' est  égal  à  une  puissance  p^  d'un  nombre 
premier  p,  il  est  évident  que  la  suite  desp^""'  nombres 


v  —  l 


/?,  2/;,  3/?,...,  p 

renferme  tous  les  nombres  non  supérieurs  à  M  qui  ad- 
mettent p  pour  diviseur,;  on  a  donc 

<f(M)==p-^p--'=p^-'(p-i), 
ou 


ç{M)  =  M^i-i) 


Considérons  le  cas  général  5  soient  p,  ^,  r,...,  les  fac- 
teurs premiers  inégaux  de  M,  et  supposons 

M  =  /^^  ^^  r^ . . . , 
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V,  {1,  ^,...  étant  des  exposants  entiers.  On  aura  {n?  284) 
d'ailleurs 

t(?'')=î''(i-^)' 
,(.^)  =  r^(— 1).-..; 


do 


ne 


ou 


,(M)  =  M(.-l)(,-i)  (.-!).... 

II  importe  de  remarquer  que,  si  M  est  un  nombre  impair, 

on  a 

<p(2M)=ç(2)ç(M); 

or  ff  (a)  =  1,  donc  , 

286.  Il  convient  de  remarquer  encore  le  théorème 
suivant  qui  nous  sera  très-utile  dans  la  suite  : 

Théorème.  —  Si  d^  d\  d"  ^,. .  désignent  la  suite  des 
diviseurs  du  nombre  M,  parmi  lesquels  figurent  V unité 
et  le  nombre  M  lui-même,  on  a 

En  effet,  soit 

p,  q^r^.,.  étant  des  nombres  premiers  inégaux;  les  di- 
viseurs d^  d\  d"^...   ne  seront   autre   chose   que  les 
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termes  du  polynôme  ëgal  au  produit 

(l-4-/ï-h/>»-l-...-4-/?*)(i-4-y  +  7*-4-...-4-</'*)(i-hr+...4-r^).... 

L*un  quelconque  des  termes  du  polynôme  dont  il  s'agit  a 
la  forme  p^ç^r^. .  •;  d'ailleurs  l'égalité 

entraîne 

donc  la  somme  de  toutes  les  quantités  ^  [d)  sera  le  pro- 
duit des  polynômes 


Le  premier  de  ces  polynômes  a  pour  valeur 

I +(/?  — i)(l +/> -f- />'+..  .4- /;''■"*)  =/'% 

et  Ton  voit  de  même  que  les  polynômes  suivants  ont  res- 
pectivement pour  valeurs  ç'*,  r  , ...  ;  on  a  donc 

?(^)  -»-  ?(^')  +  ?  (O  +•  •  >  =  p'q^r^^ .  .  =  M. 

/?e5  cqngruences  en  général. 

^S7.  La  théorie  des  nombres  résout  sur  les  con- 
gruenqes  le  même  problème  que  l'Algèbre  ordinaire  sur 
les  équations;  elle  se  propose,  en  particulier,  de  trouver 
les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  une  congrucfïice  telle  que 

/{x)^o     (mod.  M), 

où  f{x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel  dont 
les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.  Si  l'on  satis- 
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fait  à  cette  congruence,  en  faisant  xz=za^  on  y  satisfera 
aussi,  d'après  une  remarque  précëdente,  en  faisant,  quel 
que  soit  l'entier  A,  x  =  a  -|-  /cM  ;  d'où  il  suit  que  chaque 
solution  en  donne  une  infinité  d'autres,  mais  qui  sont 
toutes  équivalentes  suivant  le  module  M.  Les  diverses 
solutions  renfermées  dans  une  même  formule  a-f-AM 
peuvent  se  déduire  de  l'une  quelconque  d'entre  elles; 
d'ailleurs,  on  peut  disposer  de  l'entier  k  de  manière  que 

a-f-AMsoît  compris  entre et  H 9  ou  entre  o 

et  M;  il  n^  a  donc  lieu  de  s'occuper  que  des  solutions 
comprises  entre  ces  limites. 

Cela  posé,  nous  appellerons  racines  de  la  congruence 

f{x)^o     (mod.  M), 

les  diverses  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  M,  qui  ren- 
dent y  (x)  divisible  par  M. 

Une  congruence  est  identique  lorsque  tous  ses  coeflS- 
cients  sont  div^isibles  par  le  module,  et  elle  est  évidem- 
ment impossible  lorsque  ses  coefficients  sont  divisibles 
par  l'un  des  facteurs  du  module,  à  l'exception  du  terme 
indépendant  de  x. 

Si  F(x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  ayant 
pour  coefficients  des  nombres  entiers,  on  peut  substituer 
à  la  congruence 

f[x)^o    (mod.  M) 
la  congruence  équivalente 

f[x)  -t-  MF(a?)  se     (mod.  M), 

et  disposer  ensuite  des  coefficients  indéterminés  de  F(a:), 

pour  rabaisser  au-dessous  de  M,  et  même  de  — si  l'on 
veut,  tous  les  coefficients  de  la  congruence. 
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Des  congruences  du  premier  degré. 

288.  La  congruence  du  premier  degré 

(i)  ax-i-b^o     (mod.  M) 

peul  se  mettre  sous  la,  forme 

(2)  €7jr-f-ô=Mj, 

et  la  recherche  de  ses  racines  est  ramenée  à  celle  des  so- 
lutions en  nombres  entiers  de  l'équation  (2)  qui  renferme 
les  deux  inconnues  x  et  j".  Si  a  et  M  sont  premiers  entre 
eux,  l'équation  (2)  est  toujours  résoluble  en  nombres  en- 
tiers 5  on  obtient  une  première  solution  Xq^  Jq  (n?  13) 

par  la  réduction  de  —  en  fraction  continue  5  après  quoi 

toutes  les  solutions  sont  données  par  les  formules 

oùt  désigne  une. indéterminée.  On  peut  disposer  de  cette 
indéterminée  de  manière  à  obtenir  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  o  et  M,  et  si  Ton  représente  cette  valeur  par  Xqj 
les  autres  valeurs  de  x  continueront  à  être  données  par 
la  première  des  formules  qui  précèdent. 

11  résulte  de  là  que  la  coiigruence  du  premier  degré  (i) 
n'admet  qu'une  seule  racine,  quel  que  soit  le  module, 
lorsque  le  coefficient  de  l'inconnue  est  premier  avec  ce 
module. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  au  mpyen  du  lemme 
du  n^  283  (GorollAiae).  Effectivement,  si  l'on  donne  à  x 
les  M  valeurs 

o,  I,  2,.. . ,  (M  — 1), 

le  premier  membre  de  la  congruence  (i)  prendra  M  va- 
leurs incongrues  suivant  le  module  M;  Tune  de  ces  va- 
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leurs  sera  donc  nulle,  relativement  à  ce  module,  et  la  va- 
leur correspondante  de  X  sera  la  racine  demandée. 
Si  Xo  désigne  cette  racine,  on  peut  écrire 

Xa^ (mod.  M), 

comme  Gauss  Ta  proposé. 

Si  le  coefficient  a  n'est  pas  premier  avec  le  module  M 
et  que  £2  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
deux  nombres,  la  congruence  (i)  ne  sera  résoluble  que 
si  b  est  divisible  par  d.  Quand  il  en  est  ainsi,  la  con- 
gruence, divisée  par  d,  devient 

(3)  J^  +  J^o     ('""''•?)■' 

on  rentre  alors  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner. 

Soit  Xq  la  racine  de  la  congruence  (3),  les  valeurs  de  j: 

qui  pourront  y  satisfaire  seront  toutes  comprises  dans  la 

formule 

M 

a 

et  on  voit  que  la  proposée  admettra  les  d  racines 

M  2M  (fl?-.i)M 

*f  f  ^  H — ^>  ^0  H — T"'  •  •  •  »  «îCo  "4- » 

a  a  a 

qui  sont  incongrues  suivant  le  module  M. 

289.  Lorsque  le  module  M  est  un  nombre  composé,  la 
résolution  de  la  congruence 

(i)  ax  -^  b^Q     (mod.  M), 

où  Fon  suppose  a  premier  avec  M,  peut  être  ramenée  à 
celle  d'autres  congruences  dans  chacune  desquelles  le 
module  est  un  facteur  de  M. 

II.  2 
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Soit,  en  effet, 

Mi  et  Mf  étant  des  nombres  entiers. 

Il  est  évident  que  la  racine  de  la  congruence  (i)  doit 
satisfaire  à  la  congruence 


(a)  ax-hb^o    (mod.Mt); 

désignons  par  a  Ta  racine  de  cette  congruence  :  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  proposée  seront  de  la  forme 

Xi  étant  une  indéterminée,  et  en  substituant  cette  valeur 
il  viendra 

{aa-^  b)-hMiaXi^o      (indd.  M). 

Par  hypothèse,  aa  +  i  est  divisible  par  Mi;  si  donc  on 
pose 

act-^  b        - 

la  précédente  congruence  divisée  par  Mi  deviendra 

axi  +  61^0     (mod.  Mj  ). 

Si  Ton  désigne  par  oci  la  racine  de  cette  nouvelle  con- 
gruence, la  formule 

4:  =  a -4- M,  ai 

donnera  la  racine  de  la  proposée. 
On  conclut  de  là  que  si  Ton  a 

M  =  M,  M,... Ml, 

Ml,  Ml , . . . ,  Ml  étant  des  nombres  entiers,  la  résolution 
de  la  congruence 

ax  -{'  bisio    (mod.  M) 
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peut  être  ramenée  à  celle  d'autres  congruences  delà  forme 

ax-h  b  ^o     (mod.  lli)y 
ax+^isso     (mod.  Ma), 


ax  +  bk^i  ^  o  «  (mod.  Mi)  • 

En  particulier,  on  peut  prendre  pour  les  nombres  M] , 
M% , .  •  • ,  les  facteurs  premiers  dont  le  module  est  le  pro- 
duit. 

Exemple.  —  Soit  la  congruence 

1237  a:  —  4<'96^o    (mod.  675). 

Le  module  6j^  est  égal  au  produit  27  X  aS  5  on  peut 
donc  commencer  par  résoudre  la  congruence 

1237a: — 4^96^0     (mod.  27) 

qui,  en  rabaissant  les  coefficients  au-dessous  du  module, 

devient 

Sx  —  8^0    (mod.  27), 

ou,  si  Ton  veut, 

8  -f-  27^ 

5 
La  valeur  /  =  i  donne  a:  =  7  ;  on  fera,  en  conséquence, 

a:  =  7  4- 27  a:,; 

en  substituant  cette  valeur,  la  proposée  devient 

1287X270:1-4-4563^0     (mod.  27  X  25), 
ou,  en  divisant  par  27 , 

1237x1  +  169^0    (mod.  25); 

rabaissant  les  coefficients  au-dessous  du  module  aS,  on 

obtient 

I2X,  — -6^0    (mod.  25), 

2. 
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0U9  en  divisant  par  6  qui  est  premier  avec  le  module, 

2  ^1  -^  I  ^  o     (mod.  25) . 
On  tire  de  là 

et  la  valeur  y  =  ï  donne  a:i  =  i3  . 
La  racine  demandée  est  donc 

X  =  7  H- 2^  X  1 3  =  358 . 

290.  On  ramène  au  problème  dont  nous  venons  de 
nous  occuper  celui  qui  a  pour  objet  de  trouver  un  nom- 
bre N  qui  ait  des  résidus  donnés  a,  a^ ,  ^it  9  •  *  •  9  suivant 
des  modules  donnés  M,  M t ,  Mj , . .  • . 

Le  nombre  chercbé  N  doit  satisfaire  aux  congruences 

(i)  Ii  =  âf  (mod.M),  N^ai(iDod.Mi),  N^a3(mod.M2),...; 
la  première  donne 

et  pour  que  le  nombre  N  ainsi  déterminé  satisfasse  aussi 
à  la  deuxième  des  congruences  (i),  il  faut  que  l'on  ait 

^ -f-M«^«,  (mod.M,)    ou   Mx -f- (û  —  ai]^o  (mbd.Mi). 

Si  le  plus  grand  commun  diviseur  d  des  nombres  M 
et  Ml  ne  divise  pas  a  —  «i,  le  problème  proposé  n'ad- 
mettra pas  de  solution  •,  dans  le  cas  contraire,  la  précé- 
dente congruence  peut  s'écrire 

^^  +  -^=0     ^mod.-j, 

et  si  Ton  désigne  par  a  sa  racine,  cette  congruence  ne 
sera  satisfaite  que  par  les  valeurs  de  x  données  par  la  for- 
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mule 

M. 

d 


X=:  a  -^ r  J?i , 


Xi  étant  une  indéterminée.  En  posant 
on  obtient  cette  expression  de  N 

d 

Si  l'on  veut  que    cette  valeur  de  N  satisfasse   à  la 
troisième  des  congruences  (1)9  il  faudra  que  Ton  ait 

/.\      MM,  ,      j  ,, . 

a(i) -I — —Xi^a^     (mod.  Ma), 

ou 

—T-^  Xi -^  (a(^^  —  a2)^o     (mod.  Mj); 

si  le  plus  grand  commun  diviseur  d\  des  nombres  — ^^ 

et  Mj  ne  divise  pas  a^^^  —  aj,  la  précédente  congruence 
sera  impossible;  dans  le  cas  contraire,  elle  se  ramènera 
à  la  forme 


MM,  «(t)  — r/2  , 

Xi  H : ^  o     I  mod 


MA 


ddi  dx 

et,  en  appelant  a^  sa  racine,  on  devra  poser 


J7,  =  a,  -4-  -r  ^iy 


M, 
di 


Xt  étant  une  indéterminée.  Faisant  alors 

,..       MM,  ,,, 
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Fexpression  de  N  sera 

MM,  M, 

On  peut  continuer  de  celte  manière  jusqu'à  ce  qu'on 
aît  épuisé  toutes  les  congruences  proposées,  et  si  Ton  ne 
rencontre  aucune  congruence  impossible,  l'expression 
demandée  aura  la  forme  > 

X  étant  une  indéterminée^  et  |x  désignant  le  plus  petit 
commun  multiple  des  modules  M,  Mi,  Ms,. .  •  • 

291.  Le  cas  d'un  nombre  m  de  congruences  du  premier 
degré,  à  m  indéterminées,  peut  être  résolu  au  moyen  de 
ce  qui  précède.  Supposons  qu'on  demande  les  systèmes 
de  solutions  des  congruences 

a^x     -^  boX     -f-CoZ    -f-...-f- /o''      -H  ^0     ^o  \ 

.  OiX      -hbty     -hc^z     +...-+- A-,  w      -+- /,     ^o  f 
(ij      ^  >  (mod.  M). 

Les  valeurs  de  l'une  quelconque  des  inconnues,  qui 
figurent  dans  les  systèmes  de  solutions  cherchées,  dé- 
pendent d'une  congruence  linéaire  qu'on  peut  facilement 
former.  Effectivement  on  peut  toujours  trouver,  par  la 
théorie  des  éqUations  du  premier  degré,  m  nombres  en- 
tiers ^0)  $i5«-r;  ^m-i  quî  n'aient  aucun  diviseur  commun 
avec  le  module  et  qui  satisfassent  aux  m  —  i  équations 


Co  Ço  -H  ^1  ?i  -<-  •  •  •  -*-.  ^/n-i  Ç/n-l  =  O , 
• 9 


(2) 

alors,  si  l'on  ajoute  les  congruences  (i)  après  les  avoir 
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multipliëes  par  Ço?  ?!?••*•?  $m-i  respectivement,  et  que 
l'on  fasse,  pour  abréger, 

.  rfo  Ço  +  <»l  Çl  -^ .  •  .  +  «m— I  Çm-t  =?  «, 

on  aura 

,  .  qx-^l^o     (mod.  M). 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  à  l'égard  des  incon- 
nues j^,  z,. . .,  et  on  formera  ainsi  m  congruences,  dont 
chacune  ne  contiendra  qu'une  seule  inconnue  et  qui  ad- 
mettront toutes  les  solutions  du  système  proposé.  Mais  la 
réciproque  de  cette  proposition  n'a  pas  lieu,  et  il  pourra 
arriver  que  diverses  solutions  du  système  obtenu  par  notre 
méthode  ne  conviennent  point  au  système  proposé.  Dans 
la  pratique,  il  sera  en  général  plus  simple  de  procéder 
par  éliminations  successives  et  de  remplacer  le  système  (i) 
par  un  autre  dans  lequel  chaque  congruence  renferme 
une*  inconnue  de  moins  que  la  précédente. 

Exemple.  —  Soient  les  cçngruences 

13  Jî  -t-  5j  4-  z  ^  4  ) 
2J7-4- 3/ -4- 2z^^7  /  (mod.  12), 
5a?  •+•    y  -^  3z^6  ) 

que  Gauss  a  choisies  pour  exemple  dans  ses  Recherches 
arithmétiques .  Si  Ton  tire  de  la  première  la  valeur  de  z 
pour  la  porter  dans  les  deux  autres,  on  aura  ce  nouveau 
système  : 

|z^4  —  ^^ —  ^y 
4^:4-7^^1  ^  (mod.  12); 

4^  -+-  2jr^6 

éliminant  ensuite  x  entre  les  deux  dernières,  on  a  ce 
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iroisième  système  : 

4^?^  I  —  Tjr  \  (mod.  12).^ 

La  dernière  congruence  du  système  (3)  n'a  qu'une 
seule  racine,  qui  est — i  ou  ii.  La  deuxième  des  con- 
gruences  (3)  donne  ensuite 

4^^^    (mod^  12), 
ou 

x^i     (mod.  3). 

On' a  ainsi  quatre  valeurs  de  x,  savoir  : 

x  =  2,  5,  8,   II. 

La  première  congruence  (3)9  qui  se  réduit  à 

» 

a  cause  dej*  =  —  i,  donne  les  quatre  valeurs  correspon- 
dantes de  jz,  savoir  : 

2  =  3,  6,  9,  o. 

Sur  le  nombre  des  racines  de  la  congruence 
x^  — 1^0     (mod.  M). 

292.  Pour  que  le  produit  (a:-f-i)  [x  —  i)  soit  divi- 
sible par  M,  il  faut  et  il  suffit  que  x  —  i  contienne  tous 
ceux  des  facteurs  premiers  de  M  qui  ne  figurent  pas 
dans  .r  -H  1  ;  d'ailleurs  x  —  i  et  a:  -4- 1  ne  peuvent  avoir 
que  les  diviseurs  i  et  2  communs,  puisque  leur  différence 
est  égale  à  2.  Donc,  pour  résoudre  la  congruence 

(ï)  x' — 1^0     (mod.  M), 

il  suffira  de  poser  de  toutes  les  manières  possibles 

M  =  AB, 
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A  et  B  étant  premiers  entre  eux,  ou  ayant  2  pour  plus 
grand  commun  diviseur,  puis  de  déterminer  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  congruences 

(2)  x  +  i^o     (mod.  A),     X  —  1^0     (mod.  B). 

On  tire  de  la  première 

(3)  «  =  — i-f-Ar, 

t  étant  une  indéterminée,  et  en  substituant  cette  valeur 
dans  la  seconde  congruence,  il  vient 

(4)  Ar— 2^0    (mod.  B). 

Comme  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  B  est  i 
ou  2,  par  hypothèse,  la  congruence  (4)  sera  toujours  pos- 
sible. Si  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  cette  congruence 
aura  une  racine  unique  et  la  formule  (3)  donnera  égale- 
lement  pour  x  une  valeur  unique.  Mais  si  A  et  B  ont  le 
diviseur  commun  2,  la  congruence  (4)  divisée  par  2 
deviendra 

(5)  -.f  — ,=0     fmod, -V 

Les  valeurs  de  t  qui  satisfont  à  la  congruence  (5)  sont 
données  par  la  formule 

B 

2 

U  étant  un  nombre  déterminé  compris  entre  o  et  -y 

^  2 

et  IX  désignant  une  nouvelle  variable.  Alors  la  con- 
gruence (4)  a  les  deux  racines 

B 
2 

et  la  formule  (3)  donne  les  valeurs  correspondantes  de  x, 

—  I  +  A^a,       —  I-f-A/.H . 

2 
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II  importe  d'examiner  maintenant  si  Tune  des  racines 
de.  la  cpagru^pce  proposée  peut  être  donnée  par  deux  dé- 
compositions distinctes  du  i^odule  M  : 

M=AB,     M  =  A'B'. 


a 


Désignons  par  —  la  fraction  irréductible  équivalente 

aux  deux  fractions 

A     A' 

W  b' 

lesquelles  sont  égales,  en  vertu  de  l'hypothèse  AB  =  A'B'  ; 

on  aura 

A  =Xfl,     A'=  fia, 

B'=:X^,        B  =  ft^, 


et,  par  suite, 


A'i=^A,     B'  =  -B, 

A  \i. 


X  et  fjt  étant  des  entiers.  Mais  si  les  décompositions  con- 
sidérées fournissent  une  même  racine  x  de  la  con- 
gruence  (i),  les  nombres  A  et  B'  ou  A'  et  B  diviseront 
respectivement  x-f-i  et  a:  —  i,  donc  ils  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  i  ou  2  ;  chacun  des  nombres  \ 
et  fjt  est  par  suite  égal  à  1  ou  à  2.  Il  résulte  de  là  que  les 
décompositions 

M  =  -AX2B,     M  =  2AX-B 
2  2 

sont  les  seules  qui  puissent  donner  une  racine  x  déjà 
fournie  par  la  décomposition  M  =  AB. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  déterminer  le  nombre  N  des 
racines  distinctes  de  la  congruence.(i). 

Supposottd^dlâbord  que  le  module  M  soit  impair  et  dé- 
signons par  n  Içnombre  de  ses  facteurs  premiers  inégaux. 
Dans  le  cas  dont  iV  s'agit,  les  décompositions  M  =  AB 
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donnent  nécessairement  des  racines  distinctes,  et  il  suffît 
d'avoir  le  nombre. de,  ces  décompositions.  Or,  pour  for- 
mer A,  on  peut  n'employer  aucun  des  facteurs  premiers 
de  M,-  on  aura  alors  A  =  i  ;  on  .peut  introduire  dans  A 
un  seul  des  n  facteurs  premiers  de  M,  et  on  obtiendra 
ainsi  n  décompositions  distinct^es  ;  pareillement,  on  aura 

— ^ '  décompositions,  en  formant  A  avec  deux  des 

1.2  ^  ri 

facteurs  priemiers  de  M,  et  ainsi  cle  suite.  D'après  cela,  on 

aura 

n        n(n  —  i)  n 

I  1 .2  I 

ou 

Supposons  en  deuxième  lieu  que  le  module  M  soit 

double  d'un  nombre  impair,  et  désignons  par  n  comme 

précédemment  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs 

M  . 

inégaux  de  M  ou  de  —  •  Considérons  la  décomposition 

A  étant  pair  et  B  impair  ;. parmi  les  autres  décompositions, 
la  seule  qui  puisse  fournir  la  même  racine  x  que  la  pre- 
mière est 

M  =  -AX2B, 

•  •      ■   2 

et  je  dis  qu'elle  la  fournit  effectivement.  En  effet,  la  ra- 
cine qui  répond  à  la  première  décomposition  est  déter- 
minée par  les  formules 

xz=z — 1-4- Ai,     A^  —  2^0     (mod.B); 
or,  A  étant  pair  et  B  impair,  on  peut  écrire 

A  A 

xzn — I  -I — «2/,      —  •  2f  —  2^0     (mod.  2B). 
22  ^  , . 
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ce  qui  montre  que  cette  valeur  de  x  répond  aussi  à  la  se- 
conde décomposition.  II  résulte  de  là  que  N  est  le  nombre 

M 

des  décompositions  de  —  en  deux  facteurs  premiers  entre 

eux,  et  on  aura  alors 

comme  dans  le  premier  cas. 

Supposons,  enfin,  que  M  soit  divisible  par  la  puis- 
sance 2^  de  2,  p  étant  ^i,  et  désignons  encore  par  n  le 
nombre  des  facteurs  premiers  impairs  inégaux  de  M  ou 

de  — -•  Dans  ce  cas,  on  peut  rejeter  toute  décomposition 

M  =  AB, 

dans  laquelle  l'un  des  nombres  A  ou  B  serait  impair.  En 
effet,  supposons  A  pair  et  B  impair  ;  le  raisonnement  que 
nous  venons  de  faire,  à  l'occasion  du  cas  précédent, 
montre  que  la  racine  qui  répond  à  la  décomposition  AB 

.  .       A 

sera  aussi  donnée  par  la  décomposition  -  X  ^B.  Main- 
tenant une  décomposition  de  M  en  deux  facteurs  pairs 
donne  deux  racines  x  qui  sont  nécessairement  distinctes 
de  celles  fournies  par  une  autre  décomposition  de  la  même 
espèce;  car,  dans  chaque  décomposition,  les  facteurs  doi- 
vent avoir  2  pour  plus  grand  commun  diviseur  \  donc, 
pour  obtenir  toutes  les  décompositions  utiles  de  M,  il  faut 

M       .  .  . 

former  celles  de  —  et  introduire  ensuite  2  dans  le  premier 

facteur,  2^~'  dans  le  second,  puis  inversement  2^""'  dans 
le  premier  facteur  et  2  dans  le  second.  Si  p  =  2,  ces  deux 
dernières  opérations  rentreront  évidemment  Tune  dans 
Vautre. 

U  résulte  de  là  que  si  jo  =  2,  c'est-à-dire  si  M  est  divi- 
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sible  par  4)  mais  non  par  8,  on  aura 

Si  p  est  ^  a,  c'est-à-dire  si  M  est  divisible  par  8,  on 
aura 

N  =  2»+». 

Cette  conclusion  n'est  point  en  défaut,  quand  on  a  M  =  2^  ; 
dans  ce  cas,  —  n'admet  que  la  seule  décomposition  iXi. 

Il  faut  remarquer  que  les  racines  de  la  congruence  (2) 
sont  conjuguées  deux  à  deux,  de  manière  que  deux, ra- 
cines conjuguées  soient  égales  et  de  signes  contraires, 
ou,  si  Ton  veut,  complémentaires  au  module.  Il  est  évi- 
dent que  deux  racines  conjuguées  sont  fournies  par  deux 
décompositions  telles  que  AB,  6A. 

Corollaire.  —  La  congruence 

oî' — 1^0     (mod.  M) 

admet  un  couple  unique  de  racines  conjuguées  dans 
Fun  des  trois  cas  suivants  :  i^  si  M  est  une  puissance 
d*un  nombre  premier  impair;  2*^  si  M  est  le  double 
d*une  telle  puissance;  3®  si  M  est  égal  à  4.  Dans  tout 
autre  cas  le  nombre  des  couples  de  racines  conjuguées 
de  la  congruence  est  un  nombre  pair. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  des  formules  par 
lesquelles  nous  avons  exprimé  le  nombre  N  dans  les 
différenls  cas  que  nous  avons  examinés. 

Exemple.  —  Si  l'on  a  M  =  24,  on  a  ces  quatre  décom- 
positions utiles 

A=  2,   12,  4»  6, 

B=:  12,     2,  6,  45 
la  congruence 

x'i—i^o     (mod.  24) 
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a  huit  racines,  saToir  : 

I,   i3  fournies  par  la  décomposition    2X  12, 
23,  II  »  »  12  X    2, 

7,  19  »  »  4x6, 

* 

17,    5  »  »  6x    4- 

Théorème  de  Fermât. 

293.  Le  théorème  de  Fermât  est  l'une  des  proposi- 
tions fondamentales  de  la  théorie  qui  nous  occupe  *,  aussi 
Croyons-nous  utile  de  présenter  ici  les  démonstratîons 
diverses  qu'on  en  a  données  ^  Ce  théorème  célèbre  est  le 
Suivant  : 

Théorème*  —  Si  le  nombre  entier  a  n* est  pas  dii^i- 
sible  par  le  nombre  premier  /?,  la  différence  aP^^ — i  est 
divisible  par  p  ^  en  d* autres  termes ^  on  a 

QP-t^i     (mod.  p). 

Première  démonstration.  —  Comme  a  et  p  sont  pre- 
miers entre  eux,  par  hypothèse,  les  nombres 

(i)  tf,  2fl,  3/?,...,  (p  —  i)a 

donneront,  relativement  à  p  (n°  283),  les  résidus 

(2)  I,  2,  3,...,  (/?  — i), 

abstraction  faite  de  Tordre.  Le  produit  des  nombres  (i) 
est  donc  congru,  suivant  le  module  p^  au  produit  des 
nombres  (2),  et  Ton  a,  en  conséquence, 

1.2.3.  •  .(/>  —  i)  (aP^^  — 1)^0    (mod.  p). 

On    peut    diviser    cette    congruence    par    le  .produit 

i.2.3.*.(p  —  i)   qui  est  premier  avec  le  module,  et 

l'on  a 

aP^^ — 1^0     {mod.  p). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Deuxièmb  démonstration.  ' —  Si  Volai  élève  à  la  puis- 
sance p  le  l>inôme 

(a  —  i)-f-i, 

dont  la  valeur  est  a,  on  aura 

P{P  *)•••(/> ^-+-l)/  X       1 

•+•  ^-^ '- ^^-7 '  [a  —  iV-* -h. . .  +1  ; 

1  •  2  •  •  •  K 

dans  le  second  membre  de  cette  formule  tous  les  termes 
sont  divisibles  par  p^  à  l'exception  du  premier  et  du  der- 
nier, car  le  coefficient  • 

/?(/7--i)...(;?  — ^-f-i) 

I  •  ^  •  9  %  n 

est  un  nombre  entier,  et  cet  entier  est  évidemment  divi- 
sible par  psifi  est  <C[p*  On  a  donc 

oP^ia  —  i)P  +  I     (inocj.  p)j 

et,  en  retranchant  a,  de  part  et  d'autre, 

aP  —  a^(a  —  iV»  —  [a  —  i)     {mod.  p). 

Cette  formule  montre  que  la  différence  aP  —  a  n'est 
altérée  que  par  un  multiple  de  p,  quand  on  diminue  a 
d'une  unité  ^  il  en  est  donc  de  même  qUand  on  diminue  a 
de  2,  3,. . .,  a  unités  ]  on  a,  en  conséquence, 

aP  —  a^o     [moâ,  p), 

et,  en  divisant  par  a,  nombre  premier  au  module,  il  vient 

aP^^  —  i^o     (mod./?). 

Troisième  démonstration.  —  On  a,  quels  que  soient 
les  entiers  u  et  f^, 

(tt  -î-  py  z=:  1^  -h  —  uP-*  p  -f- . . . 

I 

_^  M£zJllllli^IlA±l)  ^»  ^  + . . .  H- W, 

l    «2 •  •    .A 
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nous  avons  vu  que,  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule, tous  les  termes  sont  divisibles  par  p  à  Texception  du 
premier  et  du  dernier  ;  on  a  donc 

(u  "h  vy  ^  uP -h  vP     (mod.p). 

Soient  maintenant  a  nombres  entiers  «t,  aj,.  •  .,  a^,  on 
aura,  d'après  la  formule  précédenle, 

(a, -l-aa-î-..  .-f-aa)^^aP+  (a,4-.  .  .■4-a«)'' 
(a,  +  aj  +  .  .  .  +  aa  j'' ^  a"  -f-  (aa  +  .  .  .  -f-  a»)^ 


(a.>.-î-aaK  =a;_^, -{-«; 


(mod.  p). 


et,  en  ajoutant, 

(a,  -4-  aa-4-.  .  .4-  (Xa)P^a^   -f-  a j''  -f- .  .  .  +  a j*      (mod,  p). 

Supposons  maintenant  que  les  nombres  «t,  a,,. . .,  a^se 
réduisent  tous  à  l'unité,  on  aura 

aP^a     (mod.  /?), 

ou,  en  divisant  par  a, 

ûP-'  ^  I     (mod.  p). 

Théorème  de  TVilson, 

294,  Théorème.  —  Si  p  est  un  nombre  premier,  la 
somme  i.2.3...(p  —  i)-h-i  est  diwible par p^ en  d^ autres 
tejTnes,  on  a 

1.2.3.  ..(/> — 0^  —  '     (mod,  p). 

Première  démon st rat ioj^.  —  Soit  a  l'un  quelconque 
des  nombres 

(l)  I,   2,    3,. . .,   (p  —  l), 
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et  formons  les  multiples  de  a 

(2)  û,  2a,  3a, i..,  (/? — i)a. 

Dans  la  suite  (2),  il  y  a  un  terme  congru  à  i,  et  il  n'y  en 
a  qu'un  seul  ;  supposons  que  ce  soit  a  a,  on  aura 

oLa^i     (mod./?). 

Les  nombres  a  et  a,  sont  inégaux,  à  moins  que  a  ne  soit  égal 
à  louà^ — i.Si,  en  effet, on  aa=a,a' — i=(a — i)(a-|-i) 
est  divisible  par  p'^otp  est  premier,  il  divise  donc  a  —  i 
ou  a-hi,  et,  comme  a  est  <^^5  on  a  nécessairement 
ûî=i  o\x  a  =  p  —  I. 

Il  résulte  de  là  que  les  nombres 

2,  3,  4»--->  [p  —  ^) 

peuvent  être  associés  deux  à  deux,  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  associés  soit  congru  à  Tunité,  et,  en  multi- 
pliant entre  elles  les  congruences  ainsi  obtenues,  on  aura 

2.3.4«*«(/'  —  2)^1     (mod. /?); 

multipliant  enfin  par  p  —  i,  on  a 

1 .2.3.4.  •  •(/?  —  ^)^P — I     (mod./?), 
ou 

1 .2.3.4. .  .(/?  —  1)4-1^0     (mod./?). 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  est  surtout  remarquable  en  ce  qu'il  ex- 
prime une  propriété  qui  appartient  exclusivement  aux 
nombres  premiers  ;  car,  si  p  est  un  nombre  composé,  et 
que  Q  soit  un  de  ses  diviseurs,  Q  divisera  le  produit 
i.2.3...(/9 — *)?  et,  par  conséquent,  il  ne  pourra  diviser 
ce  même  produit  augmenté  de  Tunité.  Il  en  sera  donc 
de  même  du  nombre  p. 

Corollaire.  —  Tout  nombre  premier  p  de  la  form^ 
4^  +  1  est  la  somme  de  deux  carrés. 

II.  3 
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En  effet,  par  le  théorème  précédent,  p  divise  la  somme 

(l.2.3.  .  .2/2)[(2/2  +  l).  .  .4«]  +  15 

mais  les  nombres 

2/2  +  1,  2/2  +  2,...,  ^n 

sont  respectivement  congrus  à 

—  2/2,  — (2/2 — i),...,  — I 

suivant  le  module  p\  donc  le  produit  des  uns  est  congru 
au  produit  des  autres.  D'ailleurs  le  nombre  des  facteurs 
étant  pair,  on  peut  changer  leurs  signes,  et  Ton  a 

(i  .2.3.  ..  2/2)*-+- 1^0     (mod./?); 

p  divise  ainsi  la  somme  de  deux  carrés,  et,  par  consé- 
quent, il  est  lui-même  la  somme  de  deux  carrés  (n°  15). 

Remarque.  —  Un  nombre  de  la  forme  4  '*  -h  3  ne  peut 
être  la  somme  de  deux  carrés.  En  effet,  tout  carré  pair  a 
la  forme  J!^n^  et  tout  carré  impair  est  de  la  forme  4^^  +  1 5 
par  conséquent,  la  somme  xle  deux  carrés  premiers  entre 
eux  a  toujours  Tune  des  deux  formes  i^n  -{-1  et  /^n-^^, 

_  I 

Deuxième  démonstration.  —  On  peut  encore  démon- 
trer le  théorème  de  Wilson  au  moyen  de  Ja  formule 

n  n[n  —  i)      '  .        , 

A"  M9  =  a» «A-i  H '  «n-2  —  . . .  -4-  ( —  1 1"  «B 

I  1.2  ^        ' 

que  nous  avons  établie  au  n^  152,  et  qui  exprime  la  dif- 
férence n**"**  du  terme  Mq  de  la  suite 

Si  Ton  suppose  généralement 
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on  aura 

A"a    =1 .2.3. .  ./i, 

et  notre  formule  générale  deviendra 

I.2.3.../2..  =  (x-f-/i)'» (.r  +  /i  —  i)* 

1.2^ 

Soît  maintenant  a:=i,  n  =  p  —  i,p  étant  un  nombre 
premier,  il  viendra 

1.2. 3... (y?  — !)=/?/'-•—  ^  ""^  (/?  — 0^' 

1.2  ^'^ 


/?  —  1 


on  a  d'ailleurs 


X        .  P  I  {P  ^)   {P 2) 


(l  —  1^-'  =  I  —  ^ h  '-^ '-^^ ^  —  ...  -f-  I 

1.2 


d'où 


p  —  i 


I.2.3...{/?— l)  +  I  =zpP-'—  i- [(^_,)f-t_,] 


I 


Dans  le  second  membre  de  cett({  formule,   le  premier 

terme  est  une  puissance  de  p  et  tous  les  termes  qui  suivent 

sont  divisibles  par  p,  d'après  le  théorème  de  Fermât  5  on  a 

donc 

1.2.3. ..(/>  —  i)  +  i^o     (mod. /?). 

3. 
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Théorème  de  Fermât  généralisé. 

295.  Le  théorème  de  Fermai  est  susceptible  d'être 
étendu  aux  modules  composés;  il  n'est  effectivement 
qu'un  cas  particulier  de  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  a  e£  M  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux,  et  que  y  (M)  exprime  combien  il  y  a  de  nom^ 
bres  premiers  à  M  e£  non  supérieurs  à  ce  nombre^  la 

différence 

«?(M)_, 

sera  dii^isible  par  M 5  en  d'' autres  termes,  on  aura 

^?(M)„,=o     (mod.  M). 

La  première  des  démonstrations  dont  nous  avons  fait 
usage  au  n*'  293  s'applique  au  cas  actuel,  avec  de  lé- 
gères modifications.  Soient 

(1)  a,   ê,   7,   ^,.  .  .,   w 

les  ç(M)  nombres  premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  M. 
Si  on  les  multiplie  par  le  nombre  a  qui  est  également  pre- 
mier à  M,  on  obtiendra  la  nouvelle  suite 

(2)  €îa,  «ê,   «y,  a^,...,   aw; 

aucun  terme  de  la  suite  (a),  aot,  par  exemple,  ne  peut 
être  divisible  par  M;  car  M  est  premier  à  a  et  il  est  supé- 
rieur à  a;  pour  la  même  raison,  la  différence  a(6  —  a) 
de  deux  termes  de  la  suite  (2)  ne  peut  être  divisible 
par  M,  d'où  il  résulte  que  si  Ton  prend  les  résidus  mi- 
nima;  relativement  à  M,  des  termes  de  la  suite  (2),  on 
obtiendra  ç{M)  résultats  différents.  En  outre,  les  nom- 
bres (2)  sont  premiers  à  M,  et  en  conséquence  leurs  ré- 
sidus le  sont  aussi;  ces  résidus  sont  donc  précisément  les 
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nombres  (i).  Les  nombres  (2)  étant  respectivement  con- 
grus aux  nombres  (i),  le  produit  des  uns  est  congru  au 
produit  des  autres,  et  Ton  a 

ae7...«[û?^^)  — i]  =  o     (mod.  M); 

en  divisant  par  le  produit  aSy. .  .co  qui  est  premier  avec 
le  module,  il  vient  enfin 

ûP(M)_,=o    (mod.  M). 

Théorème  de  TF'ilson  généralisé, 

296.  Le  théorème  de  Wîlson  est  lui-même  susceptible 
d'être  généralisé  5  on  peut  efleclivemenl  Ténoncer  comme 
il  suit  : 

Théorème.  —  Si  P  désigne  le  produit  des  9  (M)  nom- 
bres premiers  à  M.  et  non  supérieurs  àM^  ona 

V^ZfZi     (mod.  M), 

savoir  : 

P^  — I     (mod.  M), 

si  M  est  égal  à  une  puissance  d^un  nombre  premier 
impair,  ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance,  ou  égal 

à  4'j  €t 

P^  +  i     (mod.  M), 

dans  tous  les  autres  cas. 

En  effet  soient,  comme  précédemment, 

(1)  a,  ê,  7,. ..,  « 

les  nombres  premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  M.  Si  a 
désigne  Tun  de  ces  nombres,  les  produits 

(2)  aa,  a^f  A7,...,  adu 

donneront  comme  on  Ta  vu  des  résidus  minîma  difSé- 
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rents,  relativement  au  module  M.  Parmi  ces  résidus,  il 
j  eu  aura  donc  un  égal  à  i,  et  un  autre  égal  à  M  — i. 
Supposons  que  acn  donne  le  résidu  i  ^  si  a  et  a  sont  iné- 
gaux, je  dirai  que  ces  nombres  sont  associés  du  premier 
genre.  Si  a  =:  a,  le  produit  a  X  a  donnant  le  résidu  i, 
le  produit  a  (M  —  a)  donnera  le  résidu  •—  i  ou  M  —  i  : 
je  dirai  alors  que  a  et  M  —  a  sont  associés  du  second 
genre.  Il  résulte  de  cette  définition  que  deux  associés  du 
second  genre  constituent  un  couple  de  racines  conjuguées 
de  la  congruence 

(3)  .r»  — 1^0     (mod.  M). 

U  est  évident  que  le  produit  de  tous  ceux  des  nombres  (i) 
qui  composent  les  couples  d'associés  du  premier,  genre 
est  congru  à  i ,  suivant  le  module  M,  tandis  que  le  pro- 
duit de  tous  ceux  qui  forment  les  couples  du  deuxième 

genre  est  congru  à  ( — i)'*,  p  désignant  le  nombre  des 
couples  de  racines  conjuguées  de  la  congruence  (3).  U 
résulte  de  là  que  Ton  a 

p  =  (__,)/*     (mod.  M). 

Or,  si  l'on  a  M  =  p^,  ou  M  =  ip^^  ou  M  =  45  P  étant 
un  nombre  premier  impair,  le  nombre  fx  est  égal  à  i, 
tandis  que  le  même  nombre  est  pair  dans  tous  les  autres 
cas  (n^292).  Donc  on  a 

P^  — I     (mod.  M), 

dans  les  trois  cas  de  M  =  p\  =  ip\  =  4,  et 

P^-Hi     (mod.  M), 
quand  le  module  M  n'est  pas  de  l'une  de  ces  trois  formes. 
Remarque.  —  Si  l'on  veut  avoir  l'associé  d'un  nombre 
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a,  il  suffira  de  déterminer  la  racine  de  )a  congruence 

ax  —  i^o     (mod.  M)y 

ou,  si  Ton  veut,  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équa- 
tion indéterminée 

ax  —  M/ 1=1. 

Au  surplus,  comme  le  théorème  de  Fermât  généralisé 

donne 

rt?(M)_,     (mod.  M), 

Fassosié  demandé  est  évidemment  le  résidu  de  la  puis- 
sance 

Des  congruences  dont  le  module  est  un  nombre 

premier, 

297.  Étant  donnée  la  congruence 

Aoay»-4- A,x^-'  -f-. .  .-{-  Am-iX-h  A;„^o     (mod./?), 

dont  le  module  p  est  supposé  premier,  et  dans  laquelle 
les  coefficients  Ao,  Ai,...,  sont  des  entiers  compris  entre 

o  et  ;:7  ou  entre  —  -  et  -H  ~?  on  peut  toujours  la  rempla- 
cer par  une  autre  dont  le  premier  terme  ait  pour  coeffi- 
cient l'unité.  Car  soit  A'  le  nombre  associé  de  Aq,  c'est- 
à-dire  le  nombre  tel  que  l'on  ait 

AoA'^i     (mod./?), 
et  désignons  par 

"l>     *  2J  •  •   •  5      "jl 


m 


les  résidus  des  produits 

A  Al,   A  Aj,  •  •  •  >    A-  Afli  l 

si  Ton  multiplie  par  Ao  A'  les  termes  de  la  congruence 
proposée,  à  partir  du  deuxième,  celte  congruence  prendra 
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la  forme 

Ae(j:"  +  P,a:™-»-4-P,ar^-2-f-..  . +P«_,.r +  P«)^o     (mod./?), 

et  en  divisant  par  Ao  qui  est  premier  avec  le  module,  il 
viendra 

a:"  +  P,  X™-'  -f-  P, x^-'  -+-...+  P^,  a?  -f-  P;„  =  o     (raod./?). 

298.  Les  congruences  dont  le  module  est  premier 
jouissent  d'une  propriété  très-importante  et  qui  est  expri- 
mée par  la  proposition  suivante. 

Théorème.  —  Une  congruence  non  identique  suivant 
un  module  premier  ne  peut  avoir  plus  de  racines' quUl 
rCy  a  d'unités  dans  son  degré. 

Soit 

(i)  f[x)^o     (mod. /?) 

une  congruence  de  degré  m  suivant  le  module  premier  p, 
f{x)  désignant,  pour  abréger,  le  polynôme 

/(x)  =  AoJr'"  + A.o?^-'  -f-...+ A«_,x  +  A, 


^m> 


dans  lequel  les  coefficients  sont  des  i)ombres  entiers  com- 

P  P 

pris  entre  o  etp  ou  entre  — -  et  4- -• 

2  2 

Si  Ton  désigne  par  «i,  «s, .  . . ,  a,„  des  nombres  entiers 
quelconques  et  que  l'on  pose,  comme  au  n°  45, 

/  [x)  z=z[x  —  a^)f,  [x]  H-  Ra, 
(2)  </,(x)=:(.r  — /7,)/3(a:)-+-R3, 


> 

Rj ,  Rj , . . . ,  R,„  étant  indépendants  de  ar,  puis  que  l'on 
ajoute  toutes  ces  égalités,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  m  facteurs 

I,  X  —  ^,,   [x  —  ax)[x  —  /7j),...,   {x  —  «,)... (a?  —  Om-\\ 
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il  viendra,  en  remplaçant /*"*  (x)  par  sa  valeur  A©, 

I/(x)  =  Ao  (ar  —  û,)  («  —  «3) .  . .  (a:  -^  a„,) 
-+-R3  (a:  —  û,)  (x  —  «2)  -4-  Rj  (.r  —  û,)  -f-R,.. 

Supposons  maintenant  que  la  congruence  proposée  ait 

une  racine  et  prenons  ai  égal  à  cette  racine;  on  aura 

alors 

Ri^o     (mod. /?], 

et,  d'après  les  égalités  (2),  la  congruence  (i)  pourra  se 
mettre  sous  laforme 

(x  —  û,)/  (ar)  ^  o     (mod.  p). 

Le  module  p  étant  premier,  le  produit  (x  —  «1)^1  (x) 
ne  peut  être  congru  à  zéro,  suivant  ce  module,  à  moins 
que  l'un  des  facteurs  ne  soit  divisible  par  p;  donc  si  la 
précédente  congruence  admet  des  racines  distinctes  def^i, 
ces  racines  appartiendront  à  la  congruence 

(4)  fi{x)^o     (mod.p). 

Si  la  congruence  (4)  n'a  point  de  racines,  la  proposée 
n'aura  que  la  seule  racine  ai.  Si  au  contraire  cette  con- 
gruence a  des  racines  et  que  l'on  prenne  pour  a^  l'une 
de  ces  racines,  on  aura 

Rî^o     (mod./?), 

et,  d'après  les  égalités  (2),  la  congruence  (4)  prendra  la 

forme 

(x  —  a2)/i{a:)^o     {mod,  p). 

Le  même  raisonnement  montre  que  si  celte  congruence 
a  des  racines  distinctes  de  a,,  ces  racines  appartiennent 
à  la  congruence 

/2(«)^o     (mod,  p). 
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On  voit  que,  généralement,  si  chacune  des  congruences 

/'(a:)  =  0,     y;(a:)  =  0,...,  /^__^_^(:c)  =  0      (mod.  p) 

m  * 

a  une  racine,  et  que  la  copgruence 

/^^^(x)=o     (mod.p) 

m 

n'en  ait  aucune,  la  proposée  aura  m  —  fx  racines.  Si  Ton 
suppose  que  ûi,  a,,.,.,  a^_    soient  ces  racines,  on  aura 

R,^o,  Ra^o,...,  R„,_^^^o     (mod./?), 

et  la  formule  (3)  donnera 

(5)  /{x)  =  {x^a,)(x'-a,     ..(x  — û^_^)F(a:)  (mod.p), 

F  (x)  désignant  une  fonction  entière  du  degré  fi,  telle  que 
la  congruence 

F(j?)^o     (mod.p) 

n'ait  aucune  racine. 

Si  le  nombre  /x  est  égal  à  zéro,  la  fonction  F  (x)  se 
réduit  à  la  constante  Aq,  et  la  formule  (3)  donne 

(6)  /{a?)^A,(x-— «,)  (j7  — «2).  .  .(x  —  a^)     (mod.p), 

d'où  il  suit  que  la  congruence  proposée  ne  peut  avoir 
pour  racines  que  les  m  nombres  ^i,  ^s, . . . ,  a^. 

Corollaire.  —  Si  la  congruence  f(x)  ^  o  (mod.  p) 
du  degré  m  est  satisfaite  par  plus  de  m  ^valeurs  de  x, 
elle  est  nécessairement  identique, 

299.  Nous  présenterons  ici  une  conséquence  fort  im* 
portante  du  théorème  que  nous  venons  d'établir. 

Théorème.  —  Si  f{oc)  et  F  (x)  sont  des  fonctionè 
entières  à  coefficients  entiers ^  dont  les  degrés  soient  infé* 
rieurs  à  p,  et  quef(x)  soit  un  div^iseur  de  la  fonction 
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3f^^  —  i-hpF(j:),  p  étant  un  nombre  premier^   la 

congruence 

/{x)^o     (mod,  p) 

aura  précisément  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  nombre  qui  exprime  son  degré. 

En  effet,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  la  congruence 

(i)  xP-^  —  i^o     (mod./?) 

a  les  ^  —  I  racines 

i,  2,  3,.. .,  [p  —  i). 
D'ailleurs  si  l'on  a 

(2)  XP-»  -  I  +  /?  F  [x)  =f[x)f,  [x), 

f(x)  et  fi  (x)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers, 
la  congruence  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  chacune  de  ses  racines  appartient  à  Tune  ou  à  l'autre 
des  deux 

(3)  /(x)=o,    f{x)=o     (mod./?). 

Or  si  Tune  des  congruences  (3)  avait  moins  de  racines 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  son  degré,  il  faudrait  que  l'autre 
en  eût  plus  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  sien,  ce  qui  est 
impossible;  le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 

300.  On  peut  déduire  du  théorème  précédent  un  pro- 
cédé très-simple  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
d'une  congruence  de  module  premier.  Démontrons  d'a- 
bord le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  fi  (x)  désigne  le  reste  de  la  diwion  des 
deux  polynômes  f  [x)  etf  (x)  dont  les  premiers  termes 
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ont  pour  coefficient  r unité ^  les  racines  communes  aux 
deux  congruences 

f{x)^o     (mod. /?),    /,  (x)^o     (mod. /?) 

sont  les  mêmes  que  les  racines  communes  à 

/[(x)^o     (mod. /?),    y2(j:)^o     (mod./?). 

Soit  Q  le  quotient  de  la  division  de  /(x)  par  fi  {x)y 

on  aura 

/(x)=ry;(a:).Q+/,(x), 

et  cette  égalité  fait  voir  que  si  fi  [x)  est  divisible  par  p 
en  même  temps  que  l'un  des  deux  polynômes /(x)  et 
Ji{x)y  l'autre  le  sera  nécessairement  aussi  ;  d'où  résulte 
la  proposition  énoncée. 

Corollaire.  —  Les  racines  communes  à  deux  con- 
gruences 

/{x)^o^     /i(x)^o     (mod. /?) 

appartiennent  à  la  congruence 

(f(x)^o     (mod.p)f 

(j)  (x)  désignant  le  plus  grand  commun  dis^iseur  aux  deux 
polynômes  f  [x)  etf^  [x). 

Remarque.  —  Pour  trouver  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur y  (a:),  on  suivra  la  marche  ordinaire;  seulement 
on  négligera  tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par /9.  II 
faut^  en  outre,  que  toutes  les  divisions  puissent  se  faire 
sans  écrire  de  coefficients  fractionnaires.  Pour  cela,  on 
peut  faire  en  sorte,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut,  que 
chaque  reste  soit  divisible  pav  le  coefficient  de  son  pre- 
mier terme,  et  alors  on  fera  abstraction  de  ce  diviseur- 
commun.  On  arrive  aussi  au  même  but  en  multipliant 
chaque  dividende  par  un  facteur  convenable,  ou  même 
simplement  en  ajoutant  au  coefficient  du  premier  terme 
de  chaque  dividende  un  multiple  de  p  tel^  qu'après  cette 
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addition  le  premier  terme  du  dividende  en  question  soit 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur  correspondant. 

301 .  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  connaître  le 
nombre  des  racines  de  la  congruence 

(i)  /{x)^o     [mod.p). 

Ces  racines  appartiennent  toutes  à  la  congruence 

(2)  xP-^  —  1^0     (mod./?); 

il  sufïit  donc  de  chercher  les  racines  communes  aux  con- 
gruences  (i)  et  (a).  Pour  cela^  on  déterminera,  comme  il 
vient  d'être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur  s^f(oc)  et 
à  x^"^  —  I.  S'il  n'existe  pas  de  diviseur  commun,  la  pro- 
posée n'aura  aucune  racine;  si,  au  contraire,  on  trouve 
un  plus  grand  commun  diviseur  cj>  [x)  de  degré  /ut,  la  con- 
gruence proposée  aura  [i  racines,  qui  seront  celles  de  la 

congruence 

(f  {x)^o     (mod.  /?), 

laquelle  a  effectivement  [i  racines,  puisque  <^(x)  est  un 
diviseur  de  degré  [i  du  binôme  x^^^  —  i . 

Exemple.  —  On  demande  le  nombre  des  racines  de  la 
congruence 

y(a:)r=a:*  —  3.r*  —  20^*  —  ix^  -h  x —  2^0     (mod.  7). 

En  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes x^  —  I  et  f(x)^  comme  on  1'^  indiqué  au  n°  300, 
on  trouve  les  deux  restes 

—  3(.v*-h  2x3  +  3^2—  2.x  -1-3), 
2  (a:* +  3x2  —  j.  —  3j  . 

le  second  reste  étant  diviseur  du  premier,  la  congruence 
proposée  a  trois  racines  qui  appartiennent  aussi  à  la  con- 
gruence du  troisième  degré 

x3  +  3x' — X  —  3^0     (mod.  7). 
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Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  TVilson. 

302.  Sî  p  est  un  nombre  premier,'  la  congruence 

[x  —  i)[x  —  i){x —  Z)..*[x  —  /?+i)  —  [xP~^ — i)^o     {vïïoà,  p) 

admet  les  p  —  i  racines 

I,  2,  3,...,  (/?— i); 

et  comme  elle  n'est  que  du  degré  p  —  a,  elle  doit  être 
identique.  Si  donc  on  désigne  par  Si  la  somme  des  nom- 
bres I,  2,...,  (p  — i),  par  Sa  la  somme  de  Içurs  produits 
deux  à  deux,  etc.,  par  Sp_i  le  produit  de  tous  ces  nom- 
bres, on  aura 

1^1  =^  O,     i32  ^=  O,    ijj  ^=  O,  .  .  .  ,     3n — 1  :=  ~~~  I  p 

suivant  le  module  p,  La  dernière  de  ces  congruences  con- 
stitue le  tbéorème  de  Wilson. 

Remarque.  —  Les  coefficients  de  l'équation 

(.r  —  i)[x  —  i)[x—Z)..,[x  —  /?  -4-  i)  =  O, 

ordonnée  par  rapport  à  x^  étant  des  multiples  de  p^  à 
l'exception  du  dernier  terme,  si  p  est  premier,  la  somme 
des  puissances  w'*'""  des  p  —  i  racines 

I,  2,  3,  4>--  •>  (/^  — 0 

sera  divisible  par  p,  ft  moins  que  m  ne  soit  un  multiple 
de  p  —  I .  Cela  résulte  immédiatement  des  formules  de 
Newton, 


*%%•* 
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CHAPITRE  IL 

DES  RÉSroUS  DES  PUISSANCES  ET  DES  œNGRUENCES 

BINOMES. 


Des  nombres  qui  appartiennent  à  un  exposant  donné 
relatis^ement  à  un  module  donné, 

303.  Le  nombre  a  étant  premier  avec  le  module  M, 
considérons  la  suite  indéfinie  des  puissances  de  a,  savoir 

(i)  .1,  a,  fl%  a*, . . .,  a",. . .. 

Comme  cette  suite  renferme  un  nombre  illimité  de  termes, 
et  qu'on  ne  peut  trouver  qu'un  nombre  limité  y  (M)  de 
résidus  distincts,  il  y  aura  nécessairement  deux  puis- 
sances telles  que  a"  et  a"'^''  qui  seront  congrues  suivant 
le  module  M.  On  peut  diviser  la  congruence 

(a)  fl«^-''  =  a''     (mod.  M) 

par  av  qui  est  un  nombre  premier  au  module,  et  il  vient 
alors 

(3)  a»^!     (mod.  M). 

Réciproquement,  si  la  congruence  (3)  a  lieu,  la  con- 
gruence (2)  aura  lieu  aussi,  quel  que  soit  l'exposant  v. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  le  plus  petit  nombre  tel 
que  la  congruence  (3)  ait  lieu,  les  résidus  de  la  série  (i) 
formeront  une  suite  périodique  dont  la  période  com- 
prendra n  termes  incongrus  suivant  le  module  M^  et  . 
qui  seront  les  résidus  des  puissances 

I,  a,  û%.  . .,  rt"-'. 
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Ceux  des  termes  de  la  série  (i),  autres  que  Puni  té,  qui 
donnent  le  résidu  i,  sont,  d'après  cela, 

fl",  fl'",  «"», ...  ; 

or,  d'après  le  théorème  de  Fermât  généralisé,  on  a 

afW^i     (mod.  M), 

donc  cf>  (M)  est  un  multiple  de  n. 

Lorsque  n  désigne  le  plus  petit  nombre  positif  tel 
que  û"^  I  (mod  M),  on  dit  que  le  jiombre  a  appartient 
à  r exposant  n,  relatwement  au  module  M.  On  peut 
alors  énoncer  cette  proposition  : 

Théorème.  —  L^ exposant  auquel  appartient^  relati'- 
s^ement  au  module  M,  un  nombre  quelconque  premier 
as^ec  ce  module ,  est  un  diviseur  û?e  f  (M). 

304.  On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  par  une  autre 
méthode  qui  ne  suppose  pas  le  théorème  de  Fermât  et 
qui  conduit  même  à  une  démonstration  nouvelle  de  ce 
théorème. 

Quel  que  soit  l'entier  a  premier  avec  le  module  M,  la 
suiie  des  puissances 

(ij  I,  «,  âr%  «%...,  û". . . 

donne,  comme  nous  venons  de  le  dire,  un  certain  nom- 
bre n  de  résidus  distincts  qui  sont  ceux  des  puissances 

(2)  I,  a,  a\  «%...,  rt"-', 

et  n  est  le  pius  petit  nombre  tel  que  Ton  ait 

(3)  a^^i      (mod.  M). 

Si  la  suite  des  résidus  des  nombres  (2)  embrasse  tous 
les  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  M,  on  aura 

<p(M)=r«; 
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dans  le  cas  contraire,  soit  b  Tua  des  nombres  premiers 
à  M,  qui  ne  sont  congrus,  suivant  ce  module,  à  aucun 
des  termes  de  la  suite  (a).  En  multipliant  par  b  les 
termes  de  cette  suite,  ou  en  obtient  une  deuxième 

(4)  b^  ba^  ba^y. ..,  ba"-* 

dont  tous  les  termes  sont  distincts,  car  si  Ton  avait 

baf^=bd'     (mod.M), 
il  en  résulterait 

al^  =  a*     (mod.M), 

ce  qui  est  contre  Thypollièse.  On  voit  aussi  que  les  termes 
de  la  suite  (4)  sont  incongrus,  suivant  le  module  M,  aux 
termes  de  la  suite  (2)  ;  car  si  Ton  avait 

^a'*  =  «^     (mod.M), 
il  en  résulterait 

^  =  0"-^     ou     =fl'*-^-^~^     (mod.M), 
ce  qui  est  encore  contre  T hypothèse.  Ainsi,  l'on  a 

ç(M)=2/l       ou       «p(M)>2/7. 

Si  ç  (M)  est  ^2  71,  soit  c  l'un  des  nombres  premiers 
et  non  supérieurs  à  M  qui  ne  sont  pas  compris  parmi  les 
résidus  des  suites  (2)  et  (4)«  Eu  multipliant  la  suite  (2) 
par  c,  on  obtient  une  nouvelle  suite 

(5)  crt,  en',  câ%...,  ca'*"*,    I 

dont  les  termes  sont  incongrus  à  ceux  de  la  suite  (2),  d'a- 
près ce  qui  précède,  et  j'ajoute  qu'ils  le  sont  aussi  aux 
termes  de  la  suite  (4)  \  car  si  l'on  avait 

caf*^ba^     (mod.M), 
on  en  conclurait 

c^bà'-i^     ou     =^fl"^-»'-A*     (mod.M), 

II.  4 
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et  le  nombre  c  serait  compris  parmi  les  résidus  de  la 

suite  (4)»  ce  qui  est  contre  Thypolbèse.  D'après  cela, 

on  a 

ç(M)  =  3«     ou    ç(M)>3/?. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  Tépui sèment  complet 
des  (f  (M)  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  M,  et  on 
voit  que  l'on  a  nécessairement 

m  étant  un  nombre  entier;  ce  qui  est  le  théorème  dé- 
montré au  numéro  précédent. 

Mais  la  congruence  (3)  entraine  nécessairement 

fl""»=si     (mod.  M), 

ou 

û?(M)^i     (mod.  M), 

ce  qui  est  précisément  le  théorème  de  Fermât  généralisé. 

Des  racines  primitis^es, 

305.  D'après  le  théorème  de  Fermât  généralisé,  la 
congruence 

;c?(M)=j     (mod.  M) 

admet  pour  racines  les  y  (M)  nombres  premiers  et  non 
supérieurs  à  M.  Ceux  de  ces  nombres  qui  appartiennent, 
suivant  le  module  M,  à  l'exposant  <p  (M)  sont  dits  racines 
primitii^es  de  la  précédente  congruence,  ou  simplement 
racines  primilii^es,  relativ^ement  au  module  M. 

Ainsi,  le  nombre  a,  premier  à  M,  sera  racine  primi- 
tive si,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  inférieures  à  ^  (M), 
a"  est  incongrue  à  l'unité,  suivant  le  module  M.  Dans  ce 
cas,  la  série  des  résidus  des  puissances 
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embrasse  les  (y  (M)  nombres  premiers  à  M  et  non  supé- 
rieurs à  M. 

On  peut  établir  de  suite  qu'il  n'existe  de  racines  pri- 
mitives que  dans  des  cas  peu  étendus. 

Le  module  M  étant  décomposé  en  facteurs  premiers, 
soit 

p^q^r,,..  étant  des  nombres  premiers  inégaux.  Tout 
nombre  «,  premier  à  M,  sera  premier  avec  chacun  des 

facteurs  p^^  q^^  r  , . . . ,  et  on  aura,  par  le  théorème  de 
Fermât  généralisé, 

a?M^i     (mod.^^), 
aPi"-^)^!     (mod.r^), 


Si  S  désigne  le  plus  petit  des  nombres  divisibles  par 
chacun  des  suivants, 

9(î'')  =  !7"-(î-i), 
?(ri)=r^—  (r-l). 


on  aura  aussi 

û^^i  (mod./?"),  a^^i  (mod.y"),  a^^  i  (mod.  r^),.... 

La  différence  a  —  i  étant  ainsi  divisible  par  chacun  des 

nombres  p^^  q^^  r\,., ,  elle  le  sera  par  le  produit  M  des 
mêmes  nombres,  et  Ton  aura 

a^^i     (mod.  M). 

Or,  cy  (p")  est  un  nombre  pair,  sauf  le  seul  cas  où  l'on 

4. 
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a.p  =  2^  V  =  I  ;  de  même  cy  [q^)  est  pair  à  moins  que 
17  =  2,  /[Ji  =  1 5  et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  M  renferme  plus 
d'un  facteur  premier  impair,  ou  si,  ne  contenant  qu'un 
seul  facteur  premier  impair,  il  renferme  le  facteur  2  à 
une  puissance  supérieure  à  la  première ,  deux  au  moins 
des  nombres 

^{P'')y     ?{'I^)y     ?(''^)»  — 

auront  un  diviseur  commun,  et,  par  conséquent,  le  plus 
petit  commun  multiple  de  ces  nombres  sera  inférieur  à 
leur  produit.  Ainsi,  l'on  aura 

S<?(M), 

et  le  nombre  a,  pour  lequel  on  a  a^^i  (mod.  M),  ne 
sera  pas  racine  primitive  relativement  au  module  M. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  M  ne  renferme  aucun 
facteur  premier  impair;  on  a  alors 

et  je  dis  qu'il  n'y  a  point  de  racines  primitives,  si  v  est  su- 
périeur à  2. 

En  effet,  tout  nombre  impair  a  peut  être  représenté 
par  la  formule 

et,  par  des  élévations  au  carré  successives,  on  en  déduit 

û'  =  I  -f-  2^ /i , 

fl'   =  I  -f-  2*X-3,..., 

a^  =   I    4-  2*'/'y_2, 

A^i ,  A^, , ... ,  kj^i  étant  des  nombres  entiers.  La  dernière  de 
ces  égalités  peut  s'écrire 

ûi?(M)si     (mod.  M), 
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si  V  est  ^  2,  et  en  conséquence  a  n'est  pas  racine  pri- 
mitive. 

Il  résulte  de  là  qu'il  ne  peut  exister  de  racines  primi- 
tives que  dans  les  trois  cas  suivants  : 

1**  Si  le  module  M  est  un  nombre  premier  impair  ou 
une  puissance  (Tun  nombre  premier  impair^ 

a**  Si  le  module  M  est  égal  au  double  d'aune  puissance 
d^un  nombre  premier  impair^ 

Z^  Si  le  module  M  est  égal  à  4. 

Dans  le  cas  de  M  =  4»  on  a  ç  (M)  =  2,  et  le  nom- 
bre —  I  ou  3  satisfait  évidemment  à  la  définition  des  ra- 
cines primitives.  Le  cas  où  M  est  une  puissance  de  2 
supérieure  à  4  mérite  une  attention  particulière,  bien 
qu'il  n'y  ait  point  de  racines  primitives,  dans  le  sens  que 
nous  attachons  à  ce  terme. 

Des  racines  primiti\fes,  dans  le  cas  où  le  module 
est  un  nombre  premier  impair, 

306.  Lorsque  le  module  M  se  réduit  à  un  nombre  pre- 
mier impair  p^  on  a  (f  [M)  =  p  —  i.  Dans  ce  cas,  il 
existe  toujours  des  racines  primitives  et  il  est  facile  d'en 
déterminer  le  nombre  par  le  théorème  suivant,  dont  nous 
empruntons  la  démonstration  à  Gauss. 

Théorème.  —  Si  le  nombre  p  est  premier,  et  que  n 
désigne  un  di\fiseur  quelconque  de  p  —  \,il  y  a  précisé- 
ment cj>(/i)  nombres  qui  appartiennent  à  V exposant  «5 
le  symbole  ^[n)  exprimant  combierTil y  a  ^  nombres 
premiers  et  non  supérieurs  à  n. 

Supposons  qu'il  existe  un  nombre  a  appartenant  à 
l'exposant  n^  suivant  le  module^;  les  résidus  des  puis- 
sances 

(i)  I,  a,  «S...,  ri»~' 
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seront  distincts  et  chacun  d'eux  sera  racine  de  la  con- 
gruence    . 

{2)  ^  — i==o     (mod./?); 

car  l'hypothèse 

a"^==i      (mod.y?) 


entraîne 


(3)  û"'^i     (mbd./?),     ou     («*)^  — 1^0     (mod./?), 
e  étant  l'un  quelconque  des  nombres 

o,   I,  2,...,   n  —  i; 

donc,  d'après  le  théorème  du  n°  298,  la  congruence  (2) 
n'a  pas  d'autres  racines  que  les  résidus  des  puissances 
contenues  dans  la  suite  (1).  Par  conséquent,  s'il  existe 
des  nombres,  autres  que  a,  qui  appartiennent  à  l'expo- 
sant n,  chacun  d'eux  doit  être  congru,  suivant  le  mo- 
dule /?,  à  une  puissance  telle  que  a'. 

Désignons  par  m  l'exposant  auquel  appartient  a*;  d'a- 
près la  congruence  (3),  n  sera  un  multiple  de  m 5  on  a 
d'ailleurs 

(4)  (û')'"^i     {mod.  jj)     ou     a"^^i     (mod./?), 

et  comme  a  appartient  à  l'exposant  n^  il  en  résulte 
que  me  est  un  multiple  de  n.  Cela  exige  que  m  soit  un 
multiple  de  n,  quand  e  est  premier  k  w^  les  nombres  m 
et  n  étant  alors  divisibles  Tun  par  l'autre,  ils  sont  égaux 
entre  eux.  Donc  a*  appartient  à  l'exposant  /i,  si  e  est  pre- 
mier avec  H'^  mais  si  les  nombres  e  et  n  ont  un  diviseur 
commun  9  supérieur  à  i,  la  congruence 

a  j   rn?  I      (mod./?) 
peut  s'écrire 


>  /    • 
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ce  qui  montre  que  a""  appârlîent  à  ud  exposant  moindre 
que  n. 

On  peut  conclure  de  là  que  s'il  existe  un  nombre  ap- 
partenant à  l'exposant  «,  suivant  le  module  /?,  il  y  a  pré- 
cisément ^  ( /2  )  nombres  qui  appartiennent  à  cet  exposant. 

Cela  posé,  l'exposant  auquel  appartient  Fun  quel- 
conque des  nombres 

(5)  I,  2,  3,...,   (/?  — i), 

relativement  au  module  p^  est,  comme  on  sait,  égal  à 
l'un  des  diviseurs 

(6)  d,  d\  d\  d'%  . . . 

du  nombre  p  —  i .  Si  l'on  emploie  le  symbole  4*  {d)  pour 
exprimer  combien  il  y  a,  dans  la  suite  (5),  de  nombres 
qui  appartiennent  à  l'exposant  d^  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

•»p(c?)  =  y(cf)      ou      il;(c?)  =  0. 

Pareillement  ^[^cV]^  'if  [d'^) , . . .  exprimeront  combien  il 
y  a,  dans  la  suite  (5),  de  nombres  qui  appartiennent  aux 
exposants  d',  d'\...  respectivement.  L'unité  fait  partie 
delà  suite  des  diviseurs  (6),  et  comme  i  est  évidemment 
le  seul  nombre  qui  appartient  à  l'exposant  i,  on  a 

Enfin  le  nombre  des  termes  de  la  suite  (5)  étant  p  —  i , 
et  chacun  d'eux  appartenant  à  l'un  des  exposants  conte- 
nus dans  la  suite  (6),  on  a  l'identité 

iK^/) -4- ^P(rf') -4- ^(^") -4-.  .  .  =  /?  —  I. 

Mais  on  a  aussi  (  n^  286) 

ff{d)  +  <f{d')  +  y(£/")  +.  .  .=zp  —  I, 
donc 
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Dans  lé  premier  membre  de  cette  égalité,  ceux  des  termes 
qui  ne  sont  pas  nuls  sont  respectivement  égaux,  d'après 
ce  qui  précède,  aux  termes  qui  occupent  les  mêmes 
rangs^  dans  le  second  membre;  on  peut  donc  supprimer 
de  part  et  d'autre  ces  termes  égaux.  Mais  après  cette  sup- 
pression, il  reste  zéro  dans  le  premier  membre  de  l'éga- 
lité (7)  ;  donc  il  ne  doit  rien  resier  dans  le  second  membre. 
D'où  il  suit  que  la  suppression  a  porté  sur  tous  les  termeS;, 
et  que  Ton  a 

quel  que  soit  le  diviseur  d. 

Corollaire.  —  Il  y  a  (^{p  — i)  nombres  qjuî  appar^ 
tiennent  à  V exposant  p  —  1,  relatwement  au  module 
premier  p^  en  d* autres  termes ,  il  y  a,  relativement  à  ce 
module,  (f[p — i)  racines  primitives. 

Remarque.  —  Les  nombres  qui  appartiennent,  suivant 
le  module  premier  p^  à  un  exposant  n  égal  à  un  diviseur 
quelconque  de  p  —  i,  sont  dits  quelquefois  racines  primai" 
tivespourla  congruence  x^^i  {mod.p).  Alors,  d'après 
ce  qui  précède,  cette  congruence  a  «  racines,  parmi  les- 
quelles il  y  en  a  çf  (n)  qui  sont  primitives. 

307.  Nous  établirons  encore  ici  une  proposition  fort 
importante  qui  trouvera  plus  loin  son  application. 

Théorème.  —  Si  deux  nombres  a  et  b  appartiennent, 
relativement  au  module  premier  p,  à  deux  exposants  m 
et  n  premiers  entre  eux^  le  produit  ab  appartient  à  V ex- 
posant mn. 

En  effet,  soit  5  un  exposant  tel,  que 

{^abyzzza'b^^i      (mod./?), 
on  aura,  par  Télévaiion  à  la  puissance  /?/, 

a'^*h^*^i     (mod. /?); 
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mais  a  appartenant  à  Fexposant  m,  on  a 

donc 

^""^1     (mod./7)y 

et,  par  conséquent,  ms  est  un  multiple  de  Texposant  n 
auquel  h  appartient.  D'ailleurs  m  et  n  sont  premiers  entre 
eux 5  donc  s  est  un  multiple  de  n.  On  ferait  voir  de  même 
que  s  est  un  multiple  de  m,  et  il  en  résulte  que  5  est  di- 
visible par  le  produit  mn.  Or  on  a,  par  hypothèse, 

o^^i,     ô"^i     (mod. /?), 
d*où 

donc  le  produit  mn  est  bien  l'exposant  auquel  ah  appar- 
tient. 

Corollaire  I.  —  Si  les  nombres  a^h^  c , . . .  appar- 
tiennent  respedii^ement^  par  rapport  au  module  p,  aux 
exposants  m^n^r^, ,,,  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
le  produit  abc. . .  appartient  à  V exposant  mnr.,.. 

Corollaire  II.  —  Si  le  nombre  p  —  i  est  égal  au  pro-- 

duit  i^q  r^  y  • , .  y  q^  r, . , .  étant  des  nombres  premiers 
impairs  inégaux^  et  si  a^  i,  c,...  désignent  des  nom- 
bres qui  appartiennent  respectis^ement  aux  exposants 

a^,  q\  r^, . . .,  /e produit  abc,  ou  son  résidu  appar- 
tient à  l'exposant  p  —  ij  et  il  est  en  conséquence  racine 
primitii^Cy  relatii^ement  au  module  p. 

Autre  manière  de  présenter  les  résultats  qui  précèdent, 

308.  Les  propriétés  que  nous  venons  d'établir,  à  l'é- 
gard des  modules  premiers,  peuvent  encore  être  démon- 
trées, comme  nous  allons  le  faire  voir,  par  une  méthode 
identique  à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  Cha- 
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pitre  V  de  la  Section  F®,  en  nous  occupant  des  racines 
des  équations  binômes  ;  il  y  a  quelque  avantage  à  faire 
ressortir  le  lien  qui  existe  entre  les  deux  théories. 

Théorème  I.  —  Les  racines  communes  à  deux  con- 
gruences  binômes  de  module  premier  p^ 

af*^i     (mod./?),     a?"^i     (mod./?), 
sont  également  racines  de  la  congruence 

x^^i     (mod./?), 
Q  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  démet  de  n, 

x^  —  1  est,  en  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
x"*  —  I  et  de  a:"  —  i .  Ce  théorème  est,  par  suite,  une  con- 
séquence du  corollaire  démontré  au  n°  300. 

Il  est  évident  que,  réciproquement,  chaque  racine  de  la 

congruence  x^  —  i  ^  i  satisfait  aux  deux  proposées. 

Corollaire.  —  Si  6  désigne  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  m  et  p  —  i ,  la  congruence  binôme 
de  module  premier, 

x^^i     (mod.  p) , 
aura  9  racines  qui  appartiendront  à  la  congruence 

ê 

x^^i     (mod./?). 

En  effet,  les  racines  de  la  congruence  proposée  appar- 
tiennent aussi  à  la  congruence 

xP-^  —  i^o     (mod./?). 

D'ailleurs,  la  congruence 

x^  —  i^o     (mod./?) 

a  0  racines  (n°  299)  puisque  son  premier  membre  est  un 
diviseur  de  x^^^  —  i^  la  proposée  a  donc  elle-même  0  ra- 
cines. 
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Si  m  est  premier  avec  p  —  i,  on  a  6  =  i,  et  dans  ce 
cas  la  congruence  x"^i  n'a  pas  d'autre  racine  que  l'u- 
nité. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  borner  l'étude  des  con- 
gruences  binômes  de  la  forme 

af"^i     {mod.  p) 

à  celles  dont  le  degré  m  est  un  diviseur  de  p  —  i . 

Théorème  H.  —  Si  a  désigne  une  racine  quelconque 
de  la  congruence  de  module  premier 

xP^^i     (mod.  p) 

dont  le  degré  m  est  un  diviseur  de  p  —  i ,  toute  puissance 
de  a  ou  son  résidu  minimum  est  également  racine. 

La  congruence 

a^Ssi     (mod./?) 

entraine,  en  effet, 

û'"*S3I       OU       (fl*)'"^I, 

et  si  b  désigne  le  résidu  minimum  de  a*,  par  rapport  à  /7, 

on  a 

a^^by     d'où     ^'"  ^  I  ; 

par  conséquent,  tous  les  termeé  de  la  série 

ou  leurs  résidus  minima,  sont  racines  de  la  même  con- 
gruence. Or,  à  cause  de  a'"  ^  i ,  on  a  aussi 

La  série  précédente  contient  donc  au  plus  m  termes 
ayant  des  résidus  différents,  et  ces  résidus  se  reprodui- 
sent périodiquement  de  m  en  m.  Si  les  m  premiers  termes 

a  y  «' ,   a' , , .  . ,   a'"^* ,  «•"     ou      i 
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sont  incongrus  suivant  le  module  p,  leurs  résidus  sont 
les  m  racines  de  la  congruence  proposée.  Dans  le  cas  con- 
traire, si  Ton  a,  par  exemple, 

«n+n'^a»'     (mod./?), 
a  étant  premier  avec  p,  il  vient,  en  divisant  par  a"', 

/i"^i     (mod./?), 

par  conséquent,  a  est  racine  d'une  congruence  binôme 

x"^i     imoA,  p) 

de  degré  n  inférieur  à  m.  De  là  résulte  cette  proposi- 
tion : 

Théorème  III.  —  Si  a  est  une  racine  de  la  congruence 
X"*  ^  I  (mod.  p  ) ,  qui  n  appartienne  à  aucune  congruence 
de  degré  moindre  x^^i  (mod.  p),  les  m  racines  de  la 
proposée  seront  les  résidus  des  m  puissances  de  a 

L'analogie  de  la  théorie  que  nous  exposons  avec  celle 
des  équations  binômes  conduit  naturellement  à  appli- 
quer la  dénomination  de  racines  primitives  d'une  con- 
gruence binôme 

af^^i     (mod./?) 

dont  le  degré  m  divise  p  —  i ,  à  celles  des  racines  de  cette 
congruence  qui  n'appartiennent  à  aucune  congruence  de 
même  forme  et  dé  degré  moindre.  Comme  dans  le  cas 
des  équations  binômes,  chaque  racine  primitive  jouit  de 
la  propriété  de  donner  toutes  les  autres  racines  par  ses 
diverses  puissances. 

Il  faut  remarquer  que  chaque  racine  non  primitive 
de  la  congruence  x"*^  i  (mod.  p)  appartenant  à  une  con- 
gruence de  même  forme  et  de  degré  moindre,  elle  appar- 
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tient  aussi  à  une  troisième  congruence  de  même  forme, 
et  dont  le  degré  divise  celui  de  la  proposée. 

309.  Voici  maintenant  comment  on  peut  établir  Texis- 
tence  des  racines  primitives. 
Considérons  la  congruence  . 

et  supposons  d'abord  que  m  ne  contienne  qu'un  seul  fac- 
teur premier  q^  que  Ton  ait 

toute  racine  non  primitive  de 

(2)  xi^^i     (moà.p) 

appartient  à  une  congruence 

x^^i     (mod./?), 

dont  le  degré  0  est  un  diviseur  de  q^  et  même  de  ^'^  ""  '  -,  et, 
par  conséquent,  cette  racine  appartient  aussi  à  la  con- 
gruence 

(3)  afl^       ^i     (mod./?). 

D'ailleurs  les  racines  de  (3)  sont  aussi  racines  de  (3)  ; 

leur  nombre  est  q^'^^y  par  conséquent  celui  des  racines 
primitives  de  la  proposée  est 

Supposons  maintenant  m  quelconque,  et  soit 

m=zqf^r\..s^, 

^,  r,  •  •  • ,  5  désignant  des  facteurs  premiers  inégaux. 
Considérons  les  congruences 

(4)  4^'*asi  {mod.  p)j  x^^^i  (mod. /?),...,  x*  ^i  (mod.p). 
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et  désignons  par  a  une  racine  primitive  de  la  première, 
par  h  une  de  la  deuxième,  etc.,  par  /  une  de  la  dernière. 
Il  résulte  du  théorème  déipiontré  au  n°  307  que  le  résidu 
du  produit 

est  une  racine  primitive  de  la  proposée 

(5)  arî'*'"''--'^'=i      (mod./?). 

Mais  on  peut  aussi  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante :  il  est  d'abord  évident  que  ab, .  ,1,  ou  son  résidu, 
est  racine;  car  on  a 

ai^^jy     ^''  ^i,...,     /'  ^  I     (mod./?), 
et,  par  suite, 

Maintenant,  si  ce  produit  n'est  pas  une  racine  primitive 
de  la  proposée,  il  sera  racine  d'une  congruence 

x^^i     (mod./?), 

dont  le  degré  9  sera  un  diviseur  de  m,  et  il  y  aura  au  moins 
un  facteur  premier  de  m,  qui  entrera  dans  0  moins  de 
fois  que  dans  m.  Admettons  que  le  facteur  ç  soit  dans 

ce  cas 5  alors  9 divisera  ç'*"  r^. .  ,s^,  et,  par  suite,  ab. . .  l 
sera  racine  de  la  congruence 

^/*""  r"...*  ^j     (mod./y); 
on  aura  donc 

(ab,  . .  /)î'*~'  '•'•••'^=  I      (mod.  p); 

mais  on  a  aussi 

(ô!../)?'*'"''"'-  -'^=1     (mod./?), 
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et,  par  la  division, 

ai^"  '•^•••'  ^i     (mod. /?). 
On  voit,  par  là,  que  a  est  racine  des  deux  congruences 

et,  par  suite,  de 

x9^      ^1      (mod./?), 

puisque  q^"^  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
les  degrés  des  précédentes  ;  a  n'est  donc  pas,  comme  on  Ta 

supposé,  une  racine  primitive  de  x^^^i  (mod.  p). 

Il  est  ainsi  démontré  que,  si  a,  6,  • . . ,  c  désignent  des 
racines  primitives  respectivement  de  la  première,  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière  des  congruences  (4))  le 
produit  ab. ,  ,c^  ou  son  résidu,  est  une  racine  primitive 
de  la  congruence  proposée  (5).  En  outre,  en  répétant  ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  104, 
à  l'occasion  de  Téquation  binôme,  on  prouvera  que 
toutes  les  racines,  tant  primitives  que  non  primitives,  de 
la  congruence  (5),  sont  représentées  par  la  formule 

ab ...  /y 

OÙ  Ton  doit  prendre  pour  a,  J, .  . . ,  /  toutes  les  racines 
respectivement  de  la  première  des  congruences  (4)?  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière*,  et  que  la  même  formule 
donne  toutes  les  racines  primitives,  en  prenant  pour 
a,  &,...,/  les  diverses  racines  primitives  des  congruences 
auxquelles  elles  appartiennent.  Comme  le  nombre  des 

racines  primitives  a  est  ^'^  1  i j  >  que  celui  des  racines 

bel  r*' (  I j^-'M  celui  des  racines  /,  s    (i j> 
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on  en  conclura  que  le  nombre  des  racines  primitives  de 
la  proposée  est 

'"{'-^){'-7)--{'-~)=f'^'")' 

ce  qui  est  le  résultat  déjii  obtenu. 

Théorème  relatif  aux  résidus  de  puissances  dont  le 
degré  est  un  diuiseur  rfe  p  —  i . 

310.  Théorème.  —  Le  module  p  étant  supposé  pre- 
mier  et  0  étant  un  diviseur  de  p  —  i ,  soient  Xi  et  $  deux 
nombres  compris  entre  oetp\  si  Von  a 

x\^^    [moà,  p)f 
on  a  aussi 

Ç  ^  ^  I     (mod.  p]; 
et,  réciproquement,  si  Von  a 

Ç  ^  ^i     (mod. /;]| 
la  congruence 

ar^^Ç     (mod./?) 
a  0  racines. 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente^  car,  si 
l'on  a 

«?^Ç    (mod./?), 

en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  ^-- —  9  on  a 

p-[ 
xf-'^Ç  ^       (mod.p), 

et,  à  cause  du  théorème  de,Fermat, 

p — I 
Ç  ^  ^  I      (mod.  /?}. 
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Réciproquement,  supposons  que  Ton  ait  ^  ^  ^i,  ou 

9 

retrancliant  chaque  membre  de  cette  égalité  de  a:r-*—  i  ^ 
il  vient 

Or,  le  second  membre  admet  pour  diviseur  x^  —  Ç;  il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre  x^^^-^i  —  pQ, 
et,  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  démontré 
au  n^  299,  la  congrueuce 

a:^ — Ç^o     (mod. /?) 

a  9  racines.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

CoROLLATBE.  —  Sî  p  cst  UH  nombre  premier,  et  qnen 
décomposant  p  —  i  en  facteurs  premiers  on  ait  trouvé 

les  racines  non  primitii'es  de  la  congruence 

xP—^  —  i^o     (mod. /?), 

racines  qui  appartiennent  toutes  à  l'une  au  moins  des 
congruences 

p — 1  p — I  /N-i  p— I 

sont  des  résidus  de  carrés,  ou  de  puissances  y,  ou  depuis^ 
sances  r,  etc.,  ou  de  puissances  s '^  et,  réciproquement, 
tout  nombre  résidu  d'un  carré,  ou  d^une  puissance  q, 
ou  etc.  9  est  racine  de  Vune  des  congruences  précédentes 
et  n'est  pas  racine  primitive  du  nombre  premier  p. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  du  théorème  qui 
II.  5 
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précède 5  on  peut  ajouter  que,  parmi  les  nombres 

il  y  en  a  la  moitié  qui  sont  des  carrés  (résidus  de  carrés), 
la  ^**'"*  partie  qui  sont  des  puissances  q^  la  r'*"*'  partie 
des  puissances  r,  etc.,  la  s'^"*'  partie  des  puissances 5;  et, 
plus  généralement,  si  Ton  ne  considère  parmi  ces  nom- 
bres que  ceux  qui  sont  à  la  fois  des  puissances  2,  ^,  r,  • . . , 
la  5**"*'  partie  de  ces  derniers  sera  en  même  temps  des 
puissances  s.  En  effet,  les  nombres  qui  sont  à  la  fois  des 
résidus  de  carrés,  de  puissances^,  de  puissances  r,  etc., 
satisfont  aux  congruences 

/>— I  p—i  p—i 

et,  par  conséquent,  sont  racines  de 

a:'"l''"-^i      (mod.  p)  : 

leur  nombre  est  donc  — ;  pareillement,  le  nombre 

de  ceux  qui  sont  en  même  temps  des  puissances  s  est 

— j  il  est  donc  la  s^'"^'  partie  du  premier. 

2qr.,.s  *  *^ 

31 1  •  La  congruence 
(i)  xP-^  —  i^o    (mod./?). 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

\x  »   --ijyx  ^    -f-ij^o     {mod.p)f 
et  chacune  des  deux  congruences 

p-\ 

(2)  X  *  — 1^0     (mod./?), 

PzL 

(3)  ar   =«   4-i^o     (mod./?). 
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dans  lesquelles  elle  se  décompose,  a  — racines.   En 

outre,  d'après  le  théorème  du  n®  310,  chaque  racine  de 
la  congruence  (3)  est  un  résidu  de  carré,  ou  un  résidu 
quadratique  'y  au  contraire,  aucune  des  racines  de  l'équa- 
tion (3)  ne  peut  être  le  résidu  d'un  carré,  et  ces  racines 
sont  dites  non-résidus  quadratiques,  ou  simplement  non- 
résidus. 

Le  nombre  a  sera  donc  résidu  ou  non-résidu  quadra- 
tique, relativement  au  module  premier  p,  suivant  qu'il 
satisfera  à  la  congruence  (2)  ou  à  la  congruence  (3), 

c'est-à-dire  suivant  que  la  division  de  a  ^  par  p  don- 
nera le  reste  +1  ou  le  reste   —  i .  Legendre  a  proposé 

de  représenter  ce  reste  par  le  symbole  f  -  jj  en  sorte  que 
Ton  a 

quand  a  est  résidu  quadratique,  et 


fâ=- 


quand  a  est  non-résidu. 

H  est  évident  que  si  p  est  de  la  forme  4*  + 1?  les  deux 
nombres  a  et  —  a  sont  en  même  temps  résidus  ou  non- 
résidus.  Au  contraire,  si  p  est  de  la  forme  4*-f-3,  l'un 
des  deux  nombres  a,  — a  est  résidu,  tandis  que  l'autre 
est  non- résidu. 

Si  les  nombres  a  Qlb  sont  tous  deux  résidus  ou  tous 
deux  non-résidus,  on  a 

fl"«"^±:i,     b   »  ^dzi,    d'où    {ab)  »^-+-i     (mod./?); 

par  conséquent,  le  produit  a&  est  résidu.  Si,  au  contraire, 

5, 


•   •   •    • 
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l^un  deb  nombres  a  et  &  est  résidu  et  que  Pautre  soit  non- 
résidu,  on  a 

a~^dti9     6"^^ipi,    d'oii     (ab)   '^— i     (mod./?), 

le  produit  ab  est  donc  non-résidu. 
On  exprime  ce  résultat  par  la  formule 

et  il  est  évident  qu'on  aura  généralement 

r-^) = (;-)  C-)  (;-)  fâ 

On  trouvera  plus  loin  un  beau  théorème  de  Legendre 
qui  permet  de  déterminer  très-facilement  le  signe  des 

expressions  I  ~  1  • 

Recherche  des  racines  primillves  d!un  nombre  premier. 

312.  Le  théorème  du  n°  310  fournît  un  moyen  de 
trouver  les  racines  primitives  d'un  nombre  premier. 

Soient/^  un  nombre  premier;  2,  q^  ^v?  ^  '^s  facteurs 
premiers  inégaux  de  p  —  i ,  et  écrivons  \qs  p  —  i  nombres 

I,   2,  3,  4,. ..,•/>  —  !; 

si  l'on  enlève  de  cette  suite  tous  h^s  résidus  de  carrés,  de 
puissances  q^  de  puissances  r,  etc.,  il  ne  restera  plus  que 
les  racines  primitives  de  p. 

Au  moyen  des  carrés,  on  exclut  d'abord  la  moitié  des 
nombres  ;  au  moyen  des  puissances  y,  on  exclura  la  ûp***** 
partie  de  ceux  qui  restent,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  qu'iiy agisse  de  trouver  les  ra- 
cines primitives  de  3i. 
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Ecrivons  les  trente  nombres 

II,  oiy  3,  4»  5,  6,  7,  8,  9,  lo, 
n,  12,  i3,  h4,  i5,  i6.  17,  18,  19,  20, 
21,   22,   28,  24,  ^5,   26,   27,   28,   29,   3o; 

comme  les  facteurs  premiers  de  3o  sont  2,  3  et  5,  il  suf- 
fira d'enlever  delà  suite  (i)  les  résidus  des  carrés,  des 
cubes  et  des  cinquièmes  puissances. 

Pour  exclure  les  carrés,  nous  élèverons  les  nombres  (1) 
au  carré  \  les  carrés  des  quinze  premiers  sont 

i,4>9»  16,  25,  36,  49>  64,  81,  100,  121 ,  144»  ifig»  Ï96,  225; 
et  ils  ont  pour  résidus 

(2)  I,  4»  9>  ï6,  25,  5,  18,  2,   19,  7,  28,  20,   14,   10,  8; 

les  carrés  des  quinze  derniers  nombres  de  la  suite  (i)  don- 
neraient les  mêmes  racines,  car  on  a 

(3i  —  A)2  =  A^     (mod.  3i). 

Otant  ces  quinze  nombres  (2)  de  la  suite  (1),  il  restera  les 
quinze  que  voici  : 

(3)  3,  6,  II,  12,  i3,  i5,  17,  21,  22,  23,  24)  26^  27,^  29,  3o, 

dont  il  faut  maintenant  supprimer  les  cubes  et  les  cin- 
quièmes puissances.  Chaque  nombre  déjà  supprimé  (2) 
satisfait  à  la  congruence 

ar'*^i     (mod.  3i); 

donc  sa  puissance  troisième  et  sa  puissance  cinquième  y 
satisfont  aussi,  et,  par  conséquent,  font  partie  des  nom- 
bres déjà  supprimés.  Diaprés  cela,  les  nombres  de  la 
suite  (3)  qu'il  reste  à  rejeter  sont  des  résidus  de  puis- 
sances troisième  et  cinquième  de  ces  mêmes  nombres  (3). 
Pour  avoir  les  résidus  des  cubes  de  la  suite  (3),  il  suffit 
de  multiplier  les  premières  puissances  par  les  résidus 
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quadratiques  que  la  suite  (2)  fait  connaître,  et  qui  sont 
9,  5,  28,  20,  i4,  8,   10,  7,  19,  2,   18,   25,   16,  4,   1} 
on  aura  ainsi  les  résidus  cubiques  suivants  : 
27,  3o,  3o8,  240,  182,  120,  170,  i47,  ^18,  46,  4^2,  65o,  432,  116,  3 

dont  les  résidus  mi  ni  ma  sont 
(4)    27,  3o,  29,  23,  27,  27,  i5,  23,  i5,  i5,  29,  3o,  29,  23,  3o. 

Il  n'y  en  a  que  cinq  de  différents,  comme  nous  le  savions 
d'avance*,  ce  sont 

V 

(5)  i5,  23,  27,  29,  3o, 

et  en  étant  cefis  nombres  de  la  suite  (3),  il  ne  restera  plus 
que  les  dix  suivants  : 

(6)  3,  6,    II,   12,    i3  17,   21,   22,   24,  26, 

dont  il  n'y  a  plus  à  rejeter  que  ceux  qui  sont  des  cin- 
quièmes puissances.  Chacun  des  nombres  déjà  exclus 
satisfait  à  l'une  des  congruences 

x^^^i  (mod.  3i),     .r"'^i    (mod.  3i). 

Il  en  est  donc  de  même  de  sa  cinquième  puissance,  qui, 
par  conséquent,  fait  partie  des  nombres  exclus  :  un  nom- 
bre de  la  suite  (6)  ne  peut  donc  être  la  cinquième  puis- 
sance que  d'un  nombre  de  la  même  suite.  Pour  avoir  les 
résidus  des  cinquièmes  puissances  des  nombres  (6),  il 
suffit  de  multiplier  les  résidus  cubiques  déjà  formés  par 
les  résidus  quadratiques  correspondants,  et  de  prendre  les 
résidus  minima  des  produits.  Les  résidus  cubiques  sont 

27,  3o,  29,  23,  27,   i5,  23,   i5,  29,  3o, 

les  quadratiques 

9,  5,  28,  20,   14,   10,  7,   19,   18,  25; 
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les  produits  sont 

243,   i5o,  812,  460,  378,    i5o,   161,  285,  522,  760, 

et  Ton  -trouve  pour  résidus  des  cinquièmes  puissances 

26,  26,  6,  26,  6,  26,  6,  6,  26,  6. 

Il  n'y  a  ainsi,  dans  la  suite  (6),   que  deux  cinquièmes 
puissances,  comme  nous  le  savions  déjà,  savoir  : 

6,    26; 

en  supprimant  ces  deux  nombres,  il  ne  restera  plus  que 
les  huit  racines  primitives  de  3i,  savoir  : 

3,   II,   12,   i3,   17,  21,  22,  24. 

313.  La  recherche  des  racines  primitives  ne  peut  guère 
s'effectuer  que  par  lâlonnemenls  ;  le  procédé  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  est  presque  impraticable  dès  que  le  mo- 
dule est  un  peu  considérable;  aussi  croyons-nous  litile de 
faire  connaître  une  autre  méthode  due  à  Gauss,  et  par 
laquelle  on  peut  obtenir  assez  facilement  une  racine  pri- 
mitive; les  autres  racines  primitives  pourront  être  déter- 
minées ensuite,  comme  nous  l'avons  indiqué  précédem- 
ment (n^  306). 

On  prendra  arbitrairement  un  nombre  a  dans  la  suite 

2,  3,...,  [p  —  i),  2,  par  exemple,  et  on  déterminera  sa 

période,  c'est-à-dire  la  période  des  restes  fournis  par  les 

puissances 

a ,  a',  c', .... 

Si  cette  période  a  /?  —  i  termes,  a  sera  une  racine  primi- 
tive; mais  si  la  période  a  moins  de  ^  —  i  termes,  on 
prendra  uh  autre  nombre  b  qui  ne  soit  pas  compris  parmi 
les  restes  de  la  suite  (i),  et  l'on  cherchera  de  même  la  pé- 
riode de  b.  Si  celte  période  de  b  aip  —  i  termes,  b  sera 
racine  primitive  ;  mais  supposons  qu'il  n'en  soit  pas 


"N 
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ainsi.  Désignons  par  n  Texposant  auquel  a  appartient,  et 
par  m  celui  auquel  appartient  b\  comme  les  restes  de  la 
suite  (i)  comprennent  tous  les  nombres  qui  appartiennent 
à  Texposant  n^  et,  pour  la  même  raison,  ceux  qui  appar- 
tiennent à  un  exposant  sous-multiple  de  /i,  le  nombre  ni 
ne  sera  pas  un  diviseur  de  n.  Mais  il  peut  être  un  mul- 
tiple de  72,  et,  quand  ce  cas  se  présente,  la  connaissance 
de  b  aura  avancé  la  solution  de  la  question,  car  ce  nombre 
appartient  à  un  exposant  plus  élevé  que  celui  auquel  a  se 
rapporte.  Supposons  que  m  ne  soit  égal  ni  k  p  —  i  ni  à 
un  multiple  de  n  \  désignons  par  s  le  plus  petit  commun 
multiple  de  n  et  m,  et  décomposons  ce  nombre  s  en  deux 
facteurs  premiers  entre  eux  /z',  m,  qui  divisent  respec- 
tivement les  nombres  »  et  m.  Voici  comment  cette  dé- 
composition peut  être  effectuée  :  on  décomposera  les  nom- 
bres /ï  et  m  en  leurs  facteurs  premiers  5  soit  c  l'un  de  ces 
facteurs  premiers  destiné  à  entrer  dans  s  avec  l'exposant  y. 

Si  c^  est  diviseur  de  n  seul,  on  fera  figurer  c^  dans  /z';  si 

c^  est  diviseur  de  m  seul,  on  introduira  au  contraire  c^ 

dans  m'  \  enfin,  si  c^  est  diviseur  commun  de  m  et  de  /z, 

on  introduira  c^  à  volonté,  soit  dans  mf^  soit  dans  /z^;  on 
agira  de  même  à  l'égard  des  autres  facteurs  premiers  de  s. 
On  aura  ainsi  s  =  n'  m\  avec  n=z  n'  e^  m  =  ^J\  «  ^^f 
étant  des  entiers.  Cela  posé,  je  dis  que  le  nombre  a'  appar- 
tient à  Fexposant  n\  relativement  au  diviseur/;  ^  en  effet, 
la  puissance  w'***"*  de  a'  est  a",  et  elle  donne  en  consé- 
quence le  reste  i  ;  il  n'y  a  pas  d'ailleurs  d'exposant  v  in- 
férieur à  71'  tel  que  [a'Y  où  a^^  donne  le  reste  i,  puisque 
ve  est  inférieur  à  tz  et  que  a  appartient  à  l'exposant  n. 
On  ferait  voir  de  même  que  fc/ appartient  à  l'exposant  m\ 
et  il  en  résulte  {n°  307)  que  le  produit  a',bf  om  le  résidu 
de  ce  produit  appartient  à  l'exposant  m^r^^  =  s, 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  conduit,  dans 
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tous  les  cas,  à  un  nombre  qui  appartient  à  un  exposant 
plus  élevé  que  celui  auquel  appartient  le  nombre  a  duquel 
on  est  parti.  En  poursuivant  la  même  marche,  on  arri- 
vera donc  certainement  à  un  nombre  appartenant  à  Tex- 
posant  p  —  \\  ce  nombre  sera  une  racine  primitive  de  /?. 
Mais,  dans  la  plupart  des  cas,  il  se  présente  des  circon- 
stances particulières  qui  permettent  de  simplifier  l'appli- 
cation de  la  méthode. 

31 4.  Premier  exemple.  —  On  demande  une  racine 
primitwe  du  nombre  premier  ^  i . 

Prenons  le  nombre  o.  et  cherchons  sa  période,  A  cet 
effet,  on  formera  la  série  des  puissances  de  ii\  chacune 
d'elles  s'obtient  en  multipliant  la  puissance  précédente 
par  2,  mais,  avant  de  faire  cette  multiplication,  il  faut 
avoir  soin  de  retrancher  71  de  la  puissance  qui  sert  de 
multiplicande,  lorsque  celle-ci  est  supérieure  à  71.  On 
trouve  que  la  période  de  2  a  35  termes  qui  sont 

2,  4>     8,  16,  32,  64,  57, 

43,  i5,  3o,  60,  49,  27,  54, 

(ï)                  {  37,  3,     6,  12,  24,  48,  25, 

5o,  29,  58,  45,   19,  38,     5, 

10,  9o,  4o>  9»   18,   36,     i. 

Le  nombre  2  n'est  donc  pas  racine  primitive  de  71,  et  il 
appartient  à  l'exposant  35  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que 
le  complément  de  2  à  71,  c'est-à-dire  69,  est  racine  pri- 
mitive. En  effet,  de  l'identité 

69  =  7»  —2» 
on  tire 

69^  =  2»  /  ,       ,       . 

d'où  il  résulte  que  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puis- 
sances de  69  pourra  se  déduire  de  la  suite  des  restes  des 
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puissances  de  2;  il  suffira  effectivement  de  remplacer, 
dans  cette  dernière  suite,  les  restes  de  rang  impair  par 
leurs  compléments  à  71,  sans  rien  changer  aux  restes  de 
rang  pair.  Dans  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puis- 
sances de  (2)  et  dont  la  première  période  est  Fensemble 
des  nombres  (i),  le  reste  i  occupe  les  rangs  35,  70,..  .5  ce 
reste  i  n'apparaîtra  donc  qu'au  70®  rang,  dans  la  pé- 
riode de  69,  et  en  conséquence  69  est  racine  primitive. 
Formons  la  période  de  69  en  suivant  la  marche  que  nous 
venons  d'indiquer,  c'est-à-dire  en  prenant  deux  fois  la 
période  (i)  du  nombre  2  et  en  remplaçant  les  termes  de 
rang  impair  par  leurs  compléments  à  71,  on  trouvera  : 

.69,  4,  63,  16,  39,  64,  i4, 
43,  56,  3o,  II,  49,  44,  54, 
34,     3,  65,   12,  47»  4^>  4^» 

5u,  4^>  ^^9  ^^9  '9>  ^^9     ^9 

61,  20,  3i,  9,  53,  36,  70, 

2,  67,     8,  55,  32,  7,  57, 

28,   i5,  4^9  ^^9  22»  27,   17, 

37,  68,     6,  59,  24,  23,  25, 

21,  29,   i3,  45*  ^2,  38,  66, 

10,  5i,  4<^>  62,  18,  35,     I, 

et  ceux  des  nombres  du  tableau  (2),  dont  les  rangs  sont 
marqués  par  des  nombres  premiers  à  70,  seront  les  racines 
primitives  de  71.  Les  24  racines  primitives  de  71,  dans 
l'ordre  où  elles  se  présentent  comme  restes  des  puissances 
de  69,  sont  ainsi  : 

69,  63,  56,  II,  44,  65,  47,  42, 
33,  61,  3i,  53,  67,  55,  7,  28, 
22,  68,  59,  21,  i3,  52,  62,  35; 

la  plus  petite  de  ces  racines  primitives  est  7. 

315.  Second  exemple.  —  On   demande  une  racine 
primitive  du  nombre  premier  73. 


(2) 
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On  formera,  comme  précédemment,  ia  période  du  nom- 
bre 2  5  on  trouve  ici  que  cette  période  n'a  que  9  termes  et 
qu'elle  se  compose  des  nombres 

2,  4>  8,   16,  32,  64>  55,  37,   i; 

le  nombre  2  appartient  donc  à  l'exposant  9,  relativement 
i  73.  Comme  3  ne  fait  pas  partie  de  la  suite  précédente, 
nous  formerons  de  même  la  période  de  3  ]  celle-ci  se  com- 
pose des  12  termes  suivants  : 

3,     9>  ^7>     8,  24,   72, 
70,  64,  46,  65,  49,     i;. 

en  sorte  que  3  appartient  à  l'exposant  12.  Le  plus  petit 
multiple  commun  des  nombres  9  et  12  étant  36,  la  mé- 
thode du  n**  307  fera  connaître  un  nombre  appartenant  à 
l'exposant  36.  Cet  exposant  36  est  le  produit  des  facteurs 
9  et  4  qui  sont  premiers  entre  eux  et  qui  divisent  respec- 
tivement 9  et  12;  les  quotients  de  ces  divisions  sont  i 
et  35  par  conséquent  le  nombre  2  X  3'  ou  54  appartient 
à  l'exposant  36.  Formons  la  période  de  54 ?  on  trouve  les 
36  termes  suivants  : 


54,   69, 

3,     16,     61, 

9> 

48, 

37?     27, 

71,    38, 

8,     67,    4i, 

24, 

55, 

5o,     72, 

i9>      4> 

70,     57,     12, 

64, 

25, 

36,    46, 

2,     35, 

65,      6,     32, 

49  > 

18, 

23,          I, 

qu'on  obtient  très-facilement  en  remarquant  qu'un  terme 
quelconque  se  forme  en  multipliant  par  3  celui  qui  le 
précède  de  3  rangs  et  en  prenant  le  résidu  du  produit 
obtenu,  relativement  à  ^3  5  ceci  résulte  de  ce  que  3  est  le 
cube  de  54  diminué  d'un  multiple  de  ^3.  Maintenant  le 
nombre  5  ne  fait  pas  partie  du  tableau  précédent,  mais 
son  carré  5*  ou  aS  s'y  trouve  et  il  y  occupe  un  rang  mar- 
qué par  le  nombre  25  qui  est  premier  à  72.  Il  résulte  de 
là  que  5*  appartient  à  l'exposant  36*,  l'exposant  auquel  5 
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appartient  est  donc  égal  à  36  X  2  ou  à  73;  en  d'autres 
ternies,  5  est  une  raciae  primitive  de  yi, 

316.  Nous  donnons  lui  une  table  dans  laquelle  on 
trouve  la  plus  petite  racine  primitive  pour  chacun  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  100. 


riombpes  pnimiofs 

3 

'7 

ly  '^3   ■.«. 

3i    3;    ,',1 

Racines  piImiliiCB. 

■ 

•h 

3 

,  .  ,  .j. 

« 

Rombrc:  promLcrB. 

,i3 

4=^« 

. 

07 

7'    73    7» 

. 

»^   97 

nacin<!>  immilivc-s. 

3 

^ 

'•■'^•hl' 

Et  à  cette  occasion  nous  présenterons  les  remarques 
suivantes  : 

i^Si  p  est  de  la  forme  4^  +  •  «l  que  a  soit  racine  pri- 
mitive, —  a  est  aussi  racine  primitive. 

2"  Si  p  est  de  la  forme  4A:  -H  3 ,  a  et  —  a  ne  peuvent 
être  en  même  temps  racines  primitives. 

En  effet  tout  nombre  qui  n'est  pas  racine  primitive,  par 
rapport  à  p,  satisfait  à  une  congruence  telle  que 


X     ^i      (mod./j}, 

B    étant    ua    diviseur    premier    de    p  —  1.     Lorsque 

p  =  4t-Hi,  ^-- — est  un  nombre  pair  et  les  racines  de 

la  précédente  congruence  sont,  deux  à  deux,  égales  et  de 
signes  contraires,  on  complémentaires  au  module.  En 
second  lieu,  lorsque  p  =  4^  +  3 ,  si  a  satisfait  à  la  con- 

—  ■  r  ■ 

gruence  o:  *  ^±1  (mod>p),   le  nombre —fl  satisfait 
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k  X  ^  =  zfzi  (mod.  p)  •,  donc  l'un  au  moins  des  nombres 
a  et  — a  n'est  pas  racine  primitive. 

Des  racines  primitives  dans  le  cas  où  le  module  est  égal 
à  une  puissance  d^un  nombre  premier  impair,  ou  égal 
au  double  d^une  telle  puissance. 

317.  Théorème  I.  —  Si  p  est  un  nombre  premier  im* 

pair,  et  que  g  soit  une  racine  primitis^e  pour  le  module  p^^ 
g  ou  son  résidu  minimum,  relatis^ement  à  p,  sera  égale^ 
ment  racine  primitive  pour  le  module  p. 

En   effet,  désignons  par  n  l'exposant  auquel  appar- 
tient g",  relativement  à  p,  on  aura 

g'«  =  i     (mod./?), 
ou 

^"=1  +  //?, 

h  étant  un  entier.  En  élevant  cette  égalité  à  la  puissance/;^ 
il  vient 

1  I  .2  '^ 

dans  le  second  membre  de  cette  formule,  tous  les  termes, 
à  l'exception  du  premier,  sont  divisibles  par/?'  5  on  a  donc 

hi  étant  un  nombre  entier.  On  trouvera  de  même,  par 
des  élévations  successives  à  la  puissance  /?, 


onp 


V— I 


b 


=^^K-y. 


Ar,, . . . ,  Ar^_,  étant  des  entiers.  La  dernière  de  ces-  éga- 
lités peut  être  mise  sous  la  forme 

gnp^^^i     (mod./,"), 


78  COURS  d'algèbre  supérieure. 

et  elle  montre  que  g  ne  peut  être  racîne  primitive,  pour 

le  module  p",  que  si  n=p  —  i ,  et  dans  ce  cas ,  g  est 
racine  primitive  de  p, 

318.  Théorème  II.  —  Une  racine  primitive  g  du  mo- 
dule premier  impair  p  est  racine  primitiv^e  pour  le  mo^ 

dule  p\  V  étant  ^  i ,  lorsque nest  pas  dii^isible 

par  p.  Au  contraire^  g  n'est  pas  racine  primitive  pour  le 

module  p^j  quand est  dii^isible  par  p. 

En  effet,  désignons  par  t  l'exposant  auquel  g  appar- 
tient relativement  au  module  p^i  on  aura 

g'  =  i     (mod. /?>'), 
et  par  conséquent 

Comme  g  est,  par  hypothèse,  racine  primitive  de  /?,  la 
congruence  précédente  exige  que  t  soit  un  multiple  de 
p  — 15  d'ailleurs  t  est  un  diviseur  de 

?(/'")=/"'(/'  — 0» 

donc  on  a 

1  étant  un  nombre  inférieur  ou  égal  à  v  —  i. 

Cela  posé,  désignons  par  i  l'exposant  de  la  plus  haute 
puissance  de  p  qui  divise  gP~^  —  i,  on  aura 

k  étant  un  entier  non  divisible  par  p;  on  a  «ensuite, 
comme  au  numéro  précédent,  par  des  élévations  succes- 
sives à  la  puissance  /?,  et  en  remarquant  que  i  ne  peut 
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être  nul, 

gp*(p-')  =  i^k:tpi+^, 

••• > 

ÂTi ,  A"» , . . . ,  kj^  étant  des  entiers  non  divisibles  par  p. 

On  voit,  par  ces  formules,  que  la  plus  petite  des  va- 
leurs de  1  telles,  que  Ton  ait 

gp^(p-^)^i     {mod.p'), 
est 

Donc  on  a 

)l  =  V  —  I 

si  i  =  I ,  et 

si  i  est  ^  I . 
Dans  le  premier  cas,  g  appartient  à  l'exposant  ç(p^), 

relativement  à  p^\  en  d'autres  termes,  g  est  une  racine 
primitive.  Dans  le  second  cas,  g  appartient  à  un  expo- 
sant inférieur  à  (f{p^)  et  il  n'est  pas  en  conséquence  racine 
primitive. 

319.  Théorème  III.  —  ui  chaque  racine  primitwe 
pour  le  nombre  premier  p,  correspondent  p^'^^{p  —  i) 
racines  primitives  pour  le  module  p*. 

Soit  a  une  racine  primitive  de  /;,  prise  entre  oet 
p  —  i^  l'expression  des  racines  primitives  congrues  à  a 

sera 

g  =  a-\'hp, 

k  étant  un  entier  quelconque  ;  on  tire  dé  là 

|^^  —  1  =  {aP-'  —  i)  +  ^-^  aP-^  kp  -*-  </^  "" '^^/^  "~"  ^)  ûP-s  ^î^î  ^.  ,,.^ 
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Supposons  d'abord  que  a^"*  —  i  ne  soit  pas  divi^ble 

parp*;  gf'"**  —  I  sera  divisible  ou  non  divisible  par  ;;*, 

suivant  que 

nP-'  —  l 

p  »*  / 

OU 

aP — a 


—  h 


sera  divisible  ou  non  divisible  par  p.  Si  donc  on  désigne 

par  a  le  résidu  raininium  de  par  rapport  à  p, 

et  que  Ton  fasse 

h  étant  un  nombre  non  divisible  par  p,  tous  les  nombres 
g  compris  dans  la  formule 

(i)  g:  =  /7 -h  (a +  //)/? 

seront,  d'après  le  théorème  II,  des  racines  primitives  pour 

le  module  p". 

Supposons  en  second  lieu  que  a''"*  —  i  soit  divisible 
par  p*5  dans  ce  cas  g^"^  —  i  ne  sera  divisible  par  /?'  que 
si  /c  est  divisible  par  p,  d'où  il  résulte  que  la  formule 

(2)  gzz^a-^hp, 

où  h  désigne  un  nombre  non  divisible  par  /?,  ne  donnera 

que  des  racines  primitives  de  /?". 

Si  Ton  ne  veut  avoir  que  les  valeurs  de  g  distinctes  sui- 
vant le  module  p**,  on  ne  devra  donner  à  h  dans  les  for- 
mules (1)  et  (2)  que  cp(p''""')  =  p^'^^[p  —  1)  valeurs  dif- 
férentes, et  il  en  résultera  un  pareil  nombre  de  racines 

primitives  pour  le  module  p\ 

Remarque.  —  Comme  a  est  racine  primitive  de  p,  le 

nombre   «'*"*  —  i  =  (^"^ —  i )  \  «"^4-  i /   ne   peut  être 
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diyistble  par  p*  que  si  Ton  a 

«2    -hi^o     (mod. /?^). 

CoROLLAïuE.  —  Z^  nombre  des  racines  primitives,  pour 
le  module p^^  est  égala  cj>  [p**""'  (/?  —  i)J  oa  à  y  ç  (Z^^)* 

En  effet,  d'après  le  théorème  I,  chaque  racine  primi- 
tive de  p*  est  racine  primitive  de  p  \  d'ailleurs,  d'après 
le  précédent  théorème,  chacune  des   ç  (p  —  i)  racines 

primitives  Aep  donne  ylp^""')  racines  primitives  de  p^. 
Le  nombre  total  de  ces  dernières  est  donc 

320.  Théorème.  IV.  —  Le  nombre  premier  p  étant 
impair,  toute  racine  pnmitive  impaire  de  p"  est  en  même 
temps  racine  primitii^e  pour  le  module  ap^  ;  et  récipro- 
quement, toute  racine  primiliv^e  de  2p^  est  racine  pri- 
mitive  pour  le  module  p^. 

Soit  g  un  nombre  impair  non  divisible  par  p,  et  dé- 
signons par  n,  n'  les  exposants  auxquels  g  appartient 

relativement  aux  modules  respectifs  p",  ip^\  on  aura 

(i)         g^^i     (mod.p"),  g^'^i     (mod.  2p^). 

La  seconde  de  ces  congruences  donne 

(2)  r'=i     (mod.  p"), 

et,  par  conséquent,  n'  est  un  multiple  de  n.  En  outre, 
g  étant  impair,  on  a  g"^  i  (mod.  2)  ;  par  conséquent  la 
première  des  congruences  (i)  donne  aussi 

g'"^  I     (mod.  2/?"), 

d'où  il  suit  que  n  est  un  multiple  de  n'.  On  a  donc  n  =  n\ 

n.  6 
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et  le  nombre  g  appartient  au  même  exposant  suivant  les 

modules  p",  np^. 
Enfin,  comme  on  a 

si  le  nombre  g  est  racine  primitive  pour  l'un  des  mo- 
dules, il  Test  aussi  pour  Tautre. 

Corollaire.  —  H  y  ^  autant  de  racines  primitives 
pour  le  module  ip^  que  pour  le  module  p^,. 

En  effet,  si  l'on  prend  les  racines  primitives  impaires 
de  p^  et  qu'on  leur  adjoigne  les  racines  primitives  paires 
augmentées  chacune  de  p^^  on  obtiendra  cpcj>(p^)  racines 
primitives  de  ^p^. 

321.  Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  p=iy.  Les 
racines  primitives  de  7  sont  3  et  5  ;  on  a 

3' =  27,         5' =  125^  27     (mod.  49); 

donc  3  et  5  sont  racines  primitives  pour  les  modules  y^ 

et  2  X  7^,  quel  que  soit  l'exposant  v. 

Supposons  V  =  2,  et  considérons  d'abord  le  cas  du 
module  49*  Comme  on  a 

37 3  57 5 

=:3i2^4>      =  11160^2     (mod.  7), 

7  7 

le  nombre  désigné  par  a  au  n°  319  a  respectivement  les 
valeurs  4  et  2.  Les  racines  primitives  de  49  seront  donc 
données  par  les  formules 

où  h  est  premier  avec  75  en  donnant  à  celte  indéter- 
minée les  valeurs 

—  4?  —3,   —2.   —I,   -4-1,   -4-2 


\ 
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dans  la  première  formule,  et  les  valeurs 

—  2,  — I,  -f- 1 ,  -f-2,  -+-3,   -4-4 

dans  la  seconde,  on  obtient  les  deux  séries  suivantes,  com- 
posées chacune  de  six  racines, 

3,     10,   17,  24,  38,  45, 
5,     12,  26',  33,  4o>  47  > 

ou 

3  ms        Q15        tl37         tll9         ^31 

3  M         ^11         ^17         ^1         ^3        '^S 

Quant  au  module  2  X  49  ou  98,  ses  douze  racines  pri- 
ndÛTes  seront 

3,   17,  45,  59,  73,  87 
5,  33,  47,  61,  75,  89. 

De  la  congruence  x* —  1^0  (mod.  M),  dans  le  cas 
ou  M  est  égal  à  une  puissance  d^un  nombre  premier 
impair  ou  égal  au  double  d^une  telle  puissance, 

322.  Le  nombre  p  étant  premier  et  impair,  soit  a  une 
racine  de  la  congruence 

(i)  x^ — 1^0     (mod./?"  ou  2/?"), 

on  aura,  à  la  fois, 

a'si,     aP'^'^P-'^  —  i      (mod.  z?''  on  2/1"). 

Si  donc  0  désigne  l'exposant  auquel  appartient  a,  relati- 
vement au  module  M  =  p"  ou  =  2/7'',  le  nombre  6  sera 
tin  diviseur  comnyin  des  nombres 


h  p'-'ip-i), 


[     par  suite  il  divisera  le  plus  grand  commun  diviseur  n  de 

Ices  mêmes  nombres.  D'après  cela,  comme  on  a 
a^^i     (mod./?"  ou  2/?''), 

6. 
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on  aura  aussi 

«"^i     (mod./>^  ou.  2/?**), 

ce  qui  montre  que  toutes  les  racines  de  la  congruence 
proposée  appartiennent  aussi  à  la  suivante  : 

(2)  X» — 1^0     (mod. />''  ou  2/?"), 

dont  le  degré  n  est  un  diviseur  de  /?"""'  (p  —  i). 

Lorsque  n  est  égal  à  ;?''"'  [p —  i),  la  congruence  (2) 
'devient 

(3)  ar^^-'C^-O  —  1  =  0     (mod./?"  ou  2/?*'), 

et  nous  savons  qu'elle  a  pour  racines  les  p"""'  (p  —  i) 
nombres  premiers  au  module  et  non  supérieurs  à  ce  mo- 
dule*, en  outre,  parmi  ces  racines,  il  y  en  a  cp  [p""'  [p — 1)] 
de  primitives,  et  nous  avons  fait  connaître  un  procédé 
pour  les  obtenir.  Si  a  désigne  une  de  ces  racines  primi- 
tives, les  résidus  minima  des  puissances 


(4)  I,  «,  «%  «S.--»     aP'^^P-') 

seront  précisément  les  racines  de  la  congruence  (3). 
Supposons  que   n    soit  un   diviseur  quelconque  de 

;7^""'  [p  —  i)  ;  posons 

y  (/,-!)  =  7,9, 

et  considérons  un  terme  quelconque  a"*  de  la  suite  (4)* 
Pour  que  Ton  ait 

(rt*")»^  I  ou  rt"*"^!     (mod. /?'•'  ou  s/?"), 

il  faut  et  il  suffit  que  mn  soit  divisible  par  nOy  c^est-à- 
dire  que  m  soit  un  multiple  de  d.  Donc,  la  congruence  (2) 
a  précisément  n  racines  qui  sont  les  résidus  .des  puis- 
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sauces 

suiyant  le  module  p^  ou  up^*  On  a  ainsi  ce  théorème  : 

THÉORàHE  I.  —  La  congruence  a:*-T-i  ^o  (mod.  p* 
ou  ap^)  a  autant  de  racines  quUil  y  a  d* unités  dans  le 
pluf  grand  commun  dii^iseur  des  nombres  t  et  p*"^  (p — i) . 

Ejisiiite  soit  a'^  un  quelconque  des  termes  de  la  suite  (5). 
Pour  que  l'on  ait 

(«'^)*=i  ou  a^'^^i     {mod.p'  ou  a/?-'), 

il  faut  et  il  suffit  que  kiO  sôit  divisible  par  nd,  ou  ki  par  n. 
Si  I  est  premier  à  n,  cette  condition  équivaut  à  celle  de  la 

divisibilité  de  k  par  n\  dans  ce  cas,  a'^  appartient  évi- 
demment à  l'exposant  n.  Mais  si  i  et  n  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  d  supérieur  à  i ,  on  aura 

{a'^)'^=  [a'^J     =1     {mod.p'  ou  2/?''), 

et  a  appartiendra  à  l'exposant  -•  On  conclut  de  là  cette 
autre  proposition. 

Tbéoeeme  II.  —  La  congruence  oc^^i  (mod.  p^  ou 

a^"),  dont  le  degré  n  est  un  diviseur  do  p"""'  (p — i), 
a  autant  de  racines  primitives,  c^est^à-dire  de  racines 
qui  appartiennent  à  V exposant  n,  quïl y  a  d* unités 
dans  le  nombre  (f(n)  des  nombres  premiers  et  non  supé-- 
rieurs  à  n. 

Du  module  n^. 

323.  On  a  vu,  au  n^  305,  que  si  v  est  ^  a,  la  puis- 
sance de  degré  2^""*  d'un  nombre  impair  quelconque  est 
congrue  à  l'unité,  ^suivant  le  module  2^.  Le  seul  cas  de 
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V  =  2  fait  exception  ;  il  y  a  effectivement,  pour  le  mo* 
dule  4)  une  racine  primitive  égale  à  3,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  dit. 

Supposons  donc  v  ^  2  ;  alors  l'exposant  auquel  appar- 
tient, relativement  au  module  2^,  un  nombre  impair 
quelconque,  est  une  puissance  de  2  dont  le  degré  est  égal 
ou  inférieur  à  v  —  2. 

Le  nombre  i  est  le  seul  qui  appartienne  à  l'exposant  i  ; 
occupons-nous  des  nombres  impairs  supérieurs  à  i.  Cha- 
cun d'eux  peut  être  représenté  par  la  formule 

(i)  a  =  2'+»it±i, 

OÙ  k  désigne  un  nombre  impair  et  i  un  exposant  qui  peut 
être  nul.  Par  des  élévations  successives  au  carré,  on  dé- 
duit de  cette  formule 


N 


9 


,J 


û»**   =  2'+»+^  k.-hly 


X:i,  /fs, . . . ,  A:^  étant  des  nombres  impairs. 

Supposons  que  2    soit  l'exposant  auquel  appartient  le 
nombre  a  *,  on  aura 

/-l-2-f-^=  ou  >v; 

l'inégalité  ne  peut  avoir  lieu  si  cî  est  ^  i ,  car  autrement 

a*      —  I  serait  divisible  par  2'',  d'après  les  formules  (2), 

et  l'exposant  auquel  a  appartient  serait  inférieur  à  2^.  On 
a  donc 

et  la  formule  (i)  devient 

(3)  az=7,^-^^A±i. 
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On  peut  donner  à  h  les  a*^""'  valeurs 

et,  à  cause  du  signe  ambigu  ±,  il  en  résultera,  pour  a, 

deux  séries  composées  chacune  de  2*^""'  valeurs;  on  con- 
clut de  là  cette  proposition  : 

♦  Théorème.  —  Si  S  désigne  Vun  des  nombres  2,  3, 
4^. . . ,  (v  —  2),  il y^  a  2  nombres  qui  appartiennent  à 
Vexposant  2    suivant  le  module  2^. 

Si  le  nombre  a  déjà  considéré  appartient  à  Texposant  2, 
la  première  des  formules  (2)  nous  donne 

i-f-3=  ou  >v,     /-4-2=:  ou  >v  —  i; 

mais,  si  l'on  prend  if  +  2  =  v ,  comme  a  est  supposé 

moindre  que  le  module  2^,  il  faut  faire  A:  =1  dans  la  for- 
mule (i)  et  remplacer  le  signe  ambigu  ±  par  —  ;  il  y  a 
donc  trois  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  2, 
savoir  : 

(4)  2''-'—  I,       2''-'+!,       2''—  I. 

Les  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  v  —  2,  le 
plus  élevé  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  s^ obtiennent  en 
faisant  (?=  v-^2  dans  la  formule  (3),  et  si  Ton  rem- 
place, en  même  temps,  k  par  2Â:  +  i,  on  obtient  les  deux 

formules 

«  =  8iî^-f-3,     /i  =  8A-f-5, 

qui  donnent  tous  les  nombres  appartenant  à  l'expo- 
sant 2"""^.  Cela  suppose  cependant  que  v  soit  supérieur 
à  3,  car  dans  le  cas  de  v  =  3,  les  nombres  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  2  sont,  d'après  les  formules  (4), 

3,  5,  7. 
Laissant  ce  cas  de  côté  et  supposant  v  ^  3,  désignons 
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par  b  un  nombre  quelconque  de  la  forme  8  X:  +  3  et  par  c 
un  nombre  quelconque  de  la  forme  8/c  +  5.  Chacune  des 
deux  suites 

b,   b^ y . , ,  j   b*     f 


2  l"""' 

Cm        C    j   9   •   9   m       C  j 


donnera  a**  ^  résidus  distincts,  puisque  ft  et  c  appar- 
tiennent à  l'exposant  a**"^;  en  outre,  les  puissances 
impaires  de  £  et  de  c  sont  respectivement  des  formes 
8X:  +  3,  8Âr  +  5,  tandis  que  les  puissances  paires  de  Tun 
et  de  l'autre  nombre  sont  de  la  forme  8  A:  H- 15  il  y  a 

d'ailleurs  a"""    nombres  de  chacune  des  formes 
8^4-1,  8^  +  3,  8AM-5,  8X-f-7 

entre  les  limites  i  et  a^  —  i.  Donc  la  série  des  puissances 
de  b  donnera  tous  les  nombres  8  A:  +  3  avec  les  nombres 
Sk-i-i^  pareillement,  on  retrouvera  les  nombres  8A-f-i 
dans.la  série  des  puissances  de  c,  avec  les  nombres  Sk-h5. 
Maintenant  si  l'on  change  les  signes  des  nombres 
8k +  1  et  8/c  +  5  ou  qu'on  prenne  leurs  compléments  au 

module  a^,  il  est  évident  qu'on  obtiendra  tous  les  nombres 
8/cH-7  et8/c-f-35  on  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  Von  choisit  un  nombre  quelconque 
de  la  forme  8/c-f-3oM8Â:-i-5,  quon  prenne  les  résidus 

de  ses  a''"'^  premières  puissances  par  rapport  au  mo" 

dule  a'',  et  qu'on  joigne  à  ces  résidus  leurs  compléments 
au  module,  on  obtiendra  la  suite  de  tous  les  nombres 
impairs  inférieurs  au  module. 

De  la  congruence  x^  — 1^0  (mod.  a**), 

324.  Considérons  la  congruence 
(i)  X* — 1^0     (mod,  a"), 


SEGTIO»    ni.   CHAPITRE   II.  89 

V  étant  ^  2.  Chacune  de  ses  racines  a  est  telle  que  l'on  a 

^  /i'=i,     fl»""'^!     (mod.  2**), 

l'exposant  auquel  a  appartient  divise  donc  les  nombres  t 

et  a**""^,  ainsi  que  leur  plus  grand  commun  diviseur;' 

nous  désignerons  par  2  ce  plus  grand  commun  diviseur, 
et  alors  a  sera  racine  de  la  congruence 

(2)  •  x^   — 1^0     (mod.  2*^); 

réciproquement  la  proposée  admettra  toutes  les  racines  de 
la  congruence  (2).  Il  est  évident  que  celles-ci  ne  sont 
autre  cliose  que  les  nombres  qui  appartiennent  à  Tun  des 
exposants 

1«     ^9  9***9  * 

Si  t  est  un  nombre  impair,  on  a  d  =  o  et  les  con- 
gruences  (i)  et  (2)  n'admettent  pas  d'autre  racine  que  i. 
Supposons  5  ^  o  -,  nous  avons  vu  que  si  fx  est  >  i ,  il  y 

a  2^*  nombres  qui  appartiennent  à  Texposant  2^*,  et  qu'il 
y  a  3  nombres  appartenant  à  l'exposant  2  ;  le  nombre  des 
racines  de  la  congruence  (2)  est  donc 

l  -f-  3  -f-  2^  -h  2»  -f-  .  .  .  -f-  2*^, 

ou  2  '^'.  On  a  ainsi  cette  proposition: 

Théorème.  —  Si  t  est  un  nombre  pair,  le  nombre  des 

racines  de  la  congruence  x^  —  1^0  (mod.  2**)  est  égal 
au  double  du  plus  grand  commun  dii^iseur  des  nombres  t 

et  2"-^. 

Ces  racines  formeront  deux  périodes;  car  désignons 
par  c  un  nombre  appartenant  à  l'exposant  2*'~'^,  et  posons 

a^c^^*^  (mod.  2'''), 

il  est  évident,  d'après  les  développements  qui  précèdent, 
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que  les  racines  des  congruences  (i)  et  (2)  pourront  être 
représentées  par 

—  a,  —  û%  —  û», . . . ,  —  û^  . 

De  la  congruence  x'^iy  dans  le  cas  d*un  module 

quelconque. 

325.  La  congruence 

(i)  jc^ — 1^0     (mod.  M), 

dans  le  cas  d'un  module  composé  quelconque,  se  ramène 
facilement  aux  cas  que  nous  venons  de  considérer. 

Soit,  en  effet, 

p,  q^  r, . .  •  étant  des  nombres  premiers  inégaux.  Il  est 
évident  que  toute  racine  de  la  congruence  proposée  doit 
satisfaire  à  la  même  congruence^ 

(2)  a?'—  1^0, 

suivant  chacun  des  modules  p^,  q^^  r^, ....  Réciproque- 
ment, si  a^b^c^,..  désignent  des  racines  de  la  précédente 

congruence  suivant  les  modules  respectifs  p",  ^'*,  r  ,..., 

el  que  Ton  détermine  le  nombre  x  de  manière   que 

Ton  ait 

x^a     (mod. /?'•'), 

x^  b     (mod.  qf*')y 

x^  c     (mod.  r^), 

ce  nombre  x  satisfera  à  la  congruence  (2)  suivant  chacun 
des  modules  p",  ç'*,  r^, . . . ,  et,  par  conséquent,  il  satis- 
fera aussi  à  la  même  congruence  prise  suivant  le  mo- 
dule M. 
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D'après  cela,  la  recherche  des  racines  de  la  congruence 
proposée  est  ramenée  à  la  résolution  de  congruence^  dont 
ie  module  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  et  au 
problème  dont  nous  avons  donné  la  solution  au  n^  290. 

Des  indices. 

326.  L'existence  des  racines  primitives,  pour  un  mo- 
dule M  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair 
ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance,  entraine  des 
conséquences  très-importantes  que  nous  devons  présen- 
ter ici. 

Soit  a  l'une  quelconque  des  racines  primitives;  les 
puissances  de  a  donneront  tous  les  nombres  premiers  au 
module.  Si  donc  N  désigne  l'un  quelconque  de  ces  nom- 
bres, on  aura,  pour  certaines  valeurs  de  n^ 

ûf^^N     (mod.  M). 

Chacun  des  nombres  n  ainsi  déterminés  prend  le  nom 
àUndice  du  nombre  N,  et  la  racine  primitive  a  est  dite 
la  base  des  indices. 

Un  nombre  a  une  infinité  d'indices,  mais  tous  ces  in- 
dices sont  congrus  suivant  le  module  cf  (M)  ;  on  peut  donc 
se  borner  à  considérer  Y  indice  minimum  qui  est  l'un  des 
nombres 

O,    I,    2,.  .  .,    ç(M)  —  I. 

Il  est  évident  que  l'indice  minimum  de  l'unité  est  zéro. 

Si  Ton  a  calculé  les  indices  des  nombres  N  premiers 
à  M,  au  moyen  de  la  base  a,  et  que  l'on  veuille  prendre 
pour  base  une  autre  racine  primitive  a\  on  pourra 
obtenir  facilement  les  indices  qui  se  rapportent  à  cette 
base.  Car  soit  e  l'indice  de  la  nouvelle  base  a'^  dans  le 
I»*emier  système;  on  aura 

a'^a*    (mod.  M), 
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et  si  n  et  n'  sont  les  indices  d'un  même  nombre  relatifs 
aux  bases  respectives  a  et  a',  on  aura 

a^nf^^a^     (mod.  M), 
ou 

«"'•  ^  «»     (  mod.  M  )  ; 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

n 
n'c^n     ou     n'^—     [mod.  <p(M)], 

c 

puisque  e  est  premier  avec  ^(M). 

Par  conséquent,  les  nouveaux  indices  s'obtiendront  en 
divisant  les  anciens  par  Findice  de  la  nouvelle  base  relatif 
au  premier  système. 

327.  Les  propriétés  des  indices  sont  analogues  à  celles 
des  logarithmes;  elles  découlent  toutes  de  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  —  L*  indice  d^un  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs, pris  suivant  le  module  M,  est  congru,  suii^ant  le 
module  cj»  (M),  à  /a  somme  des  indices  des  facteurs. 

En  effet,  soient  a,  6,  y, ...  les  indices  des  nombres  A, 
B,  G, . . . ,  dans  le  système  dont  la  base  est  a.  On  aura 

û«  =  A,     û^  =  B,     û''  =  C,...     (mod.  M), 

et,  en  multipliant  toutes  ces  congruences,  il  vient 

/j«-*-^-^y-^-  =  ABC...     (mod  M), 

ce  qui  montre  que  l'indice  minimum  du  produit  ABC... 
est  le  résidu  de  a  H-  6  H-  y  -f- . . .  relativement  à  (Sj  (M). 
On  a  donc 

iDd.(ABC. .  .)^ind.A-hind.B-f-ind.C-f-...   [mod.  <p(Mj]. 

Corollaire  I.  —  L^ indice  d^une  puissance  d^un  nom- 
bre, suii^ant  le  module  M,  est  congru,  suii^ant  le  module 
<]p(M),  au  produit  du  nombre  par  V exposant  de  la 
puissance. 
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Corollaire  H.  —  V indice  du  quotient  de  deux  nom^ 
bres,  suiifant  le  module  M,  est  congru,  "suivant  le  mo-' 
dule  (f  (M),  à  l'excès  de  V  indice  du  premier  nombre  sur 
tindice  du  second  • 


En  effet,  Fégalitë 


entraîne 


înd.  - -f- ind.  B  ^  ind.  A     [mod.^(M)], 
B 

OU 

ind. -^ind.  A  —  ind.  B     [mod.<p(M)]. 
B 

On  voit,  d'après  cela,  que  si  l'on  a  deux  tables  dont 
l'une  donne  les  indices  des  nombres  pour  chaque  module, 
et  dont  l'autre  fasse  connaître  les  nombres  qui  répondent 
à  des  indices  donnés,  on  pourra  résoudre  facilement  les 
congruences  du  premier  degré,  puisqu'on  peut  les  ramener 
à  d'auti^es  dont  les  modules  soient  des  nombres  premiers 
ou  des  ipuissances  de  nombres  premiers. 

Usage  des  indices  dans  la  résolution  des  congruences 

binômes. 

328.  Les  racines  de  la  congruence  binôme 
(i)  x'  =  A    (mod.M). 

peuvent,  si  l'on  veut,  être  représentées  par  la  formule 
(2)  x^^A.    (mod.M); 

le  module  M  est,  comme  précédemment,  une  puissance 
d'un  nombre  premier  impair  ou  le  double  d'une  telle 
puissance.  Il  s'agit  de  déterminer  les  nombres  compris 

ainsi  dans  le  symbole  yÂ  (mod.  M). 
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La  congruence  (i)  équivaut,  d'après  ce  qui  précède,  à 
la  suivante 

(3)  /.  înd.\r  =  înd.  A     [mod.  ç(M)]; 

on  est  donc  ramené,  si  Ton  possède  une  table  des  indices, 
à  la  résolution  d'une  congruence  du  premier  degré. 

Lorsque  t  est  premier  avec  ç(M),  la  congruence  (3) 
donne  pour  ind.  x  une  valeur  unique,  et  par  suite  la 
proposée  (i)'  n'a  qu'une  seule  racine.  Mais  lorsque  t  et 
f  (M)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  $  supérieur 
à  I,  la  congruence  (3)  n'est  possible  que  si  ind.  A  est 
divisible  par  d,  et,  dans  ce  cas,  la  congruence  (i)  a  déra- 
cines. 

Supposons  par  exemple  A  =  i,  la  proposée  devient 

a:'^i     (mod./?*'  on  2/?"), 
et  l'on  en  tire 

/.  ind.x^o     {moà.p^~'^(p  —  r)]. 

Si  donc  5  est  le  plus  ^rand  conynun  diviseur  des 
nombres  t  et  p^'~^  (p  —  i),  on  aura  ces  valeurs  de  ind.  x  : 

ma .  X  =■ 5    2 9  •  •  •  >    0 > 

desquelles  on  conclura  ensuite  les  d  valeurs  de  x. 

Démonstration  d'un  théorème  de  Lagrangc » 

329.  Nous  ne  pourrions,  sans  sortir  des  limites  que 
nous  nous  sommes  fixées,  développer  ici  toutes  les  con- 
séquences de  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée.  Mais 
nous  en  ferons  cependant  deux  applications  dont  la  pre- 
mière a  pour  objet  la  démonstration  d'un  théorème  im- 
portant de  Lagrange.  Cette  démonstration  est  fondée  sur 
le  lemme  suivant  : 
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Lemme.  —  Si  le  nombre  premier  p  est  supérieur  i  5, 
on  trouve  dans  la  suite 

I,  2,  3,-..,  (/?  — i)  : 

i^  un  résidu  quadratique  suivi  d*un  non-résidu^  nP  un 
non-résidu  suivi  d^un  résidu^  y  deux  résidus  consécutifs ^ 
4^  deux  non-résidus  consécutifs. 

I®  Le  premier  terme  i  étant  résidu  et  le  nombre  des 
non-résidus  étant  égal  à  celui  des  résidus^  îl  y  ^  néces- 
sairement un  résidu  suivi  d'un  non-résidu. 

7?  S'il  n'existait  aucun  non-résidu  suivi  d'un  résidu, 

les premiers  termes  seraient  résidus  et  les  ^ 

derniers  non-résidus:  mais  2  et^^ étant  ainsi  résidus, 

'  2 

leur  produit  p  —  i  serait  aussi  résidu,  ce  qui  implique 
contradiction  lorsque  p  est  ]>  5. 

3°  Il  y  a  deux  résidus  successifs.  On  constate  immé- 
diatement ce  fait,  dans  le  cas  de  ^  =  7  ^  car,  i  et  2  sont 
alors  l'un  et  l'autre  résidus;  nous  pouvons  donc  supposer 
p==ou^ii.  Comme  i  et  4  sont  résidus,  si  F  un  des 
nombres  2,  3,  5  est  lui-même  résidu,  la  proposition  est 
démontrée  ;  mais  si  ces  trois  nombres  sont  non-résidus, 
le  produit  2X5  ou  10  sera  résidu  ainsi  que  9,  qui  est 
un  carré. 

4**  Il  y  a  deux  non-résidus  successifs.  En  effet,  nous  ve- 
nons de  voir  qu'il  y  a  deux  résidus  successifs  \  soit  a  le  plus 
petit  des  résidus  qui  soit  suivi  d'un  résidu  a  -|-  i .  S'il  n'y 
a  pas  deux  non-résidus  successifs  de  i  à  a,  les  termes  de 
la  suite  considérée  seront  alternativement  résidus  et  non- 
résidus  jusqu'à  celui  qui  précède  a.  En  outre,  a  et  a  -|- 1 
étant  tous  deux  résidus,  il  faut  qu'à  partir  de  a  -f- 1  il  y 
ait  deux  non-résidus  de  plus  que  de  résidus,  ce  qui  exige 
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nécessairement  que  deux  termes  consécutifs  au  moins 
soient  non-résidus. 

Remarque.  —  La  proposition  ne  peut  pas  subsister 
dans  le  cas  de  /?  =  5  ;  dans  la  suite  i,  2,  3,  4»  ^^^  résidus 
sont  I  et  4)  les  non-résidus  2  et  3. 

Corollaire.  —  Si  C  désigne  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  pj  la  proposition  précédente  subsiste 
quand,  à  la  suite 

(i)  I,  2,  3,...,   (p  —  i)y 

on  substitue  la  suivante ^ 

(2)  C,  2C,  3C,...  (/?  — i)C. 

En  effet,  si  C  est  résidu,  deux  termes  correspondants 
des  suites  (i)  et  (2)  sont  à  la  fois  résidus  ou  non-rési- 
dus. Au  contraire,  si  C  est  non-résidu,  les  résidus  de  la 
suite  (2)  correspondent  aux  non-résidus  de  la  suite  (i), 
et  inversement. 

330.  Théorème.  — Sip  est  un  nombre  premier  supé- 
rieur à  5,  A,  B,  C  trois  entiers  positifs  ou  négatifs  non 
dii^isibles  par  p,  on  peut  toujours  troui^er  deux  entiers  t 

et  u  inférieurs  à  —  >  tels  que 

soit  dii^isible  par  p. 

1^  Si  B  et  — C  sont  tous  deux  résidus,  ou  tous  deux 
non- résidus  quadratiques  par  rapport  à  p^  on  peut 
prendre  f  =  o  5  en  effet,  il  ne  restera  plus  alors  qu'à  satis- 
faire à  la  congruence 

Bw^-f-C^o     (mod./E?),  ou  Ba^ -f- (C -f->/?)^o     (mod./?), 
X  étant  un  entier  quelconque.  Si  l'on  détermine  cet  entier 
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de  cdanière  qne  Ton  ait 

C-h\p 

jx  étant  un  entier,  notre  congruence  deviendra 

u^^H    {mod.p)j 

et  il  sera  possible  d'y  satisfaire,  car  B  et  — C  étant  Tun 
et  Tautre  résidus  ou  non-résidas,  [i  est  nécessairement 
résidu. 

Pareillement,  si  A  et  —  G  sont  tous  deux  résidus  ou 
tous  deux  non-résidus,  ou  pourra  satisfaire  à  la  condition 
énoncée,  en  prenant  u  =  o,  quel  que  soit  le  nombre 
premier  p. 

2°  Si  p  est  ^5,  on  peut  toujours  satisfaire  à  la  con- 
gruence 

A^'H-Bu^  -f-C^o     (mod./?), 

en  prenant  pour  f  et  u  des  valeurs  positives  inférieures  à 
-•  En  effet,  soient  a  et  6  deux  nombres  qui  soient  respec- 
tivement de  même  espèce  que -f- A  et  —  B5  je  disque 
deux  nombres  sont  de  même  espèce  quand  ils  sont  Tun  et 
Tautre  résidus  ou  non-résidus.  Diaprés  le  lemme  qui 
précède,  je  puis  choisir  les  nombres  a  et  S  de  manière 

que  Ton  ait 

6  —  a^C     (mod./?), 

et  si  Ton  désigne  par  1  et  [jl  des  nombres  entiers  tels  que 

soient  des  entiers ,  ces  entiers  seront  nécessairement  ré- 
sidus ;  on  aura  donc 


— A^'     "TZb—        (mod./i), 


IL 
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ou 

et  comme  8  —  «x  ^  C,  on  aura  aussi 

A^^  H-  B  tt»  -h  C  ^  o     (mod*  />  ), 

ce  qu'il  fallait  démonti*er. 

Remarque.  —  D'après  ce  théorème,  la  formule 
î*  +  u*  4*  î  comprend  des  nombres  divisibles  par  p^ 
quand  ^  est  ^5.  Mais  la  même  chose  a  lieu  encore  dans 
le  cas  de/7  :i=  5,  poui*  ^  =i:  o,  m  =  !Jt  -,  dans  le  cas  de  p  ^^  3, 
pour  f  ttr  tt  =  I ,  et  dans  le  cas  de  p  =  2,  pour  t  t^rt^, 
u:=it.  D'ailleurs  la  formule  ^^H-u*-!-  i  est  comprise 
dans  celte  autre  plus  générale,  P*+  Q*  +  R*-f-  S*,  d'où 
il  résulte  qu^  tout  nombre  premier  dt\>ise  une  somme 
de  quatre  carrés  premiers  entre  eux, 

331.  Cette  conclusion  va  nous  conduire  à  une  consé- 
quence importante  qui  se  présentera  comme  corollaire  de 
la  proposition  suivante  t 

TnioRèiffB.  —  Tout  nombre  qui  divise  ta  somme  de 
quatre  cartes  premiers  entre  euùc  est  lui-^méhie  la  somme 
de  quatre  carrés. 

Supposons  que  p  divise 

A*-hB*-f-C-hDS 

et  désignons  par  dz  a,  dz  J,  dz  c,  rt  ^  les  résiâus  minima 
des  nombres  A,  6,  C^  D,  de  manière  que  a,  b,  c,  d  soient 

compris  entre  o  et -•,  alors  p  divisera 

Posons 

(i)  a^'hb'-hé»'h(l'=pp; 
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a,  S,  c,  d  ëttot  moindi^es  que  -*  on  aura  pp'  <C  4  (  -  )  ?  ou 

P'<P' 

Si  Ton  avait  p^  =  i^  p  serait  la  somme  de  quatre  carrés, 
et  le  théorème  serait  démontré;  supposons  donc  p'^i. 
Comme  p'  divise  a*  -H  6*  -h  c*  -h  rf*,  il  divisera  aussi  la 
somme  des  quatre  carrés 

{a  —  dp'Y  -h  (  *  —  6p')^  +  (P  —  7P')'  +  (rf  —  V)S 

et  si  l'on  détermine  a,  6,  y,  5  de  manière  que  chacun 

de  ces  carrés. soit  moindre  quc^-?  on  pourra  écrire 

(2)  [a  —  a.p^Y+[b  —  ^p'y-h  (c  —  7p7  4-  (t/—  Sp'y^p'p'^ 
avec 

Multipliant  ensemble  les  équations  (i)  et  (2),  et  faisant 
usage  de  la  formule  établie  an  n^  S45,  il  vient 

{a$—  by  -h  c^  —  day p'^  -h  {ay  -^  bS  —  Col  — d^y p'^ 
+  {0^—  boL  —  cS-hdyyp^^ 
4-  [û»  -*-  A'  -*-  c*  -4-  c?»  —  (tf  a  H-  ^6  -h  ry  -h  d$)p']'=zpp^^p''; 

divisant  par  p'*,  et  ayant  égard  à  Téquation  (i),  on  a 

(aS—by  H-  ^6  —  «?«)'  4-  {ay  -hb$  —  C9L  —  d^y 

4-  (ne  —  ^a  •—  c^4-  £/7)»4-  (p  —  <ia  —  ^6  —  cy  —  dSy=pp'\ 

* 

OU,  pour  abféger, 

(3)  fl'^  4-  ^'^  4-  c'*  4-  d'^=:pp". 

Cette  équation  (3  )  a  la  même  forme  que  (i},  seulement 
p'^est  <^p'.  Si  l'on  a  p''==i,  l'équation  (3)  montre  quep 
est  la  somme  de  quatre  carrés,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. Sinon,  en  opérant  sur  l'équation  (3)  comme 

7- 
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nous  avons  fait  sur  Téquation  (i},  on  obtiendra  une  nou- 
velle équation  de  la  forme 

où  Ton  aura 

p'K/'"; 

et  Ton  peut  continuer  de  cette  manière  jusqu^à  ce  qu^on 
obtienne  une  équation  de  la  forme 

ce  qui  arrivera  nécessairement,  puisque  les  nombres 


»'     o"     n'" 


sont  des  entiers  qui  vont  en  décroissant  ;  d'où  il  suit  enfin 
que  le  nombre  p  est  la  somme  de  quatre  carrés. 

Corollaire.  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de 
quatre  ou  cf'un  moindre  nombre  de  carrés. 

En  effet,  tout  nombre  premier  (n?  330)  divise  la  somme 
de  quatre  carrés  premiers  entre  eux  ;  il  est  donc  lui-même 
la  somme  de  quatre  ou  d*un  moindre  nombre  de  carrés. 

En  second- lieu,  un  nombre  entier  quelconque  est  le 
produit  de  plusieurs  facteurs  premiers  ;  chacun  de  ces 
facteurs  est  la  somme  de  quatre  carrés,  donc  leur  produit 
(n^  245)  est  lui-même  la  somme  de  quatre  carrés. 

Tliéorème  de  Legendre  sur  la  loi  de  réciprocité  qui 
existe  entre  deux  nombres  premiers. 

332.  La  loi  de  réciprocité  découverte  par  Legendre 
consiste  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  5/  p  et  q  sont  deux  nombres  premiers 
impairs  quelconques,  on  a 
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en  sorte  que 


?) = ( 


7 
P 


à  moins  que  p  et  q  ne  soient  tous  deux  de  la  forme 
4^+35  dans  ce  dernier  cas,  on  a 


?)=-a 


La  démonstration  que  nous  allons  présenter  est  due  à 
Gauss,  et  elle  a  été  reproduite  par  Legendre  dans  le 
tome  n  de  sa  Théorie  des  nombres.  Nous  établirons  d'a^ 
bord  le  lemme  suivant  : 

Soient  p  un  nombre  premier  positif  autre  que  n^  et  q 
un  entier  quelconque  non  dii^isible  par  p^  les  produits 

(l)  q,   2q,   37,  .  ..,    q 

donneront,  suivant  le  module  p, restes  différents 

compris  entre  les  limites  — et  H-  ^— ■  >  et  si  Von 

'^  22 

désigne  paf  [â  le  nombre  de  ceux  de  ces  restes  qui  sont 
négatifs,  on  aura 

En  effet,  soient 

(2)  «,,  ^a. . . . ,  «j^ 

les  X  = a  restes  positifs,  et 

(3)  —  ^1,  —  ^2, . . . ,  —  ^^j^ 

les  fx  restes  négatifs. 

U  est  évident  que  l'un  des  restes  ne  peut  être  zéro  \  de 
plus,  deux  résidus  de  l'une  des  suites  (2)  et  (3)  ne  peuvent 
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être  ëgaux  entre  eux  ;  mais  je  dis,  en  outre,  qn^on  ne  peut 
avoir  a,^  =  i«.  Effectivement,  soient  aq^&q  les  multiples 
de  q  qui  ont  fourni  les  restes  a^  et  —  ft„  5  l'égalité  a^  =  b^ 
entraînerait 

oLq^  —  ^q     ou     (a  +  6)^^o     (mod./?), 

ce  qui  est  impossible,  puisque  q  n'est  pas  divisible  par  p 
et  que  la  somme  a  -+-  6  est  inférieure  à  p.  Il  résulte  de  là 
que  la  suite  formée  des  nombres  a  el  b  comprend  leç 
mêmes  nombres  que  la  suite 

I,  2,   o, . .  • ,    -—      • 

2 

Les  nombres  de  la  suite  (i)  étant  respectivement  con- 
grus aux  nombres  compris  dans  les  suites  (2)  et  (3), 
le  produit  des  uns  est  congru  au  produit  des  autres,  et 
on  a 

1.2.3...^ \q^   ^(—i)^aiai.,.a^bibt...b      (mod.  p), 

et  en  divisant  les  deux  membres  respectivement  par  les 
produits 

1.2.3...  j      «1  flfj. . .  a^  bxbi, . .  b 

2  A  fl-y 

I 

qui  sont  égaux  entre  eux,  comme  on  vient  de  le  dire,  on 
aura 

q  '   =(—1)^     (mod.  p)y 


ou 


(«         («)=(-)' 


ce  qui  est  le  résultat  annoncé. 

Maintenant  il  est  aisé  dé  trouver  une  expression  ana- 
lytique du  nombre  fx.  Dans  ce  qui  va  suivre  nous  désigne- 


rons  par  £  {x)  le  plus  grand  entier  contenu  dans  une 
qntntiié  quelconque  x,  de  manière  que  la  différence 
X —  E  (x)  soit  une  quantité  positive  inférieure  à  i.  Celii 
posé,  soient  a  ^  et  S  ^  les  produits  qui  fournissent  les 
restes  a  et  •—  &,  on  aura 


P  \p)         P'       P  \Pl 


' > 


OU,  en  multipliant  par  2, 

Z'  \p  J      p        p  \p  1  p 

Gomme  2  a  et  2  &  sont  inférieurs  à  p^  on  voit  que 


^«7 p/«7\.,   2a       ?.6<7 p  /gy\    ^    ^    ^  p—ih 


K7)  "  -(7) 


-t-i 


sont   respectivement  les  plus   grands  entiers   contenue 
dans  — -  et  — i;  on  a  donc 


P 


Donnons  à  a  et  à  6  toutes  les  valeurs  dont  ces  nombres 
sont  susceptibles;  les  formules  précédentes  fourniront 
X-f-j:x  équations  distinctes,  et,  en  ajoutant  toutes  ces 
ëqualioiis,  il  viendra 

-•-©--(7?)---('-?i 

Mais  comme  on  n^a  besoin  de  la  valeur  de  \k  que  pour 
iNivoir  «i  eUe  est  paire  ou  i]»paire>  on  pwt^  4an»  cette 
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formule,  supprimer  tous  les  termes  de  la  seconde  ligne, 
lesquels  soht  des  nombres  pairs,  et  nous  écrirons  sim- 
plement 

(5)      \  p,  -.     -,  r-,  .    -,  /  (mod.  2  . 


Si  l'on  pose 


^  =  e(^1-h(», 


on  aura,  en  retrancbant  de  /j  chaque  membre  de  celte 
formule, 


(p  —  n)  fj 


=  (7-i)-F-(^)+(i-ô), 


P 
d'où  il  résulte  que  l'on  a,  quel  que  soit  n, 

en  ajoutant  au  second  membre  le  nombre  pair  aE  (  —  V 


on  obtient  cette  congruence 


(6)       E[lii^]=(7-.)+E(^)     (mod.  a). 

Posons  pr=:^i±i  et  donnons  à  n  les  valeurs  i,  3, 
5,. . .,  (a/ — i),  la  congruence  (5)  deviendra,  en  faisant 
usage  des  résultais  ainsi  obtenus, 

Celte  formule  (7)  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  ^, 
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pourvu  qu'il  ne  soit  pas  divisible  par  p,  et  cette  remarque 
nous  sera  utile  plus  loin;  si  q  est  impair,  q  —  i  est  un 
nombre  pair  et  la  formule  (7)  se  réduit  à 


i^-K^)-\. 


M+EfiZl+. 


cette  valeur  de  [x  peut  être  mise,  comme  on  va  le  voir, 
sous  une  autre  forme.  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va 
suivre,  q<^p\  alors  le  premier  terme  du  second  membre 

de  la  formule  (8)  est  zéro,  et  le  dernier  terme  est > 

car  on  a 


2         /?  2  7.p 

Cela  posé,  soit  n  un  entier  donné  égal  ou  inférieur 

Q  ^^  I  * 

ai 9  et  désignons  par  m  le  nombre  des  termes  de  la 

précédente  valeur  de  (i  qui  sont  inférieurs  à  tï.  Le  nom- 
bre /»  H- 1  étant  inférieur  à  p,  l'expression  ^  ne 

pourra  jamais  se  réduire  à  un  entier,  et  on  aura,  en  con- 
séquence, 


d'oiî 


ou 


ny')<-  ■=['^^]>". 


niq  (m  -h  l)  q 


OU 


//î  <*  -^  <  'W  -4-  1  i 

ces  inégalités  expriment  que  m  est  le  plus  grand  entier 


io6  cQuas  d'algèbre  supérieurb. 


contenu  dans  —  ;  on  a  donc 

m=:E 


m 


Pareillement,  le  second  membre  de  la  formule  (8)  con- 
tiendra E termes  inférieurs  à  n  +i ,  si  w  4- 1 

n'est  pas  supérieur  à  ^ 5  c'est-à-dire  si  l'on  a 


n  <C  • 

Dans  cette  hypothèse,  notre  expression  de  /x  contiendra 
d'après  cela 

,„  .  [(^J  _  e  (^) 

termes  égaux  à  n.  En  outre,  le  nombre  total  des  termes 
de  l'expression  de  /ix  est j  et,  comme  le  nombre  dp 

ceux  qui  sont  inférieurs  à est  E  (  ? U  il  y 

aura,  dans  |x, 

termes  égaux  a 

Si  l'on  multiplie  l'expression  (9)  par  «,  qu'on  rem- 
place ensuite  n  par  chacune  des  valeurs 

I,  2,   3, . ..,       f  — ^^ lU 

qu'on  ajoute  enfin  tous  les  résultats  avec  le  produit  de 
l'expression  (10)  par  ^ >  il  est  évident  qu'on  repro- 
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duira  la  valeur  de  [i.  On  a  donc 

(mod.  2), 


•-[^--i^m 


on,  en  réduisant, 


\       P  —  '   ^ 


La  formule  (8)  s'applique  à  un  nombre  premier  im- 
pair p  et  à  un  nombre  impair  quelconque  q  ;  si  donc  on 
suppose  q  premier  et  quç  l'on  fasse 

le  nombre  v  sera  donne  par  la  formule  (8)  en  permutant, 
dans  celle-ci,  les  lettres  p  et  ^  ;  on  aura  ainsi 


La  comparaison  des  fortnules  (i  i)  et  (t3)  donne 

P  —  I  ç  --  I     ,      ,      . 

fiH-v^' ■=■ (mod.  2); 

duRears  on  a,  par  les  formules  (4)  et  (12), 
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donc 

„4)      (|)=,-,;-ï^^(i). 

ce  qui  est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Remarque.  —  Il  faut  remarquer  que  le  nombre  —  i 
est  résidu  de  tous  les  nombres  premiers  4*  -+- 1?  et  qu'il 
est  non-résidu  des  nombres  premiers  4'  H-  3. 

On  a  effectivement,  par  la  définition  du  n°  311, 


P-1 
—  I 


y)='-' 


1 


cette  égalité  est  d^ailleurs  comprise  dans  notre  for- 
mule (8);  car,  si  </  = —  i,  chacun  des  termes  du  second 
membre  de  cette  formule  se  réduit  à  —  i,  et  on  a 

fAB- _«__-     (raod.  2). 

On  conclut  de  là  que  la  congrueitce 

j:*H-i==o     (iijod.y^') 

est  possible  ou  impossible  suivant  que^  a  la  forme  4<  + 1 
ou  la  forme  42  +  3*  Si  le  premier  cas  a  lieu,  le  nombre^ 
divise  la  somme  de  deux  carrés,  et  il  est,  par  suite,  la 
somme  de  deux  carrés,  résultat  auquel  nous  a  déjà  con- 
duit le  théorème  de  Wilson. 

333.  La  formule  (7)  du  numéro  précédent  exige  seu- 
lement, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  q  ne  soit  pas 
divisible  par  p.  Si  Ton  y  suppose  ^  =  2,  les  expressions 

£(-])•••  qui  y  figurent  se  réduiront  toutes  à  zéro 5  on 

aura  donc 

fx^/  =  ^-^i^     (mod.  2); 
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d'ailleurs,  est  un  nombre  impair,  et  on  peut  écrire 

}iL^— -^ (mod.  2). 

Si ,  en  second  lieu  \  on  pose  q  =.  —  2 ,  les  expressions 
Ef-|j  E(— !»•••  de  la  formule  (7}  se  réduiront  toutes 
à  —  I,  et  on  aura 


/?-■  I  _(/?  +  i)(/?— i)      p  —  i 
2 

ou 


^  =  i^'——^\i '-^ -' _    (raod.  2), 


« 


fx== —- (mod.  2). 

D'après  cela,  on  a,  pour  tout  nombre  premier  impair  p, 

(|)  =  <_„^,    (:^)  =  (-.)- 

formules  qui  expriment  le  tbéorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  nombre  -h  2  est  résidu  quadratique 
de  tout  nombre  premier^  de  Vune  des  formées  8fc-f-i, 
8/r  -h  j7  5  //  est  non-résidu  de  tout  nombre  premier  de 
Vune  des  formes  8A-f-3,  8  k -ho. 

Le  nombre  —  2  est  résidu  quadratique  de  tout  nombre 
premier  de  Vune  des  formes  8ft-+-i,  SA +35  il  est 
non-'résidu  de  tout  nombre  premier  de  Vune  des  for- 
^65  8*+ 5,  8A  +  7. 


334.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  ici  quelques- 
unes  des  applications  du  théorème  de  Legendre. 
On  a,  relativement  aux  nombres  premiers  3  elp=Zn±  i , 


r— »         ,        V  /*— * 


(|)=<-,-(j)=,-.,-(-3i), 
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d'ailleurs,  relativement  au  module  3,  + 1  est  résidu  et  —  i 
nou-résiduj  si  donc  on  distingue  les  nombres  premiers 
en  quatre  classes,  savoir  : 

12 /-hi,    12/- +5,    12^4-7,   laA-hii, 

on  aura  cette  proposition  : 

Le  nombre  -4-3  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  i2A-hi  et  laA-f-ii,  et  il  est  non^ré^ 
sidu  de  tous  les  nombres  premiers  1 2/r  H-  5,  1 2A  •+-  7. 

Et,  d'après  ce  qui  a  été  dît  au  n°  311,  on  peut  ajouter  : 

Le  nombre  —  3  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  12k  +  i^  laft-f-^,  et  il  est  non^résidu 
de  tous  les  nombres  premiers  la/c-f-S,  i2A-hii. 

Ces  deux  propositions  ont  été  démontrées^  pour  la 
première  fois,  par  Euler,  dans  le  tome  VIII  des  Noui^eaux 
Commentaires  de  Saint-Pétersbourg. 

Relativement  aux  nombres  premiers  5  et  p,  on  a 


(?) = (f  ) 


mais  on  a 

t 

suivant  que  p  est  de  la  forme  5  /t  ±:  i  ou  de  la  forme 
5  n  +  2  ;  si  donc  on  distingue  les  nombres  premiers  dans 
les  huit  classes 

2o/'4-i,     2oX-h3,     2oA'-t-7,     2oA--f-g, 
2o/'-*-ii,  2o/tH-i3,  20 A- H- 17,  ao/-H-ig, 

suivant  le  reste  que  donne  leur  division  par  ao,  on  aura 
cette  proposition  : 

Le  nombre  +5  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  de  l'une  des  formes  20^+  i,  apA-l-9, 
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20 A: H- II,  aoAr+ig,  et  il  est  non-résidu  de  tous  les 
nombres  premiers  de  Vune  des  formes  20  ^  +  3 ,  20  ft  4-  7, 

Et,  conséquemment  : 

Le  nombre  — 5  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  de  Vune  des  formes  2oA^-f-  i,  2oA+3, 
aofc  -h  7,  20A  H-  9,  et  il  est  non-résidu  des  nombres  pre^ 
miers  de  r  une  des  formes  aoAi-hii,  2oA+i3,  20^-1-17, 
aoA-f-ip. 

De  la  congruence  x*  —  N^^o  (mod.  p)^  p  étant 

un  nombre  premier. 

335.  Le  lliéorème  de  Legendre  fournît  le  moyen  de 
reconnaître,  par  un  calcul  facile,  si  la  congruence 

.r^ — N^O     (mod./;) 

est  soluble  ou  non;  car  la  condition  de  résolubilité  est 
exprimée  par  Tégalité 


( 


N 


Tout  revient  donc  à  déterminer  le  signe  du  symbole  f  —  J  • 

Le  nombre  N  peut  toujours  être  rabaissé  au-dessous  dep  ; 
en  outre^  si  Ton  a 

^1  hy  c  étant  des  facteurs  premiers  inégaux,  on  aura 


niais  on  a  évidemment 


(7)=- 


lia  couns  d^lgèbre  supérieuke. 

si  a  est  pair,  et 


( 


a^\         la 


7> 

si  a  est  impair*,  la  détermination  de  f  — j  est  donc  ra- 
menée à  celle  des  symboles  plus  simples 

,  (;-)•  ©•••■• 

a  etb  étant  ceux  des  facteurs  premiers  de  N  qui  figurent 
dans  ce  nombre  avec  des  exposants  impairs. 

Considérons  l'un  de  ces  symboles,  (^)  par  exemple. 

Sa  valeur  sera  immédiatement  connue  (n^333),  si  a.^=  2. 

Dans  le  cas  contraire,  la  recherche  de  (  ~j  est  ramenée, 

par  le  théorème  de  Legendre,  à  celle  de  (-]•  On  opérera 
alors  à  Tégard  de  (  ~  j  comme  nous  venons  de  le  faire  re- 
lativement à  (— )>  et,  en  continuant  ainsi,  on  tombera 

nécessairement  sur  des  symboles  dont  la  valeur  sera 
connue. 

Exemple.  —  Soit  la  congruence 

ar^-f-1459^0     (mod.  22  3668gi), 

qui  est  Tune  de  celles  que  Legendre  a  considérées  dans  sa 
Théorie  des  nombres. 

Le  module  est  ici  un  nombre  premier  4^+3,  et  14S9 
est  lui-même  un  nombre  premier  de  cette  forme  ^  on  a 

donc 

1\  -^  (   --'459  \  _  _  /     459     \  __  /2236689t\ 
pj  ""  \ii366Sgi)  ""        \22 366891/  "~  V      1459     /  * 
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Le  reste  de  la  division  de  22366891  par  14^9  est  4^ï] 
donc 

[j)  =  (745^)  ' 

421  est  un  nombre  premier  4^  -h  1 5  par  conséquent, 

/N\  _  /i45q\  _  /^\  __  /4  X  4q\  _' 

puisque  4  X  49  est  un  carré. 
La  congruence  proposée  admet  donc  deux  racines. 

336.  La  congruence 


b' 


x^ — N^o     (mod./?) 

ayant  été  reconnue  possible,  supposons  qu'on  veuille  la 
résoudre.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  le 
module  p  est  de  la  forme  4  A  -H  3  ou  de  la  forme  4^  4-  ï  . 
Supposons  d^ abord 

/?z=4/  +3, 
la  congruence  proposée  étant  possible,  on  a 

N  ^    —  i=so       ou       N'*-*-'  — 1^0     (mod. /?), 
et,  en  multipliant  par  N, 

K2»+2_N  =  o     (raod./?), 

d'où  il  suit  que  les  racines  de  notre  congruence  sont 

Soit  actuellement  le  cas  où  p  est  de  la  forme  4^  +  i  ; 
les  nombres  4^  H- 1  comprennent  les  deux  formes  8  A  -4-  i , 
ih  +  5,  que  nous  allons  considérer  Tune  après  l'autre. 

n.  8 
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Supposons 

la  congruence  proposée  étant  possible,  on  a 

N<*+»  — i  =  o     (raod. /?), 

ou 

(N^x-M  ^  ,)  (N2i-i  —  ,)  =o     (mod.  p)  ; 

on  a  donc 

N^*+'--i  =  o     (mod./?), 

ou 

N'*+'-f-i  =  o     (mod./?). 

Si  c'est  le  premier  cas  qui  a  lieu,  on  aura 

N5*+2_N  =  o     (mod.p), 

et  les  racines  de  la  proposée  seront  en  conséquence 

a?  =  ±N*+'     (mod./?). 
Si  au  contraire  le  deuxième  cas  se  présente,  posons 
0  =  N*+'   (mod./?),     d*où     9'  =  ]N2*+='  =  — N   (mod,/?), 

la  congruence  proposée  deviendra 

.r'-f-6'^o     (mod./?). 

Or  le  nombre  /?,  qui  est  de  la  forme  4^  -h  1 9  est  la  somme 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux.  On  peut  donc  poser 

/?  =  a^  +  6% 

d'où,  f  et  u  étant  des  indéterminées, 

(a» -H  6^)  (i'-f-  u^)  =(ar-i-6tt)»-i-(aM  — S^'^o   (mod./?). 

On  peut  déterminer  f  et  m  par  la  condition 

CLli  —  6r  =:  0, 

et  il  est  évident  que  la  congruence  proposée  sera  vérifiée 
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en  posant 

.r^lil{af -f- oa)      [mod.  p). 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  p  a  la  forme  8  A  -f-  i . 
Alors  il  n'est  pas  possible,  en  général,  de  résoudre  la 
congruence  proposée  sans  tâtonnements,  et  l'on  est  obligé 
de  calculer  les  termes  de  la  suite 

jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  un  qui  soit  un  carré  parfait. 
Cela  ne  peut  manquer  d'arriver  lorsque  la  congruence 
proposée  est  possible,  et  comme  le  carré  que  Ton  cherche 

est  moindre  que  y />*,  le  nombre  des  termes  à  calculer, 

dans  la  suite  précédente,  ne  pourra  jamais  excéder  jp. 

Il  peut  arriver  cependant,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
que  l'on  puisse  trouver  directement  les  racines  deman- 
dées. Soit  en  effet  2^  la  plus  haute  puissance  de  2  conte- 
nue dans  p  —  I  et  posons 

/?  =  a'^a  -h  I, 

a  étant  un  nombre  impair  et  [i  étant  au  moins  égal  à  3. 
La  congruence  proposée  étant  possible,  on  a 


et  il  se  peut  que  Ton  ait  aussi 

]N^-  =  ±i     (mod.  p). 
Admettant  cette  hypothèse,  on  aura 

N«-^-'  =  ±N     (mod./?), 

et  comme  a  est  impair,  on  pourra  procéder  exactement 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  de  /)  =  8A  -h  5. 

8. 


1x6  couBS  d'algèbre  supérieure. 

De  la  congruence  x*  —  N  ^  o,  dans  le  cas  d*un  module 

quelconque. 

337.  Supposons  d'abord  que  le  module  soit  une  puis- 
sance p*  d'un  nombre  premier  impair  p  ;  la  congruence 
proposée  sera 

(r)  a:^'  — N  =  o      (mod. /?''). 

Commençons  par  résoudre  celte  congruence,  suivant  le 
module  p,  d'après  la  méthode  du  n°  336  5  si  l'on  désigne 
par  ±  $  les  racines  ^  on  aura 

(2)  Ç'  — N  =  o     (mod. /?), 

et^  par  suite, 

(?»  — N)"  =  o     (mod. /?0. 

Or,  en  développant  la  puissance  (f  4-  V^N)",  on  trouve  un 
résultat  de  la  forme 

(3)  (ç-h  v^r=:«-4-6v/N, 
ce  et  6  étant  des  entiers,  et  il  en  résulte 

(4)  (|-^/N/  =  a-gv'N, 

par  suite 

(5)  a'  — Ng'zz=(Ç»  — N)"''  =  o     (mod. //). 

La  formule  (3)  ou  (4)  donne  aussi 

1.2 
I  1.2.3 
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OU,  à  cause  de  la  forijiule  (2), 

a=g' ["i  +"  ^^  ~  '^  +..."[  =  a'-'  f     (mod./î), 

•  Li  1.2.3  j 

ce  qui  montre  que  p  ne  peut  dîvîser  aucun  des  nombres 
a  et  6.  Alors  on  pourra  trouver  deux  entiers  t  et  u  tels 
que  l'on  ait 

(6)  a  =  6/ H- /?•''«, 

et  en  substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  formule  (5), 
il  viendra 

6'(r'--N)=o     (mod. /?''), 

ou 

(7)  r'—  N  =  o     (mod. /?0> 

d'où  il  suit  qu'on  aura  les  deux  racines  de  la  congruence 
proposée  en  prenant 

x:=z±t. 

Remarque.  —  Lorsque  le  nombre  N  est  un  multiple  de 
p,  cas  que  nous  avons  exclu,  la  congruence  proposée 
exige  que  x  soit  divisible  par  p.  Soit  N  =  p*"  N',  n  étant 
le  degré  de  la  plus  haute>puissance  de  p*  qui  divise  N5  la 
congruence  proposée  ne  pourra  être  satisfaite  que  si  x  est 
divisible  par  p".  Posant  donc  x  ^p'^z^  elle  se  réduit  à 

et  celle-ci  sera  impossible  ou  n'aura  que  la  racine  z  =  o, 
si  N'  contient  encore  le  facteur  p, 

338.  Considérons  maintenant  la  congruence 

:k>  — N  =  o     (mod.  2"). 
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Soit  a'"  la  plus  haute  puissance  de  a*  qui  divise  N,  il  est 
évident  que  x  doit  avoir  le  diviseur  a"  *,  posant  donc 

notre  congruence  deviendra 

z>  — ]N'  =  o     (mod.  2''-^''). 

Diaprés  cela  on  peut  supposer  que  N  soit  impair  pu  double 
d'un  impair.  Si  N  est  double  d'un  impair,  il  est  évident 
que  la  proposée  n'est  résoluble  que  dans  le  seul  cas  de 
V  =  I,  et  on  peut  faire  abstraction  de  ce  cas. 

Soit  donc  N  impair;  si  v  =  a,  la  congruence  proposée 
se  réduit  à 

ar' — i^o     ou  à     j:' 4-1^0     (mod.  4); 

la  première  est  seule  possible  et  n'a  que  les  racines  ±  i . 
Lorsque  v  est  ]>  2,  la  congruence  proposée  n'est  possible 
que  si  N  est  de  la  forme  8 A -f- 1,  et  on  obtient  facilement 
une  solution  par  des  substitutions  successives.  Il  faut 
remarquer  qu'une  solution  particulière  conduit  à  la  so- 
lution générale.  Car  soit  x^  une  racine  de  la  proposée, 
celle-ci  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

[x  —  Xo)  (x-4- j?o)^^o     (mod.  2")  ; 
d'où 

f  et  M  étant  deux  indéterminées.  On  tire  de  là 

u  est  arbitraire  et  les  racines  demandées  sont  données  par 
la  formule 

a- ^ihxo -4- 2''""' a     (mod.  2'^). 
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Exemple.  —  Soît  la  congruence 

x'-hiS^o     (mod.  2'*), 

la  valeur  x=i  satisfait  à  la  congruence  prise  suivant  le 
module  2^  ;  on  posera  donc 

et,  en  substituant,  il  viendra 

i-h Xi-h ^x]^o     (mod.  2«). 

On  voit  que  i  +  Xi  doit  être  divisible  par  4  et  on  fera  en 
conséquence 

^1  =  I  H-  ^JTj, 

ce  qui  donnera 

I  —  7x2  +  160:2^0     (mod.2*), 

OU 

I — yoTjE^o     (mod.  2^); 

celte  dernière  congruence  est  du  premier  degré  et  elle  a 
la  racine  7  ;  on  fera  donc 


tC-i 


et  on  en  conclura  .Tj  =  27 ,  x  =  iiy  ,  Les  racines  de  la 
proposée  seront  ensuite  données  par  la  formule 

qui  comprend  les  quatre  nombres 

217,  295,  729,  807. 

339.  Le  cas  général  de  la  congruence 

x'  —  N^o     (mod.  M), 

suivant  un  module  composé  quelconque,  se  ramène  aux 
cas  précédents  par  un  raisonnement  déjà  employé-,  car  il 
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est  évident  que  tout  nombre  qui  satisfait  à  la  précédente 
cons^ruence  suivant  le  module 


*o' 


^  z=i p^  ql*- r^  .  .  .  , 

p^  (j^r, , , ,  étant  des  nombres  premiers  inégaux^  satisfera 

à  la  même  congruence  suivant  les  modules  p^  ^q^^r\.,.. 
Ensuite  si  a,  i,  c,...  désignent  des  racines  de  ces  con- 
gruences  respectives,  on  aura  Tune  des  solutions  deman- 
dées, comme  nous  Tavons  dit  au  n^  325,  à  l'occasion 
d'un  cas  semblable,  en  déterminant  le  nombre  x  de 
manière  que  Ton  ait 

problème  que  nous  savons  résoudre. 
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CHAPITRE  m. 

PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  DTNE  VARIABLE, 
RELATIVEMENT  A  UN  MODULE  PREMIER. 


Des  fonctions  entières  irréductibles ^  suii^antun  module 

premier. 

340.  Je  me  propose  de  présenter  ici  avec  des  dévelop- 
pements entièrement  nouveaux  une  théorie  importante 
qae  j'ai  déjà  exposée  dans  la  précédente  édition  de  cet 
ouvrage,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  un  peu  difTé- 
rent.  Cette  théorie  se  rapporte  exclusivement  aux  modules 
premiers  5  elle  a  été  l'objet  d'un  Mémoire  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences  le  4  décembre  i865. 

Soient  p  un  nombre  premier,  cp  (x)  et  F  (x)  deux  fonc- 
tions entières  de  x  k  coefficients  entiers  ;  si  Ton  peut  trou- 
ver deux  fonctions  entières  tj^  (x),  ^  {^)  ^  coefficients  en- 
tiers et  qui  soient  telles  que  l'on  ait  identiquement 

(j>  (ar)  >[;  (x)  =r(j:)  -f-/?x(^), 
et,  par  suite, 

nous  dirons  que  la  fonction  F  {x)  est  divisible  par  y  (x) 
suivant  le  module  pj  ou  qu'elle  est  égale,  suii^antle  mo- 
^p,  au  produit  des  fonctions  y  (x)^  ^  (x).  ^ 

Supposons  qu'une  fonction  entière  cp  (x)  soit  ordonnée 
par  rapport  aux  ^puissances  décroissantes  de  x]  si  tous  les 
^coefficients  sont  divisibles  par  p^  la  fonction  sera  nulle 
*ttïvant  le  module  p  5  dans  le  cas  contraire,  soit  a  le  pre- 
mier des  coefficients  qui  ne  sont  pas  nuls  suivant  le  mo- 
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dule;?,  on  pourra  trouver  un  entier  a  tel  que 

aoL^i      (mod.  /?), 

et  par  conséquent  le  produit  a(f  [x)  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

F  (x)  désignant  une  fonction  entière  dans  laquelle,  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  Tunité;  on 
peut  évidemment  supposer  que  tous  les  autres  coefficients 
soient  rabaissés  au-dessous  de  p. 

Une  fonction  entière  F  (x)  à  coefficients  entiers  sera 
dite  irréductible  suivant  le  module  premier  p^  si  elle  n*est 
divisible,  suivant  ce  module,  par  aucune  fonction  entière 
d'un  degré  inférieur  au  sien,  et  si,  en  outre,  le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  égal  à  l'unité. 

341 .  Théorème  I.  —  Si  les  deux  Jonctions  cp  (x)  et 
^  (x)  n^ admettent  aucun  diviseur  commun j  suivant  le 
module  premier  p^  on  pourra  trouver  deux  fondions 
entières  \i  et  V  telles  que  F  on  ait  identiquement 

V^{x\  —  V>Kjc)^i      (mod./?). 

En  effet,  désignons  par  aei  b  les  coefficients  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  <^{x)  et  dans  ^  (x),  on  pourra 
poser 

A  et  B  étant  des  fonctions  entières  dans  lesquelles  la  plus 
haute  puissance  de  x  a  pour  coefficient  F  unité. 

Cela  posé,  exécutons  sur  les  polynômes  A  et  B  l'opéra- 
tion par  laquelle  on  détermine  le  plus  grand  commun 
diviseur,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  p  elen. 
ayant  soin  d'ajouter  à  chaque  reste  un  polynôme  de  la 
forme  pX  (x),  choisi  de  manière  qu'après  cette  addition- 
le  reste  en  question  soit  divisible  par  le  coefficient  du. 
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terme  le  plus  élevé',  en  outre,  avant  de  prendre  ce  reste 
pour  diviseur,  nous  supprimerons  le  facteur  commun  à 
tous  ses  termes.  Comme  nous  admettons  que  les  poly- 
nômes A  et  B  n'ont  point  de  diviseur  commun,  suivant  le 
modale  p,  on  arrivera  nécessairement  à  un  reste  numé- 
rique r^  qui  ne  sera  pas  nul  suivant  le  module  p.  Et,  si 
Ton  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  le  degré  de  B  ne 
soit  pas  inférieur  à  celui  de  A,  on  aura  cette  suite  d'éga- 
lités ou  de  congruences  : 

A^B  Q,  -*-r,  R, 
B^R.Q,  H-raR, 
R,=R,Q3-hr,R3  }  (niO(l./>). 


R»— 2  =  Rji~i  Qh  -^  ^n 

r, ,  /-j , .  . . ,  i\  sont  des  entiers  qui  ne  sont  pas  nuls  sui- 
vant le  module  p\  et  Ri,  Rt,  •  •  • ,  Qi ?  Qu  •  •  •  sont  des 
fonctions  entières  de  x  dans  lesquelles  la  plus  haute  puis- 
sance de  X  a  pour  coefficient  Tunité.  De  ces  relations  on 
lire 

r,R.=  A  —  Q.B  \ 

r.r,R,=  (,,+Q.Q,)B-Q,A  (   ^^^^^^^.^ 

r,r,r,  B.^=  (r,-\- Q^Q,)  A—  [r,Q,-i-(r,-i-Q,Q,)  Q,]B 

et  la  dernière  de  ces  relations  aura  évidemment  la  forme 

r,  rj...r„^MA  —  KB     (mod.p), 

M  et  N  étant  des  fonctions  entières.  Soii  a  le  nombre  par 
lequel  il  faut  multiplier  le  produit  abri  /'!•..  'n  pour  ob- 
tenir un  résultat  congru  à  i  suivant  le  module  p*,  si  Ton 
multiplie  la .  congruence  précédente  par  aboc  et  qu'on 
écrive  U  au  lieu  de  6  a  M,  V  au  lieu  de  û«N,  on  aura 
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OU 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

342.  Théorème  II.  —  Si  la  fonction  entière  F  (à:), 
irréductible  suivant  le  module  premier  p^  diwe,  suivant 
ce  module,  le  produit  y  [x)  ^  [x]  des  fonctions  entières 
cp  (x)  et  ^  [x)f  elle  divisera  Vun  au  moins  des  deux  faC" 
leurs. 

En  effet,  si  la  fonction  ^  [x)  n'est  pas  divisible  suivant 
le  module  p  par  la  fonction  F  (a:),  comme  celle-ci  est  ir- 
réductible, elle  n'admet  aucun  des  diviseurs  que  ^{oc) 
peut  avoir.  On  pourra  donc  trouver  trois  fonctions  enr 
tières  P,  U  et  V  telles  que  l'on  ait 

i  -^ pV  =  \}V  [x)  —  W^{x)i 

on  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

ff{x)  >Kar)  —  F  [a:)f[x)  ^px(^)y 

f{x)  eiy^.{x)  désignant  des  fonctions  entières,  et  il  vient, 
en  multipliant  les  deux  égalités  précédentes  l'une  par 
l'autre, 

[? W ^ W  -  F W/W] (1+  Z' P)  -=/^xW [UF (x)  ^\^ (x)], 

ou 

>PW|fW+y'[P?W+VxW]i=F(x)|/(^)-i-;7[P/(x)-l-Ux(x)]|. 

Le  polynôme  F  (x)  divise  donc  algébriquement  le  pre- 
mier membre  de  l'égalité  précédente.  Or,  par  notre  hy- 
pothèse, ce  polynôme  ne  divise  point  (p  (x),  et  il  n'a  en 
conséquence  aucun  facteur  commun  avec  ^{x)^  puisqu'il 
est  irréductible  5  donc  il  divise  là  fonction 

.ç(.r)-f.y.[Pç(x)-f.VxW], 
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et  on  a 

^  (x)  z=F(a:)/,(x)  -h px(^), 
OU 

ff(a:)^Y(x)/i(.x)      (mod. /?), 

fi  {x)  étant  une  fonction  entière. 

CoROLLÀiKE.  —  Si  la  Jonction  entière  F  (x),  irréduc- 
tible suiyant  le  module  premier  p^  ne  dii^ise  sui[^ant  ce 
module  aucune  des  Jonctions  cfj  (x),  cf,  (x), . . . ,  y,„  (a:), 
elle  ne  peut  diviser  la  fonction 

congrue  par  rapport  à  p  au  produit  des  fonctions  cfj, 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème qu'on  vient  d'établir. 

Remarques  sur  la  décomposition  d'une  fonction  entière 

en  facteurs  irréductibles. 

34<3.  Si  une  fonction  entière  (f(x),  non  congrue  à  zéro 
suivant  le  module  p,  n'est  pas  irréductible,  elle  sera  dé- 
composable  en  facteurs  iîréductibles  ^  en  d'autres  termes, 
on  aura 

F  (x)  F,  (x)  F,  (jc) .  .  .  F;„_,  (x)  =z  a<p  (x)  H-  px  {x)y 

F{j:),  Fi  (x),  etc.,  étant  des  polynômes  à  coeiScients 
entiers,  irréductibles  suivant  le  module  p,  x{^)  ^^®  fonc- 
tion entière  et  a  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier 
f  (x)  pour  réduire  à  l'unité  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x. 

U  résulte  du  corollaire  du  théorème  précédent  que  la 
fonction  a(^(x)  n'est  décomposable  suivant  le  module  p 
qu'en  un  seul  système  de  facteurs  irréductibles  ;  car  sup- 
posons que  l'on  ait 

j5^./,.  ..=:FF,Fa...-+-/?xW, 
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les  facteurs  F  ety* étant  supposés  irréductibles.  Le  facteur 
irréductible  F  divise  suivant  le  module  p  l'un  des  facteurs 
du  premier  membre, y*  par  exemple,  d'après  le  corollaire 
cité,  et  en  conséquence  il  est  congru  à  ce  facteur,  puis.que 
celui-ci  est  lui-même  irréductible .  Remplaçant  donc  f 
par  ¥  -h py^  (a:),  notre  égalité  prendra  la  forme 

F/./,. .  .=r  FF.F,. .  .-f-/7x  W; 

la  fonction  y^  [x)  doit  être  nécessairement  divisible  par  F, 
et,  en  faisant  la  division,  il  vient 

En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  les  fac- 
teurs F,  Fi,  Fa,...  sont  respectivement  égaux  à  y, 
yi,y*2, . .  .  suivant  le  module  p, 

344*  II»  peut  arriver  que  plusieurs  des  facteurs  irré- 
ductibles de  la  fonction  aop  [x)  =  4>  (a:)  soient  égaux 
entre  eux;  dans  ce  cas,  la  fonction  ^[x]  a  un  diviseur 
commun  avec  sa  dérivée.  Supposons  que  Ton  ait 

Xi,Xj,.  .  .,  X,„  désignant  des  polynômes  irréductibles 
suivant  le  module  p  et  différents  entre  eux  suivant  ce 
module.  Si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de 
cette  égalité  et  qu'on  représente  par  X'^  la  dérivée  de  X,-, 
on  aura 

X|       X^      ...X^"'      (^jXjX2X3...Afl|-+-  ..+/?/« X,„X|Xa...X4i_i) 

si  aucun  des  exposants  ^i,  n,, . . . ,  n^  n'est  un  multiple 
de  p\  le  facteur  entre  parenthèses  n'est  divisible,  suivant 
le  module  p,  par  aucun  des  facteurs  irréductibles  Xj, 
Xj,...,  X,„5  car  pour  qu'il  fût  divisible  parXj,  par  exem- 
ple, il  faudrait  que  Xi  divisât  l'un  des  facteurs  du  pro- 
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doit 

or  cela  est  impossible,  puisque  Xj,  Xs, . . . ,  X,„  sont  irré- 
ductibles et  différents  de  Xi,  et  que  le  degré  de  X'^  est 
inférieur  à  celui  de  Xf  Le  produit  des  facteurs  irréduc- 
tibles communs  à  ^  [x)  et  à  sa  dérivée  est  donc 


1  2  *  '  '       nt 


c'esl  le  plus  grand  commun  dmseur  de  ces  fonctions, 
suivant  le  module^,  et  pour  l'obtenir  on  suivra  la  règle 
ordinaire  en  négligeant  dans  chaque  division  les  multiples 
de  p  qui  se  présenteront,  et  en  ayant  soin  de  ramener  à 
Funité  le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  de  chaque 
reste,  avant  de  prendre  celui-ci  pour  diviseur. 

Si  Tun  des  exposants,  /i^  par  exemple,  est  multiple  de  p^ 
le  facteur  X|  entrera  à  la  puissance  ni  dans  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

Désignons  par  Vj  le  produit  de  ceux  des  facteurs  X, , 
X,,...,  qui  figurent  dans  9[x)  avec  un  même  expo- 
sant w,,  par  V,  le  produit  de  ceux  qui  ont  l'exposant  Wj, 
et  ainsi  de  suite;  on  aura 

et,  par  un  raisonnement  identique  à  celui  dont  nous  avons 
fait  nsage  au  n°  50,  on  prouvera  que  les  facteurs  Vi,  Vj, 
V|,, . .  peuvent  être  obtenus  au  moyen  de  simples  divi- 
sions algébriques. 

Des  fonctions  entières  d'une  variable,  réduites  suii^ant 
un  module  premier  et  suivant  une  fonction  entière 
irréductible. 

345.  Si  Ton  divise  une  fonction  entière  ^  [x)  par  un 
polynôme  irréductible  F  [x)  d'un  degré  quelconque  v, 
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on  obtiendra  un  quotient  f  (x)  et  un  reste  qui  pourra 
être  représenté  pary*(a:)  -h  py^  (x),f(x)  étant  une  fonc- 
tion entière  du  degré  v  —  i  au  plus  dans  laquelle  les  coef- 
ficients peuvent  être  pris,  à  volonté,  entre  les  limites  o 

et  p  ou  entre  — et  -f- •  On  aura  aiùsi 


ou 


^{x)  =f[x)  -4-  F  [x)  ^  [x]  -hpxi^), 
^(x)  ^f[x)  -4-  F  (a:)  <j>  [x)     (mod.  p). 


La  fonction  f[x)  sera  dite  la  valeur  réduite  de  ^(a?), 
suis^ant  le  module  p  et  suwant  la  fonction  irréduc» 
tible  F(x). 

L'expression  générale  des  fonctions  réduites  est 

^"(0:)  =a(t-h  atX  -\-  a^x^  -h.  .  .  4-  a^_^  x^~^  ; 

chacun  des  coefficients  ^09  ^d*  •  •)  étant  susceptible  de 
recevoir  p  valeurs  difiérentes,  par  exemple 

o,  I,  2,  3,. ..,  (/?— i), 

la  fonction  y  (x)  peut  avoir  p^  valeurs  distinctes.  Parmi 
ces  valeurs  il  y  en  a  ;?  qui  sont  indépendantes  de  la  va- 
riable x^  ce  sont  les  p  nombres 

o,  I,  2,  3,...,  (p—i). 

Théorème.  — Soient  Xi,  Xj,...,  X„  m  fonctions 
de  X  réduites^  suivant  le  module  p  et  suii^ant  la  fonc- 
tion entière  irréductible  F  (x).  «Soif  aussi 

^(X)  ==  Ao  X'«-4- A.  X»"-  +  . . .  -4- A^_,  X  +  Am 

une  fonction  entière  du  degré  m  de  la  variable  X,-  dans 
laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  x. 
Si  les  résultats  de  la  substitution  <ie  Xi ,  Xs , . .  .  X^  à  X 
dans  ^(X)  sont  tous  divisibles  par  F  (a:),  suiifant  fe 
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module  p;  on  aura  identiquement 

^(X)  =  Ao(X~X.)(X-XO...(X-X«) 
F{.r)<p(X,x)-f-/;x(X,^), 


ly  e£  jf  étant  des  fonctions  entières^  à  coefficients  entiers^ 
des  deux  variables  x  eilL. 

En  effet,  regardant  Xi ,  Xj , . . . ,  X,„  comme  des  indé- 
terminées, désignons  par  ^,  (X)  et  Ri  le  quotient  et  le 
reste  de  la  division  de  ^  (X)  par  X  —  Xi  ^  soient  de  même 
if,  (X)  et  Rf  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  ^x  (X) 
par  X — Xf ,  et  ainsi  de  suite  ^  en  sorte  que  §^  (X)  et  R,„ 
exprimeront  le  quotient  et  le  reste  de  la  dernière  division, 
«avoir  cçUe  de  ^«_i  (X)  par  X  —  X«.  Les  égalités 

?(X)  =  (X-X.)^.(X)+R,, 
,       ^,(X)  =  (X-XO^,(X)+R,, 

^'^  )       ' 

\  ^«_.(X)  =  (X-X.)5'«(X)-f-R. 

donneront,  à  cause  de  ^^  (X)  =  Ao , 

r^(X)=:R,-f-R,(X— XO-f-R,{X  — X.)(X  — X,)-4-... 
(2)  -f-R„(X-X.)...(X-X,^,) 

1  -f-Ao(X — Xi)...^X — X/n)« 

et  si  Ton  remplace  X  successivement  par  Xi,  Xt ,  • .  •  ,X„,y 
il  viendrai 

^(X,)=R., 

#{X,)  =  Ri+R.(X,— X,), 

^(X.)=R,  +  R,(X,-X,)-t-R,(X,-X,)(X,-X.), 


(3) 

^(X,)=R,  +  R,(X„-X,) 

+  R*i  (Xfli  —  X|  ) .  .  .  (X^  —  Xm-.i  ) . 

Supposons    maintenant  que  X] ,  Xi , .  •  • ,  X^  désignent 
II.  9 
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des  fonctions  entières  de  x,  réduites  suivant  le  module /r 
et  suivant  la  fonction  irréductible  F(x).  Si  ces  fonctions 
sont  distinctes,  aucune  de  leurs  différencîfes  deux  à  deux 
ne  pourra  être  divisible  par  F  (a?),  suivant  le  module  p, 
et  comme  les  premiers  membres  des  formules  (3)  le  sont, 
par  hypothèse,  les  polynômes.  Rj ,  Rj ,  •  • . ,  R,^  seront  eux-- 
mêmes divisibles  par  F  (a:),  suivant  le  module  p.  Alors 
la  formule  (2)  prendra  la  forme 

j  ^(X)  =  Aa(X-.X,)...(X-X..) 
^^^  i  -f-F(x)ç(X,x)+/7x(X,^), 

conformément  à  l'énoncé  du  théorème. 

Corollaire. — Soit  ^  (X)  une  fonction  entière  des  deux 
variables  X  et  Xy  du  degré  m,  par  rapport  à  X,  et  dans 
laquelle  le  coej/îcieni  de  X"*  n'est  pas  dii^isible,  suivant 
le  module  p,  par  la  fonction  irréductible  F  (x)  ;  si  Von 

substitue  successii^ement  à  X  les  p^  fonctions  de  x  ré-  é 
duites  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  F  (x)y 

parmi  les  p*  résultats  obtenus  iVj  en  aura  m  au  plus 
qui  seront  divisibles  par  Y  [x)  suivant  le  module  p. 

En  effet,  supposons  les  m  fonctions  de  x 

X|  >   X.J ,  •  .  •  ,   X/71 

réduites,  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  F  (x), 

telles  que 

^(X.),  ^(X,)...,  ^(X«) 

soient  divisibles  par  F(a:)  suivant  le  module  p.  Alors  la 
formule  (4)  aura  Heu  identiquement,  et  si  Ton  y  rem- 
place X  par  une  fonction  réduite  X,^^.!  distincte  de  Xj  y 
X| , . . . , X,n,  on  aura 

^  [X«i4.|]  =  Ao (Xfl,-i-i  —  Xi).  •  .(X/n-f-i  —  Xfli) 
-f-F(;c)<p(ar)-|-/?x(^). 
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Or,  F{x\  ne  peut  diviser  suivant  le  module  ;;  le  pro- 
duit des  différences  X^+i  —  Xj ,  X«^.i  —  Xa , . . . ,  donc 
tf  (X,^,  )  n'est  pas  divisible,  suivant  le  module,  par  le 
polynôme  F  (x). 

Propriétés  fondamentales  des  polynômes  irréductibles 

suii^ant  un  module  premier* 

346.  Théorème  I.  —  Tout  polynôme  F  [x)  à  coeffi^ 
dents  entiers  et  du  degré  v,  irréductible  suivant  le 
module  premier  p^  div^ise,  suivant  ce  module,  la  fonc- 
tion x^ — .r. 

L'expression  générale  des  fonctions  entières  de  x^  ré- 
duites suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  irré- 
ductible F  (a:),  est 

«ojûi,...,  ^y_,  étant  des  entiers  compris  entre  o  et 
p—i,  ou  entre  — ~ et  4- •  L'une  de  ces  fono- 

2  2 

tions  est  nulle,  nous  en  ferons  abstraction  et  nous  dési- 
gnerons par 

lesp* —  I  fonctions  réduites  différentes  de  zéro. 

Cela  posé,  désignons  par /"(a:)  une  fonction  entière 
de  a:  non  divisible  par  F(a:),  suivant  le  module  p,  et 
considérons  les  produits  des  fonctions  (i)  pary*(j:),  sa- 
voir: 

(2)  X./(^),  X,/(u:),...,   X^v^,/(a:). 

Aucun  de  ces  produits  n*est  divisible,  suivant  le  mo- 
dule p,  par  le  polynôme  irréductible  F(x),  puisque  les 
(acteurs  qui  le  composent  n'admettent  pas  ce  diviseur: 

9- 
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la  différence  de  deux  termes  de  la  suite  (a)  ne  peut  elle- 
même  être  divisible  par  F  (a:),  suivant  le  module  p,  car 
cotte  difiérence  est  évidemment  un  terme  de  la  suite  (a). 
Si  donc  on  prend  les  valeurs  réduites  des  produits  (a), 
suivant  le  module  p  et  suivant  le  polynôme  irréducti- 
ble F  (a:),  ces  valeurs  seront  distinctes  et  aucune  d'elles 
ne  sera  zéro  \  en  conséquence,  elles  coïncideront,  abstrac- 
tion faite  de  l'ordre^  avec  les  termes  de  la  suite  (i)«  U 
résuite  de  là  qu  il  existe  entre  les  fonctions  de  la  suite  (a) 

et  leurs  correspondantes  de  la  suite  (i)  p^ — i  con- 
gruences  de  la  forme 

X^/(a:)  =X„  +  F  (x)  y  (x)     (mod. p) , 

et  si  l'on  multiplie  entre  elles  toutes  ces  congruences,  il 
viendra 

X,  X,. .  .X  «  ,  [/(^)'' -•—  i]  ='E(x)f^{x)     (mod./?), 

ç  [x)  étant  une  fonction  entière.  Le  produit  Xi  X^ . . .  Xp».i 
n'est  pas  divisible  par  F  (a?),  suivant  le  module  p^  donc 
on  a 

(3)  /(x)P^-'-i  =  F(:r)ç(x)     (mod./;), 
ou,  en  multipliant  ^^vf[x)^ 

(4)  f{x)P'^f[x)  =  V[x)^[a:)      (mod./>). 

Nous  avons  supposé  la  fonction/" (a:)  non  divisible  par  F(jt:)  ^ 
suivant  le  module/;,  mais  il  est  évident  que  la  formule  (4^ 
subsiste  quandy*( x)  est  un  multiple  de  F  {x), 

La  formule  (4)  ayant  lieu,  quelle  que  soit  la  fonctiorm 
entière/(jt:),  prenons /(jc)  =  x,  il  viendra 

(5)  xP''—  x^Y[x)^{x)     (mod. />), 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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847.  Lemme.  —  Soient  f[x)  une  fonction  entière  de 
la  variable  x,  p  un  nombre  premier  et  n  un  nombre 
entier  quelconque  ;  on  a 

X{^)  désignant  une  fonction  entière. 
Soit 

la  puissance  p»*"**  de  f{x)  renfermera  d'abord  les  puis- 
sances p'*"**' des  différents  termes  5  elle  renfermera  enoi^tre 
d'autres  termes  contenant  certaines  puissances  de  plu- 
sieurs termes  def(x)  \  le  coefficient  de  Pun  quelconque 
de  ces  derniers  termes  aura  la  forine 

1.2.../? 


(l  .2.  .  .^,  )  .  .  .  (l  .2.  .  ,qk) 


?i)  9»  5  •  •  •  5  7a  étant  des  nombres  inférieurs  à  p  5  ce  coeffi- 
cient est  donc  divisible  par  p  et  Ton  a 

[/(^)]''+/'z(^j  =  <+<^+<^"+--«:^"''; 

mais,  par  le  théorème  de  Fermât,  on  a 

aP^a     (mod./?); 
donc 

[/{x)]P  -hpx  {^)  =  ^0  -i-  «'i  ^''  +  û^a  ^'''  +  •  •  •  -<-  «m  •*'"^ 

OU 

/{xP)=[/{x)]P^px[^), 

)({x)  étant  une  fonction  entière. 
Si  Ion  écrit  x^""^^  au  lieu  de  x,  il  vient 


X  (x)  désignant  ici  une  nouvelle  fonction  entière.  Cela 
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posé>  admettons  que  Ton  ait 

/(xP"-")=[/(x)p'-+^x(*); 

en  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  p^  et  ayant  égard  à 
la  précédente,  il  vient 

Donc,  si  cette  dernière  égalité  a  lieu  pour  une  valeur  de 
l'exposant  n\  elle  a  lieu  pour  la  valeur  iiuoiédiatement 
supérieure;  d'ailleurs  elle  a  été  démontrée  'pour  /i  =  i , 
donc  elle  est  générale. 

348.  Théorème  II.  —  Une  fonction  entière  F  (jc)  du 
degré  v,  irréductible  suiv^ant  le  module  premier  p^  ne 

divise  la  fonction  x^  — x,  suivant  ce  même  module, 
que  dans  le  cas  où  jx  est  un  multiple  de  v. 

Je  dis  en  premier  lieu  que  si  l'on  a  (^  <  v,  la  fonc- 
tion xP  — X  n'est  pas  divisible  par  F  [x)  suivant  le  mo- 
dule p^  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  avoir 

(i)  xP'^^  a:=::Y  {j:)  <f{.T)  -h pxi^), 

(f  (x)  et  jf  [x)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers. 
Admettons,  en  effet,  que  cette  égalité  (i)  ait  lieu,  et  po- 
sons 

ao,  ^1, . . . ,  étant  des  entiers  quelconques  compris  entre  o 
et^ —  I.  On  aura,  d'après  le  lemme  qui  piécède, 

y^i  [x)  étant  une  fonction  entière,  et  si,  dans  le  second 

membre  de  cette  identité,  on  remplace  xP  par  la  va- 
leur j:  H- F  (x)  cp  (x) -f-p;^  (x)  tirée  de  la   formule  (i). 
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il  est  évident  que  ce  second  membre  prendra  la  (orme 

f{x)  -I-  F  (j:)  ^  (:r)  H-  p^  (œ), 

4>ei  ï^  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers;  on  aura 
donc 

Il  résulte  de  cette  formule  (2)  que  sî,  dans  la  fonction 

qui  est  du  degré  p'*,  on  remplace  X'  par  chacune  des  p^ 
fonctions  réduites  suivant  le  module p  et  la  fonction  F(j:), 
on  obtient  p"  résultats  qui  sont  tous  divisibles  par  F  (x), 
suivant  le  module  p.  Or,  cela  est  impossible  (n^  345) 
si  |*<^  v;  donc  la  formule  (1)  ne  peut  avoir  lieu  dans  ce 
<:as« 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  la  formule  (i)  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  fx  est  divisible  par  v.  En  effet,  soit  q  le  quo- 
tient et  r  le  reste  de  la  division  de  p  par  v,  en  sorte  qu'on 
ait 

D'après  le  théorème  I  (n*^  346),  ^  [oc)  divise,  suivant  le 
module  p,  la  fonction 

-et  celle-ci  divise  algébriquement 

x\xP       ' —  l)  z=:  xP     — JT, 

car  Texposani  p^'i — i  est  un  multiple  de  p^ — i.   Donc 

a:P   — X  est  divisible,  suivant  le  module  p,  par  F  [x). 

Mais,  par  hypothèse,  la  fonction  x^  —  x  est  elle-même 
divisible  par  F  (x),  suivant  le  module p 5  donc  il  en  sera 
de  même  de  la  différence 

{xP^'-x)  —  (j:/^  — j)  z=zxp"^^^  —  xP'^ 'y 
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d'après  le  leoime  du  n^  347,  cette  différence  est  congrue, 
suivant  le  module  p^k  la.  puissance 


{xP'-x) 


vq 
P 


et  cette  puissance  ne  peut  être  divisible  par  F  (x)  suivant 
le  module  p,  à  moins  que 


xP'^  —  X 


ne  le  soit  elle-même.  Or,  cela  ne  peut  être,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut,  que  si  r  =  o,  puisque  r  est  inférieur  à  v» 

Détermination  du  nombre  des   fonctions    entières  de- 
dfgré  V  irréductibles  suiv^ant  un  module  premier  p. 

349.  Nous  sommes  actuellement  en  mesure  d'établir 
qu'il  existe,  dans  chaque  degré  v,.  des  fonctions  entières 
irréductibles  suivant  un  module  premier  p  ;  il  est  même 
facile,  comme  on  va  le  voir,  de  déterminer  le  nombre  de 
ces  fonctions. 

Considérons  la  fonction  a:'' — x^  et  supposons-la  dé- 
composée en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module 
premier  p,  de  manière  qu'on  ait 

F  [x)  F,  [x)  F,  (  j:)  .  .  .  =:  .r/—  x  -{-  px[^), 

F(x)^Fi{a:),  F8(x),  etc.,  étant  des  fonctions  entières 
irréductibles  suivant  le  module  p,  et  j^  [x)  une  fonction 
entière  quelconque. 

Deux  des  facteurs  F,  Fi,  Fj,  etc.,  ne  sauraient  être 

égaux  entre  eux,  puisque  la  fonction  x^  — x  n'a  aucun 
facteur  commun  avec  sa  dérivée.  En  outre,  les  dévelop- 
pements que  nous  avons  présentés  plus  haut  conduisent 
aux  conséquences  suivantes  : 

1^  Toute  fonction  entière  de  degré  y,  irréductible  sui- 
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vant  le  module  premier  p,  fait  partie  de  la  suite  F  (x)y 
Fi  {x)y  Fi(x),  etc.; 

a**  Le  degré  de  l'une  quelconque  des  fonctions  de  cette 
suite  est  égal  à  v  ou  à  un  diviseur  de  v; 

3**  Celles  des  fonctions  F(ji:),Fi(a:),  Fj  (a:),  etc.,  dont 
le  degré  est  un  diviseur  fx  de  v  inférieur  à  v,  sont  divi- 
seurs, suivant  le  module  p,  de  la  fonction  x^  — x. 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  divise  la  fonction  x^  — a:, 
suivant  le  module  /7,  parle  produit  de  toutes  les  fonctions 

irréductibles  qui  divisent  Tune  des  fonctions  x''^ — jr,  où 
(lesl  un  diviseur  de  v,  on  obtiendra  un  quotient  V  qui 
sera  le  produit  de  toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v, 
irréductibles  suivant  le  module  p. 
Par  exemple,  si  v  est  un  nombre  premier,  les  fadeurs 

irréductibles  de  x^  — x  sont  tous  du  degré  v  ou  du 
degré  i  ;  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  est 
x(x — i)  {x —  2). .  .(r — p  4-1),  ou  xP — X.  On  aura 
donc,  dans  ce  cas, 


.V 

V  = : 

jcf  —  ar' 


le  degré  de  V  est  ici  p^ —  p  ;  par  conséquent,  le  nombre  N 
des  fonctions  entières  iTun  degré  premier  v,  irréductibles 
suiuanl  un  module  premier  p,  est 


N  =  'P;^ 


Passons  maintenant  au  cas  général  :  soit 


*=<'?:'■••£'"♦ 


Viî  <7fî'  •  '^^m  étant  des  nombres  premiers  inégaux,   et 
«1,  //„ . . . ,  /?,„  des  entiers  positifs  quelconques.  Pour  abré- 
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ger  récriture,  je  poserai,  quel  que  soit  l'entier  /, 

et  je  ferai  en  outre 

X  =   [v]. 


la  fonction  Xjt  sera  ainsi  le  produit  de 

m  [m  —  i) . .  .  (w  —  /»  -h.  I  ) 


I  .  2  «  •  •  AT 

symboles  [],  et  les  dénominateurs  des  arguments  de  ces 
symboles  seront  les  produits  k  h  k  des  m  nombres  q^ 
Vî?  •  •  •  ^Çm»  Cela  posé,  je  dis  que  l'on  aura 

V  —  ■  • 

A.|  yV.3  Jv^  •  •  > 

Concevons  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
cette  expression  aient  été  décomposés  en  facteurs  irré- 
ductibles, et  désignons  par  F  {x)  l'un  de  ces  facteurs. 
Si  F  (x)  est  du  degré  v,  il  ne  figurera  que  dans  X;  par 
suite  il  aura  l'exposant  i  dans  le  numérateur  de  l'expres- 
sion précédente,  et  le  degré  zéro  dans  le  dénominateur. 

Supposons  que  le  degré  fx  de  F  [x)  soit  inférieur  à  v; 
quelques-uns  des  facteurs  premiers  ç  entreront  dans  v  au 
moins  une  fois  de  plus  que  dans  [i\  si  l'on  désigne  par 
Vi  9  ^S)  •  •  •  ?  9*  ces  facteurs,  dont  le  nombre  s  peut  se  ré- 
duire à  I,  le  degré  a  divisera »  mais  il  ne  divisera 

pas  le  quotient  de  v  par  un  nouveau  facteur  ^,  tel  que  Çs+i* 
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Le  facteur  irréductible  F  (x)  figure  dans  X  à  la  pre- 
mière puissance  5  cherchons  généralement  avec  quel  expo- 
^  sani  il  se  trouve  dans  X^.  Si  l'on  a  Âr>5,  la  fonction  X* 
ne  contient  pas  le  facteur  F  (x)]  mais  si  Ton  a  /:  <  5  ou 
A  =  5,  il  est  évident  que  X*  contiendra  autant  de  facteurs 
égaux  à  F  [x)  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  com- 
binaisons de  s  lettres  prises  k  k  k^  nombre  qui  a  pour 

,         s(s  —  i).  .  ,{s  —  ^-^1)  ,  , 

valeur ^ — ;  par  conséquent,  le  nume- 

I  •  2  •  •  ■  A' 

rateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  précédente 
contiendront  le  facteur  F  (a:)  avec  des  exposants  qui  seront 
respectivement  égaux  à' 

^(^—i)      ^(^  —  Ol^— a)(.v---3) 
1.2  I .2.0.4 

et 

s        s  (s — i)(s  —  2)       s  (s — I  )...(.<• — 4^ 


I  1 .2.3  1.2.3.4*^ 

Mais  ces  deux  nombres  sont  égaux,  car  leur  différence  est 
évidemment  égale  à  (i  —  i)*  ou  à  zéro.  Donc  le  numéra- 
teur de  notre  expression  est  divisible,  suivant  le  module  p, 
parle  dénominateur,  et  le  quotient  delà  division  est  bien 
égal  au  produit  V  de  toutes  les  fonctions  entières  de  de- 
gré V,  irréductibles  suivant  le  module^. 

n  convient  au  reste  de  remarquer  que  le  numérateur 
de  l'expression  de  V  est  algébriquement  divisible  par  le 
dénominateur^  et,  pour  démontrer  ce  fait,  il  suffit  de  re- 
produire le  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
en  représentant  toujours  par  [i  un  diviseur  de  v  et  en 
substituant  au  polynôme  F  (x)  de  degré  fx  l'un  des  facteurs 

linéaires  qui  divisent  algébriquement  x^  — x,  mais  qui 

ne  divisent  pas  x^^' —  x,  (Xi  étant  <[fjt. 
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Le  degré  du  polynôme  V  peut  être  représenté  par 


et,  puisque  ce  polynôme  est  le  produit  de  toutes  les  N 
fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles  suivant  le 
module  p,  on  aura 


N  =  — . 

350.  On  peut  conclure  de  la  formule  précédente  deux 
limites  très-simples  du  nombre  N  des  congruences  irré- 
ductibles de  degré  v,  suivant  le  module  premier  p.  Effec- 
tivement, en  partant  de  la  formule 

^  I  1.2 

on  aura 

I  \  log  p 


\  ^J\  ^J*"\  Cm)        I 

-(-,7){-7l)-('-é)-^ 


log> 

2 


la  caractéristique  log  exprimant  des  logarithmes  népé- 
riens. 

On  conclut  d'abord  de  celle  formule 
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OU 


puis 


Tï> 


ou 


M  <''■-^■ 

V 

,H  1 

log  p    ^            v'  V  log'  p                V-'  v'  log'/? 
.         I                         I        1.2                        l     1.2.3 

\                                       V                                                V 

N>   '(")'''     '', 

•       I  5 


V  I  V 


<(  (v)  désignant  la  totalité  des  nombres  premiers  et  infé- 
rieurs à  V.  Chacune  des  limites  que  nous  venons  de 
trouver  exprime  la  valeur  de  N  quand  v  est  un  nombre 
premier. 

Sur  la  décomposition  d^une  fonction  entière  donnée, 
en  facteurs  irréductibles  suivant  un  module  premier. 

351.  S'il  s'agit  de  décomposer  une  fonction  donnée 
^(x)  en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module  pre- 
mier p,  on  devra  d'abord  chercher  si  cette  fonction  a  des 
diviseurs  multiples;  car  si  elle  en  admet,'  elle  sera  de  la 
forme 

^(^jsV^'V^'V"'...     (moâ.p), 

^19  ^fl>  •  •  •  étant  des  fonctions  entières  qui  n'admettent 
que  des  facteurs  simples  et  que  Ton  peut  obtenir  (n^  344) 
par  de  simples  divisions  algébriques. 

La  question  est  donc  ramenée  au  cas  où  ^{x)  n'a  que  ' 
des  facteurs  simples;  alors  cette  fonction  et  sa  dérivée 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  suivant  le  module  p. 

Cela  posé,  on  aura  le  produit  des  facteurs  irréductibles 
du  premier  degré  de  ^(x)  en  cherchant  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  ^(x)  et  x^ — a:;  désî- 
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gnons  par  Pj  ce  plus  grand  commun  diviseur  qui  peui 
se  réduire  à  l'unité  et  posons 

^{x)  ^ P,  ^,  (a:)     (  nood.  p) , 

•m 

^i(x)  étant  une  fonction  entière. 

On  aura  de  même  le  produit  des  facteurs  irréductibles 
du  deuxième  degré  de  ^{x)  ou  de  ^^  [x) ,  en  cherchant  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  ^i{x)  et 
xP^ —  a:,  et  si  P,  désigne  ce  plus  grand  commun  diviseur, 
lequel  peut  encore  être  égal  à  i ,  on  aura 

^,  (x)  ^  Pa  ^2  (x)     (mod.  p)  y 

§^  [x)  étant  une  fonction  entière. 

Pareillement,  le  plus  grand  commun  diviseur  P^  des 
fonctions  ê%(x)  et  xP^  —  x  donnera,  s'il  ne  se  réduit  pas 
à  i,  le  produit  des  diviseurs  du  troisième  degré 5  on  aura 

^3  ( j;) s  P3  ^3  [x)     (mod.  p) , 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  qu'en  continuant  ainsi  on 
trouvera  nécessairement  une  fonction  ^,„(j:)  qui  se  ré- 
duira à  l'unité,  et  l'on  aura 

^(a:)  =  P,P,P3...P„     (mod./?). 

Il  reste,  pour  achever  la  solution,  à  décomposer  chacun 
des  polynômes  P^  en  facteurs  irréductibles  du  degré  v. 

Pour  cela,  la  méthode  la  plus  générale  consiste  à  effectuer 
la  division  du  polynôme  P^,  par  la  fonction 

Y[x)  zzzx''-^-  Aia:"-'  +  A,^»'-*  +  A^_,  x  +  A;, 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  indéterminés,  et  à  ex- 
primer que  les  v  termes  du  reste  sont  cohgrus  à  zéro  sui- 
vant le  module  p.  On  obtiendra  ainsi  un  système  de  v 
congruences  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer 
les  V  coefficients  Âi,  As,. . .,  A^.  Si  fxv  désigne  le  degré 

de  la  fonction  Py ,  il  est  évident  que  le  système  de  con- 
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gruences  dont  il  vient  d'être  question  admettra  {a  systèmes 
de  solutions  qui  répondront  respectivement  auxjxpoly* 
nômes  irréductibles  de  degré  v  dont  le  produit  est  égal 
àP  . 

y 

Le  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper  com- 
prend comme  cas  particulier  celui  qui  a  pour  objet  la 
recherche  de  toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v,  irré- 
ductibles suivant  le  module  p.  On  tombe  effectivement 
sur  ce  dernier  problème,  en  supposant  dans  ce  qui  précède 

^(x)  =i:xP^  —  X. 

Classification  des  fonctions  entières  de  degré  virréduc-- 
tibles  suivant  le  module  premier  p. 

352.  Soit  n  un  diviseur  de  p^  —  i,  la  fonction  a:"  —  i 

divisera  x^  "^  —  i  ou  x^  — X]  si  donc  oir  la  décom- 
pose en  facteurs  irréductibles,  suivant  le  module  p^  en 
sorte  qu'on  ait 

F{x)F,{x)F2{x) . .  .z=z x'^—  i  -h pxi^)y 

X{^)  étant  une  fonction  entière,  les  fonctions  F[x)y 
f*i  (x) , . . .  feront  partie  de  la  suite  des  facteurs  irréduc- 
tibles de  x^  —  a?,  et  en  conséquence  leur  degré  sera  égal 
à  V  ou  à  un  diviseur  de  v. 

Si  F(x)  est  une  fonction  entière  du  degré  v,  irréduc- 
tible suivant  le  module /9,  et  que  n  représente  le  plus  petit 
nombre  tel  que  af*  —  i  soit  divisible  par  F(x)  suivant  le 
module  /?,  je  dirai  que  la  fonction  F(x)  appartient  à 
V exposant  n.  Il  est  évident  que  /i  est  un  diviseur  de 

p*  —  I,  car  F  (a:)  divisant,  suivant  le  module  p,  les  deux 

fonctions  x''''""*  —  i  et  x"  —  i,  elle  divisera  aussi  x^  —  i, 
si  1*011  désigne  par  0  le  plus  grand  commun  diviseur  des 


i44  COURS  d'algèbre  supérieure. 

nombres  p^  —  i  et  n^  et  puisque  F  (a:)  appartient  à  Tcx- 
posant  7Z,  il  est  nécessaire  que  ^o^  ait  0  =  n.  On  voit 

aussi  que  n  doit  être  un  diviseur  propre  k  p^  —  i,  c'est- 
à-dire  que  n  ne  peut  diviser  p^  —  i  si  fx  est  <^  v  5  car  s'il 

en  était  autrement,  a:"  —  i  serait  un  diviseur  de  xf*^"^  — i 
et  celte  dernière  fonction  serait  par  suite  divisible  par 
F{x)  suivant  le  module  p,  ce  qui  est  impossible  dans 
l'hypothèse  de  (x  <[  v . 

Cela  posé,  nous  nous  proposons  de  déterminer  le 
nombre  des  fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles 
suivant  le  module  premier  p,  et  qui  appartiennent  à  Tex- 

posant  n  diviseur  propre  de  p"  —  i . 

Le  nombre  n  étant  décomposé  en  facteurs  premiers, 
soit 


/2  =  ^«ify««...9««., 


4/1 ,  ^s  9  •  •  •  >  Cm  étant  des  nombres  premiers  inégaux  ] 
posons  aussi 

Xr^X»  — I, 
X,  =  [x'f*  —  i)  \x^*  —  1  j  .  .  .  \x^.«  —  I  j, 


X, 


—  \.r^i^.---^;„— ij, 


la    fonction  X^    sera,   comme    on  voit,  le   produit  de 
— ^ -^-^ — 7 facteurs  qui    se    déduiront    de 


I  •  2  •  •  •  Ar 


x^k  —  I  en  prenant  pour  0^  les  produits  k  k  k  des  facteurs 
^1  )  ^s  9  •  •  •  )  ^m*  Si  Ton  désigne  enfin  par  Y  le  produit  de 
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toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles  sui- 
vant le  module  p^  et  qui  appartiennent  à  Texposant  n,  je 
dis  que  Ton  dura 

__         A.A.2  A.4  A^  t  .  • 

V  *— •"  » 

A.|  ^3  A.^  •  •  * 

Pour  justifier  cette  assertion,  nous  emploierons  un  rai- 
sonnement semblable  à  celui  dont  nous  avons  fait  usage 
au  n**  349.  Les  deux  termes  de  l'expression  de  V  étant 
décomposés  en  facteurs  irréductibles,  soit  F  (a:)  l'un  de 
ces  facteurs  5  si  la  fonction  F  (or)  appartient  à  l'expo- 
sant rij  elle  ne  figurera  que  dans  X^  en  conséquence,  elle 
aura  l'exposant  i  au  numérateur  de  V  et  l'exposant  zéro 
au  dénominateur.  Si  la  fonction  F  (or)  appartient  à  un 
exposant  m  inférieur  à  w,  m  divisera  les  quotients  obtenus 
en  divisant  n  par  quelques-uns  des  facteurs  q^qi^q^^,..^q^ 
par  exemple-,  le  facteur  F(x)  figure  dans  X  à  la  pre- 
mière puissance;  il  ne  figure  point  dans  X*  si  l'on 
a  A^5-,  mais  si  l'on  a  k<^Sy  F(a:)  entrera  dans  X^  avec 

I,                   sis  — 1)...(^ — ^ -+- i)       .  /     1  , 

1  exposant  -^ 7 •  qui  est  égal  au  nombre 

des  combinaisons  de  s  lettres  prises  k  k  h.  Il  résulte  de 
là  que  quand  on  aura  simplifié  l'expression  de  V,  le  fac- 
teur F{x)  aura  l'exposant 

s       sis  —  1)  ^  . 

11.2  \       /        y 

et,  en  conséquence,  la  fonction  V  est  égale  au  produit  de 
toutes  les  fonctions  irréductibles  de  degré  v  qui  appar- 
tiennent à  Fexposant  n  5  nous  désignerons  par  N  le  nombre 
de  ces  fonctions. 
Le  degré  de  la  fonction  V  est 

(n         n                   n  \        /    n            n  \ 

-H h. ..H )-+-( 1 h...)  -*-.., 
7i      Ci              <iml     \q\q^      qxq%  f 

n 


n.  10 
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ou 


''('-?:)(-?:)-('-r.)' 


on  aura  donc 

''=r-(-i)(-i)-(-ï:)' 

OU 

V 

en  désignant  par  cf  (/>)  le  nombre  des  entiers  inférieurs 
à  7ï  et  premiers  an. 

Si  n  est  un  nombre  premier,  la  formule  précédente  se 
réduit  à 

«T      ^  —  I 

N  = , 

V 

et  Ton  en  tire 

/î  =  vN  -I- 1, 

d'où  il  résulte  que  tout  nombre  premier,  diviseur  propre 

k  p* —  I,  est  de  la  forme  Av  •+- 1,  ce  qui  rentre  dans  un 
théorème  du  à  Euler. 

353.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  fonctions 
entières  de  degré  v,  irréductibles  suivant  le  module  p,  se 
partagent  naturellement  en  plusieurs  classes,  d'après 
Texposant  auquel  elles  appartiennent.  L'une  de  ces  classes 
comprend  les  fonctions  qui  appartiennent  à  l'exposant 

p"  —  I  et  qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie 
que  nous  exposons  ;  on  a,  par  exemple,  la  propriété  remar- 
quable comprise  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  - —  Si  F  (x)  désigne  une  fonction  de 
degré  v,  irréductible  suivant  le  module  p,  et  appartenant 

à  r exposant  p^  —  i ,  on  obtiendra  les  p^  —  i  fonctions 
entières  de  degré  v  —  i  distinctes  suii^ant  le  module  p, 
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en  prenant  les  restes  de  la  diuision  par  F  {x)  des  puis^ 

sauces 

y 
Mv  •     *^9     •«'••••a     »*•*  • 

En  effet,  deux  de  ces  puissances,  oc^  et  ac^^^,  divisées 
parF(j:),  ne  peuvent  donner  des  restes  de  degré  v^ — i 
congrus  suivant  le  module  p  \  car  autrement  l'expression 

x»+«i  —  J.I"     ou     af*  [af*  —  i) 

serait  divisible  par  F  [x)  suivant  le  module  p,  et  il  en 
serait  de  même  de  x^  —  i  :  or  cela  est  impossible,  puisque 

n  est  moindre  que  l'exposant  p*  —  i  auquel  appartient 
F(a:). 

354.  T indiquerai  ici  une  conséquence  assez  remar«- 
({uable  de  la  théorie  que  nous  venons  d'exposer  et  qui  con- 
siste dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  n  est  un  nombre  premier,  que  a 
soit  une  racine  primitii^e  de  w,  et  que  le  module  p  soit  de 
la  forme  a  +  kn,  la  fonction 

X»  —  I 

X  —  I 

sera  irréductible  suivant  le  module  p. 

En  effet,  n  est  un  nombre  premier^  il  est  d'ailleurs  di- 
viseur propre  à  z?"""*  —  i ,  puisque  p  —  kn  est  une  racine 
primitive  de  n\  donc  le  nombre  des  facteurs  irréduc- 

tibles  de  V,  suivant  le  module yj;,  est  ici  égal  à  - — -  ou  à  i . 
CoHOLLÀiRE.  —  Si  n  est  premier^  la  fonction 

•F  ~*—  I 

est  ALGÉBRIQUEMENT  irréductible. 

En  effet,  soit  a  une  racine  primitive  de  n.  L'illustre 
Lejeuae-Dirichlet  approuvé  que  la  progression  arithmé- 
tique 

a,  a  -^/tf  a-^in,  a  +  3 n, •  •  • , 

lO. 
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renferme  une  infinité  de  nombres  premiers.  Soit 

p  =  a  -{-  kn 

l'un  de  ces  nombres  premiers  ;   la  fonction  est 

irréductible  suivant  le  module  p]  donc,  à  plus  forte  rai- 
son, elle  est  irréductible  algébriquement. 

Comparaison  des  fonctions  entières  irréductibles  suivant 
le  module  p^  qui  appartiennent  à  des  exposants  for^ 
mes  des  mêmes  facteurs  premiers, 

355.  Lorsque  n  est  divisible  par  le  module  p^  si  l'on 
fait  n  ■=.  pn\  on  aura 

x^  —  i^(^*  —  i)P     (mod.  j»), 

en  sorte  que  la  fonction  a;"  —  i  est  ramenée  à  x^  —  i . 
Nous  supposerons  que  n  n'est  pas  divisible  par  p  5  alors 

si  l'on  désigne  par  v  le  plus  petit  nombre  tel,  que  p^  —  i 

soit  divisible  par  /z,  la  fonction  x^  —  i  divisera  a:^  — x 
suivant  le  module  p  et  chacun  de  ses  facteurs  irréduc- 
tibles sera,  comme  on  l'a  vu,  d'un  degré  égal  à  v  ou  à  un 
diviseur  de  v.  Mais  ceux  de  ces  facteurs  qui  appartiennent 
à  l'exposant  n  sont  tous  du  degré  v,  et  nous  avons  vu  que 

leur  nombre  est  égal  à^^-^j  cp  ayant  la  signification  ha- 

bituelle. 

Cela  posé,  désignons  par  jul  le  plus  petit  nombre,  tel 

que^^  — I  soit  divisible  par  chacun  des- facteurs  pre- 
miers qui  divisent  tî,  il  est  évident  que  v  sera  un  multiple 
de  JU15  car  soit  v  =  ja^ -4- r  ;  les  facteurs  premiers  de  n 
divisent  par  hypothèse  pf*^*^"^^  —  1  et  p^^  —  i  qui  est  un 

multiple  de  p^ — i  ;  ils  divisent  par  suite  la  différence 
pM-^r  —  ^u.q  ^^  p/A^  ^^r  —  ^y  jy^^j^  ^^|^  ^^^  impossible,  à 
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moins  que  r  ne  soit  nul,  puisque  r  est  <^  //;  donc  on  a 

(l)  v=9rp. 

Soit  ^—1 —  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  n 
et  p^  —  I  ',  si  l'on  fait 


^P 


/*_. 


I 


(2)  « = '—^  1, 

\etd  seront  premiers  entre  eux  5  on  aura  ensuite 

(3)  £:zi  =  ^/i!^, 

et,  comme  le  premier  membre  de  celte  formule  est  un 

nombre  entier,  X  sera  un  diviseur  de •  En  élevant 

/?^  — I 

à  la  puissance  q  Fidentité 
îl  vient 

(4)  { '''*"'      '         '■"* 

I  .  2  .  .  •  A* 

expression  qui  doit  être  divisible  par  X. 

Désignons  par  6  un  facteur  premier  de  X,  et  soit  6^  la 
plus  haute  puissance  de  0  contenue  dans  X.  Comme  0 

est  un  diviseur  de  n  et,  par  suite,  de  p^  —  i,  on  voit,  par 
la  formule  (4))  qu'il  est  aussi  un  diviseur  de  g  ;  mais  je 
dis  en  outre  que  si  0  n'est  pas  égal  à  2,  chacun  des  termes 
de  l'expression  (4)  à  partir  du  deuxième  renferme  une 
puissance  plus  élevée  de  0  que  le  premier  terme.  En  effet, 
le  rapport  du  terme  général  au  premier  terme  peut  être 
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mis  sous  la  forme  d'un  produit  de  trois  facteurs,  savoir  : 

^     '  1.2...  (A-  —  l)  \        ®        /  ^ 

les  deux  premiers  facteurs  sont  des  nombres  entiers; 
quant  au  troisième  facteur,  il  est  supérieur  à 

,  +  (^-i)(9-i)                        (>^-i)(9-2) 
; OU  a     I  -t-. ' ? 

K  A' 

par  suite,  supérieur  à  i,  quand  fl  est  ^  2,  puisque  k  est 

au  moins  égal  à  2  ;  la  fraction  irréductible  égale  à  -j- 

renferme  donc  le  facteur  6  à  son  numérateur*  Le  premier 

membre  de  la  formule  (4)  étant  divisible  par  6*,  par  hy- 
pothèse, il  faut,  d'après  ce  qui  précède,  que  g  soit  divi- 
sible par  6*. 

Si  donc  X  est  un  nombre  impair,  g  sera  divisible  par  X. 
Réciproquement,  si  g  est  divisible  par  X,  l'expression  (4) 
l'est  évidemment  elle-même,  et  en  conséquence  le  pre- 
mier membre  de  la  formule  (3)  est  un  nombre  entier.  On 

voit  alors  que  v  étant  le  plus  petit  nombre  tel,  que  p^  —  i 
soit  divisible  par  /i,  on  doit  avoir  ^  =  X  et,  par  suite, 

(6)  V  =  XfX. 

Examinons  s'il  y  a  lieu  de  modifier  cette  conclusion 
quand  X  est  pair.  D'abord,  si  X  est  double  d'un  impair, 
l'expression  (4)  doit  être  divisible  par  2,  ce  qui  exige 
que  ç  le  soit  aussi  5  donc,  pour  que  l'expression  (3)  soit 
un  nombre  entier,  il  est  encore  nécessaire  et  suffisant 
][ue  q  soit  un  multiple  de  X,  et  la  formule  (6)  subsiste.  ' 

Supposons  donc  que  X  soit  divisible  par  une  puissance 
de  2  supérieure  à  la  première.  Quand  on  faitO  =  2,  dans 

2*~* 

Texpression  (5),  le  troisième  facteur  devient  —7-  *,  il  n'est 
jamais  inférieur  à  i,  car  k  est  au  moins  égal  à  2,  mais  il 
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se  réduit  à  i  pour  k  =:  a^  et  alors  il  peut  arriver  que  les 
deux  premiers  termes  de  l'expression  (4)  renferment  le  fac* 
leur  a  À  la  même  puissance.  Toutefois  ce  cas  ne  se  présea* 

tera  pas  si  ^^  —  i  est  divisible  par  4i  c'est-à-dire  si  p  est 
de  la  forme  4^^  + 19  ou  si,  p  étant  de  la  forme  4'7t— -i^ 
jx  est  un  nombre  pair.  Dans  ces  deux  cas^  la  présence  du 
facteur  2  dans  X  n'exige  aucune  modification,  et  la  for* 
mule  (6)  subsiste. 

Mais  il  n'en  est  plus  ainsi,  dans  le  cas  qu'il  nous  reste 
à  examiner,  savoir  celui  où  p  est  de  la  forme  ^m — i  et  où 
fx  est  un  nombre  impair,  X  étant  divisible  par  une  puis- 
sance de  2  supérieure  à  la  première;  il  importe  d'exa- 
miner ce  cas  avec  attention.  Dans  l'hypothèse  où  nous 
nous  plaçons,  on  a 

t  et  5  étant  des  nombres  impairs  et  les  exposants  i',/ étant 
égaux  ou  supérieurs  à  2.  Comme  [i  est  impair,  la  première 
de  ces  formules  donnera 

6  étant  un  nombre  impair;  en  outre  l'exposant  q  devant 
être  pair,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  on  aura,  en  élevant 
la  précédente  formule  à  la  puissance  ç, 


.         i^-    —  I  2'-' 0—1    L         1  1.2 

I.2...A-  J 

le  rapport  du  terme  général  entre  parenthèses  au  premier 
terme  est 

1.2.. .(/l  —  i)  k      ' 

I 

I  étant  au  moins  s,  si  l'on  prend  A  ^  i ,  le  dernier  facteur 


iSn  covRS  d'algèbre  supérieure. 

de  cette  expression  sera  supérieur  à  i,  et  la  fraction  irré- 
ductible qui  lui  est  égale  aura  un  numérateur  pair  ;  d'ail* 
leurs  les  autres  facteurs  sont  entiers,  donc  le  premier  des 
termes  entre  crochets,  dans  la  formule  (7),  renferme  le 
facteur  a  à  une  puissance  moins  élevée  que  les  termes  sui- 
vants. Alors  si  Ton  désigne  par  (ù  le  plus  petit  nombre  de 
facteurs  2  qu'il  faille  introduire  dans  g  pour  que  l'expres- 
sion (3)  soit  entière,  on  aura 

w  =  I     ou     6>  =j  —  «  H-  I , 

savoir  :  cd  =s  i,  si  l'on  a 

y  <  ou  =  I, 

car  il  suflSt  alors  que  ç  soit  pair  ;  et  w  =j  —  «  4- 1  >  si  l'on  a 

D'ailleurs,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  q  ne  doit  contenir 
que  les  seuls  facteurs  premiers  impairs  de  1  ;  donc  on  a 


g       —. —     ou     g  —  —. —  ) 
*       ^J-'                     2'-' 

et  par  suite 

(8) 

Xa 

ou 

(9) 

2'-' 

La  formule  (8)  a  lieu  dans  le  cas  dejf  <^i,  et  la  for- 
mule {9)  dans  le  cas  de  j'^î\  les  deux  formules  coïn- 
cident quand/  =  z*. 

356.  Nous  allons  développer  actuellement  les  consé- 
quences de  l'analyse  précédente.  Considérons  d'abord  le 
cas  où  la  formule  (6)  a  lieu,  et  désignons  par  N  le  nom- 
bre des  fonctions  entières  irréductibles  du  degré  v  qui 
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appartiennent  à  Texposant  tz,  ou  aura  (n°  352) 

cp(«)_cp(/l) 

Si  — n — , 

ou,  à  cause  de  la  formule  (a), 

[t.       d  n 

Soit  n'  un  nombre  contenant  tous  les  facteurs  premiers 
de  Ti  avec  des  exposants  quelconques,  mais  n'en  contenant 
pas  d^autres,  on  aura 

ff{n')        ep(/i) 

7-  = > 

n  n 

>/*  — 

et  de  p'*  —  I ,  on  peut  prendre 

pf^  —  i 


et  puisque  ^-— —  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n 


n 


Remplaçant  donc  n  par  cette  valeur  n',  Fexpression  de  N 

devient 

d'où  il  résulte  que  N  représente  aussi  le  nombre  des  fonc- 
tions irréductibles  de  degré  fx  qui  appartiennent  à  Fexpo- 

pf^  —  i 
d 
Posons,  pour  abréger, 


pf^—i 


=:^,     d'où     n  =  Sl, 


et  décomposons  x^  —  i  en  facteurs  irréductibles  suivant 
le  module  p  ^  soit 

(11)  a?*  — i  =  F(*)F,(j?)Fa(ar)...-4-/?x(*)- 
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Il  est  le  plus  petît  nombre  tel,  que  x^ —  i  soît  divisible 
par  X  —  I  suivant  le  module  p  •,  car  s'il  en  était  autre- 
ment et  que  d  divisât. p^  — i?  /^'  étant  <^/ji,  le  nombre 

p^  —  I  renfermerait  tous  les  facteurs  premiers  de  ?»,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse.  Cette  remarque  nous  confirme 
ce  fait  qui  résulte  d'ailleurs  de  notre  analyse,  savoir,  que 
le  degré  de  chaque  facteur  irréductible  de  la  formule  (i  i) 
est  égal  à  fUL  ou  à  un  diviseur  de  fx. 

Remplaçons  maintenant  x  par  x  dans  la  formule  (ii), 
il  viendra 

(12)      a7»--i  =  F(a?^)F,(x^)F,(x^)  H- • .  .  +  /?x(^^)- 

Soient 

(i3)  F(.r),  F.(x),...,  l\^,{x) 

les  N  facteurs  du  degré  [i  de  la  formule  (i  i),  il  est  évi- 
dent que,  dans  la  formule  {12),  les  facteurs  du  degré 
X^  =  V  seront 

(i4)  F(x^),  F.(x^),...,  F«_,(^^)- 

Or  il  y  a  N  fonctions  irréductibles  du  degré  v,  lesquelles 
divisent  a?" — l 'suivant  le  module  p'^  donc  ces  fonctions 
ne  sont  autre  chose  que  les  polynômes  (14)5  ce  qui  donne 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  Von  a  formé  les  N  fonctions  en^ 
tières  irréductibles  de  degré  p  suivant  le  module  /?,  qui 

appartiennent  à  V  exposant— -^ — >  puis  que  Von  y  remr 

place  X  par  x^,  X  étant  un  nombre  premier  avec  d  et  qui 
ne  renferme  aucun  facteur  premier  différent  de  ceux 

par  lesquels  p^  —  i  est  divisible^  on  obtiendra  les  N 
fonctions  irréductibles  du  degré  iji,  qui  appartiennent  à 
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V exposant  ^^—\ —  •  It  faut  cependant  excepter  le  cas 

oùj  p  étant  de  la  forme  4*  —  i»  ft  est  un  nombre  impair 
et  1  un  nombre  divisible  par  4* 

357.  Considérons  maintenant  ce  cas  d'exception,  dans 
lequel  /?  est  de  la  forme  ^m  —  i ,  /iiin  nombre  impair  et  X 
un  nombre  divisible  par  4.  Alors  Tune  des  formules  (8) 
et  (9)  a  lieu,  et  si  Ton  désigne  encore  par  N  le  nombre 
des  fonctions  entières  irréductibles  du  degré  v  qui  appar- 
tiennent à  Texposant  tz,  on  aura 

en  nommant  k  le  plus  petit  des  deux  nombres  i  et  j  5  on 
peut  écrire  aussi,  à  cause  de  la  formule  (2), 

l/L      d  n 

Comme  tous  les  facteurs  premiers  de  l'un  des  nombres 

»^— I 
^  ^^  — 5 —  appartiennent  aussi  à  l'autre,  on  peut  encore 

remplacer  ici 

d  n 


»=.^.i,(^ 


jiijest  donc  le  nombre  des  fonctions  irréductibles  de 

degré fx qui  appartiennent  à  l'exposant       ~7^  =  5. 

Nous  conservons  la  formule  (11),  qui  donne  la  décom- 
position du  binôme  x^ —  i  en  facteurs  irréductibles,  ainsi 
^ne  la  formule  (la)  qu*on  en  déduit  en  remplaçant  x 
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par  x^.  Ceux  des  facteurs  F(ar),  Fi{x)  qui  appartien- 
neut  à  un  exposant  inférieur  à  $  donneront,  dans  la  for- 
mule (12)9  des  facteurs  correspondants  dont  les  diviseurs 
irréductibles  appartiendront  à  un  exposant  moindre 
que  n.  Donc  les  facteurs   irréductibles  de  x"  —  i  qui 

appartiennent  à  Texposant  v  =  -^  sont  nécessairement 

N 
des  diviseurs  de  l'un  des  -^,  polynômes 

qui  répondent  aux  -^^  facteurs 

F(x),  F|(a:),  F,(a:),... 

relatifs   à  l'exposant  ^.    Les  polynômes  dont  il   s'agit 

N 
sont  du  degré  Afjt,  leur  nombre  est-jp-,>  et  le  nombre 

des  fonctions  irréductibles  du  degré  -^,  est  N5  donc 
cbacun  de  nos  polynômes  est  le  produit  de  a*""*  facteurs 
irréductibles  du  degré  -^  •  De  là  résulte  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  II.  —  Soient  p  un  nombre  premier  de  la 
forme  aft  —  i,  oii  i  n^est  pas  inférieur  à  n  et  oà  t  est 

un  nombre  impair^  fi  un  nombre  impair'^  ^—^ —  un  divi- 
seur de  p^  — 1*5  X  un  nombre  de  la  forme  2h,  où,  j  n'est 
pas  inférieur  à  2  et  ou  s  est  un  nombre  impair^  enfin 
k  le  plus  petit  des  nombres  i  et  /. 

Si  Von  a  formé  les  -p^  fonctions  entières  irrèducti- 
blés  de  degré  jx  suivant  le  module  p  qui  appartiennent  à 
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Vexposant^—— — ^j  puis  quon  y  remplace  x  par  x\  le 

nombre  X ,  de  la  forme  indiquée,  étant  premier  avec  d 

et  ne  renfermant  que  les  seuls  facteurs  premiers  quijigu* 

N 
rent  dans  p^  —  i ,  on  obtiendra  —j^^  fonctions  du  degré 

ijx,  et  chacune  déciles  sera  décomposable  en  2*^*  f^c-- 
leurs  irréductibles  y  ce  qui  donnera  en  tout  N  polynômes 

irréductibles  du  degré  —^^  • 

358.  Désignons  par  gf.une  racine  primitive  du  nombre 
premier  p\  les  fonctions  du  premier  degré  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  ^— —  seront  évidemment  x — g^  ^ 

a  étant  un  nombre  premier  avec  •  Si  donc  on  repré- 

sente ces  fonctions  par  x  —  g"^  d  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  e  et  p  —  i .  D'après  cela, 
si  Ton  suppose  fA=  i,  dans  les  énoncés  des  théorèmes  I 
et  II,  on  obtient  cette  proposition  nouvelle  qui  a  une 
assez  grande  importance,  savoir  : 

Théorème  III.  —  Soient  g  une  racine  primitii^e  du 
nombre  premier  p'^l  un  nombre  entier  qui  ne  renferme 
aucun  facteur  premier  différent  de  ceux  qui  div^isent 
p  — 15  e  un  nombre  entier  premier  avec  'X'y  d  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  e  et  p  —  i . 

i*^  Sip  est  de  la  forme  4^  •+•  i>  ou  si^  p  étant  de  la 
forme  J^q  —  i,  le  nombre  "k  est  impair  ou  double  d'^un 

impair,  la  fonction  binôme  x  —  g^  est  irréductible  sui^ 

vantle  module  p  et  elle  appartient  à  r  exposant  X-  « 

0?  Si  p  et  X  sont  respectivement  des  formes 
p=  2*f  —  I,  X  =  A'^>  i^^j  étant  au  moins  égaux  à  2, 
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et  tj  s  étant  des  nombres  impairs^  sien  outre  on  désigne 
par  k  le  plus  petit  des  nombres  i,  /,'  la  fonction  binôme 

X  —  g'  est  réductible  suivant  le  module  p,  et  elle  se  dé» 
compose  en   a*""*  facteurs  irréductibles  du  degré  -j^ 

qui,  tous,  appartiennent  à  V exposant  X  ^-^ —  • 

Ce  théorème  nous  fait  connaître,  sans  aucune  excep* 
tion,  toutes  les  fonctions  binômes  irréductibles  suivant  le 

module  premier  p.  En  effet,  la  fonction  x^  —  g^  (mod.  p) 
ne  saurait  être  irréductible  si  X  et  e  ont  un  diviseur 
commun.  En  outre,  si  X  contient  un  facteur  premier  6  qui 

ne  divise  pasp  —  i,  la  congruence  a:^  —  ^^o  (mod.  p] 

aura  une  racine  et  par  suite  x  —  g^  admettra  suivant  le 
module  p  un  diviseur  de  la  forme  x^^a\  il  s'ensuit 

que  x^  —  a  sera  pareillement  un  diviseur  de  x^  —  ^. 

359.  Lorsque  p  est  un  nombre  de  la  forme  Tft  —  i  oui 
est  au  moins  égal  à  a  et  où  ;(  est  un  nombre  impair,  il 
n'existe  de  fonctions  binômes  irréductibles  de  degré  X, 
ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  que  dans  le  cas  où  X  est  im- 
pair ou  double  d'un  impair.  Mais  quel  que  soit  le  nombre 
pair  X,  pourvu  qu'il  ne  renferme  que  les  facteurs  pre- 
miers par  lesquels  p  —  i  est  divisible,  on  peut  former 
facilement  des  fonctions  trinômes  de  degré  X  irréduc- 
tibles suivant  le  module/?. 

En  effet,  le  nombre  p  étant,  par  hypothèse,  de  la  forme 

p  =  2,U  —  l^ 

et  t  étant  impair,  posons 

le  nombre  v  sera  divisible  par  of,  car  X  est  pair.  Ensuite, 
81  g  désigne  une  racine  primitive  de  p  et  que  e  soit  un 
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nombre  premier  avec  X,  la  fonction 

sera,  diaprés  le  théorème  III  (n^  358),  décomposable  en 
2'**  facteurs  irréductibles  du  degré  X.  Pour  obtenir  ces 
facteurs,  remarquons  d'abord  que  2*  ei  p  — i  ont  2  pour 

plus  grand  commun  diviseur  et  que  e  et sont  im- 
pairs; il  en  résulte  que  Ton  pourra  toujours  trouver 
deux  entiers  d  et  ^  tels,  que  Ton  ait 


2'0— .(;7  — l)Çzrre-t- 


P-'. 


2 

alors  g  étant  racine  primitive  de  p^  on  aura 

/^B-^'    (mod.y.), 
et  la  fonction  que  nous  considérons  sera 


X 


V     ^___a'-';  .  ^l'd 


^  =  :r^     '^g'^'     (mod.p). 


Cela  po^é,  désignons  par  u  et  <^  deux  variables^  les 
deux  fonctions 

p-hl            p-hl  p  —  1            p-^l 

•1                           îl       J  O                          1 


seront    divisibles     algébriquement,    la    première    par 

m'*"'  4-  i^**""*,  la  seconde  par  u-hi^.  car  t  et^~"     sont 

*  2 

des  nombres  impairs;  le  produit  de  ces  fonctions  peut 

donc  être  mis  sous  la  forme 

f  étant  un  polynôme  à  coeflicients  eniiers*  Mais  si  l'on 
effectue  la  multiplication  des  deux  mêmes  fonctions,  on 
trouve  le  résultat 


(uP  -hvP)  -h  (u  -h  «')(««') 


a    9 
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nous  savons  d'ailleurs  que 

et  il  est  évident  que  'j(^(u'j  f^)  est  divisible  par  a+i^,  en 
sorte  qu'on  peut  écrire 

[uJ?  -^  vP)  =  [u  -¥•  v)P  —  p{u  '\-  v)f,[u,  v)  y 

f^  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  En  égalant 
entre  elles  les  deux  expressions  du  produit  que  nous  con- 
sidérons, après  avoir  supprimé  le  facteur  m  -f-  i^,  on  ob- 
tient l'identité  suivante 


où  f  et  fi  sont  évidemment  des  polynômes  à  coefficients 

entiers,  fonctions  symétriques  des  variables  u  et  f^. 

Remplaçons  maintenant  u.  et  \^  par  les  deux  racines  de 

l'équation 

X^  — ÇX  — 1  =  0, 

où  I  désigne  une  nouvelle  variable  5  toutes  les  fonctions 
symétriques  entières  de  u  et  1^,  à  coefficients  entiers, 
deviendront  des  fonctions  entières  de  ^,  dans  lesquelles 
les  coefficients  seront  encore  entiers;  la  formule  (1) 
donnera  donc 

(2)  çp-._x=.E(Ç)y(Ç)-f.;.X(5), 

en  posant 


ou 


«-1   .     .1-1 


(3)    E(?)  =  [|-f-^|V.J'"'  +  [|-y/|+xJ^', 

et  en  désignant  par  f  (^)r  x(U  ^^^  polynômes  à  coeffi- 
cients entiers. 
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Maintenant,  comme  le  polynôme  E(g)  est  un  divi- 
seur de 

la  congruence 

(4)  E(Ç)  =  o     (mod;p), 

qui  est  du  degré  2"~%  aura  2'""*  racines,  et  en  désignant 
ces  l*acines  par 

on  aura 

it(^)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers. 

Les  formules  (3)  et  (5)  donnent  pour  E  (g)  des  valeurs 
qui  doivent  être  identiques  ]  si  on  les  égale  entre  elles,  et 
qu'on  pose 

X  X 

•^'  /  / 7         ^^  S^ 

*i  2 

il  viendra,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 


Uw-ïg'^^-g-">) 


^[x)  désigne  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  et  le 
signe  TT  exprime  le  produit  des  facteurs  que  représente 
l'expression  •    ' 

X 

quand  on  prend  pour  ^  chacune  des  racines  de  la  con- 
gruence (4)*  Les  facteurs  dont  il  s'agit  sont  précisément 
les  fonctions  irréductibles  que  nous  voulions  trouver. 
II.  Il 
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Sur  une  fonction  irréductible  du  degré  p,  suii^ant  le 

module  p, 

360.  La  méthode  que  nous  avons  exposée  au  n^  351  pour 
former  les  fonctions  irréductibles  n'est  guère  susceptible 
d'être  appliquée.  Aussi  doit- on  attacher  quelque  impor- 
tance aux  théorèmes  qui  précèdent  et  qui  permettent  de 
former  directement  une  fonction  irréductible  de  degré  'k, 
lorsque  le  nombre  X  ne  renferme  que  les  facteurs  pre- 
miers du  module  diminué  de  l'uni  lé  5  on  verra  effective- 
ment plus  loin  que  la  connaissance  d'une  fonction  irré- 
ductible d'un  degré  quelconque,  suivant  un  module 
premier,  suffit  pour  qu'on  puisse  former  directement 
toutes  les  autres  fonctions  irréductibles  du  même  degré. 

Je  présenterai  encore  ici  une  proposition  qui  fait  con- 
naître une  fonction  irréductible  du  degré  premier  p^ 
suivant  le  module  p. 

Théorème.  —  Si  le  nombre  g  n*est  pas  dii^isible  par 
le  nombre  premier  p,  la  fonction  x^  —  x  —  g  est  irré- 
ductible  suivant  le  module  p. 

En  effet,  soit  F(a:)  un  facteur  irréductible,  suivant  le 
module  p^  de  la  fonction  dont  il  s'agit.  On  aura 

xP  —  X  —  g^Y[x)ff[x)     (mod. /?), 

^{x)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  On  tire 

de  là 

xP  ^  X -A- g -^  Y  (x)  f^  [x)     (mod./?), 

et  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  /?"*"*, 

xP^^x/»""'  -h  g'  4-  F(x)  <p(ar)     (mod./?), 

<^{x)  désignant  encore  ici  un  polynôme  à  coefficients 
entiers. 
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Faisons  successivement  m  =:  i,  2,  3, .  •  •,  il  viendra 

xP  ^x    -4-g'-HF(:r)ç(x) 


et  on  aura,  quel  que  soit  m, 

xP'^  ^x -^  mg  ^Y(x)ff{x)     {moà,  p). 

Supposons  maintenant  que  m  désigne  le  degré  de  F(x)^ 

alors  F(t)  divisant    xf^  —  or,    la  formule   précédente 
exige  que  l'on  ait 

mg^o     ou     m^o     (mod.p); 


m  étant  ainsi  un  multiple  de  /;,  on  a  m:==^  p'^  par  suite 
F(x)  ne  peut  être  que  la  fonction  x^ — ^'^g  elle-même. 

ClassificatioJi  des  fonctions  réduites  suii^ant  un  module 
premier  et  suivant  une  fonction  irréductible. 

36t«  Soit  F (x)  une  fonjction  entière  irréductible  sui- 
vant le  module  premier  p\e\  Ton  pose 

/(a:)  z=at-+  aix  ^  a^x*  -H . . ,  -4-  a^_^  «""S 
Oç,  a,,. .  .5  ûj^^.,  étant  des  entiers  compris  entre  o  cl 

p  —  I,  ou  entre  — ^ et  +^ ?  /(^)  ^^^  Texprcs- 

sien  générale  des  fonctions  réduites  suivant  le  module  p 
et  suivant  la  fonction  irréducdUe  F  (x).  Le  nombre  total 

de  ces  fonctions  réduites  est  p*  et  nous  avons  tu  que  cha- 
cune d'elles  satisfait  à  la  condition 

II. 
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qui  exprime  que  la  fonction 

est  divisible  par  F  [x)  suivant  le  module  p. 

Nous  nous  proposons  d'établir  ici  à  l'égard  des  fonc- 
tions f{x)  une  classification  de  tout  point  semblable  à 
celle  que  nous  avons  faite  pour  les  nombres  entiers  dans 
le  Chapitre  précédent.  L'analyse  que  nous  allons  déve- 
lopper ne  suppose  pas  le  théorème  que  nous  venons  de 
rappeler^  celui-ci,  au  contraire,  se  présentera  comme 
une  conséquence  de  cette  analyse. 

Dans  ce  qui  va  suivre  je  ferai  usage  d'une  notation 
particulière  qu'il  convient,  je  crois,  d'introduire  dans 
la  théorie  qui  nous  occupe*  Puisque  nous  écrivons 
A^B(mod,  p)  pour  exprimer  que  la  différence  des 
nombres  A  et  B  est  divisible  par  p,  il  semble  naturel  d'ad- 
mettre la  notation 

^(x)=/(a:)     [mod./7,  ¥{œ)] 

pour  exprimer  que  la  différence  des  deux  fonctions  en- 
tières ^(x)^  f[x)  est  divisible,  suivant  le  module  p,  par 
la  fonction  irréductible  F(a:).  Celle-ci  prendra  alors  le 
nom  Ae  fonction  modulaire,  et  je  dirai  que  ^  [x]  elf[x) 
sont  congrues  sui\^ani  le  module  p  et  suis^ant  la  fonction 
modulaire  "P  [x).  Enfin,  pour  abréger  le  langage,  je  don- 
nerai le  nom  de  résidus  minima  aux  fonctions  réduites 
suivant  le  module  et  suivant  la  fonction  modulaire. 

362.  Cela  posé,  soit  X  l'une  quelconque  des  p^  —  i  va- 
leurs de^{x)  autres  que  zéro  \  nous  ferons,  dans  ce  qui  va 
suivre,  abstraction  de  la  valeur  zéro.  Les  résidus  minima 
des  termes  de  la  suite 

seront  aussi  des  valeurs  de/'{a:).  Mais,  parce  quey(j::) 
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n'a  que  p*  —  i  valeurs  distinctes,  il  faut  que  quelques- 
unes  de  ces  valeurs  se  trouvent  reproduites  une  infinité 
de  fois  dans  la  série  des  puissances  de  X.  Supposons  que 

Ton  ait 

Xn+n'  =  X»'     [mod.  /?,  F  (.r)], 

ou 

X»'  (X»  —  i)  s  o     [mod.  /?,  F  [x)\ 

Comme  X"'  ne  peut  être  divisible  par  F  (a:),  suivant  le 
module  p^  il  faut  que  l'on  ait 

X»^i     [mod.;?,  F(j:)], 
et,  par  suite,  v 

X'-si,  X*«==i,...     [mod./?,  F(:r)]. 

n  y  a  donc  une  infinité  de  puissances  de  X  congrues  à 
l'unité.  Soit  n  le  plus  petit  nombre  tel,  que  Ton  ait 

X»^!     [mod./?,  F(jc)], 

on  aura  ces  n  valeurs  Aef[x)  dont  les  résidus  minima 
seront  distincts,  savoir  : 


»— I 


Si  Ton  ap^ —  i  =  ;i,  la  suite  (i),  ou  celle  de  ses  résidus 
minima,  comprendra  toutes  les  valeurs  de  f(x). 

Si  l'on  a  /?^  —  1^  rij  soit  Xj  l'une  des  valeurs  def(x) 
qui  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  résidus  minima  de 
.   la  suite  (i)^  en  multipliant  les  fonctions  (i)  par  Xt,  on 
obtient  les  nouvelles  fonctions 

(2)  X,,  XX.,  X'Xi,...,  X"- X,, 

dont  les  résidus  minima  sont  distincts  ;  car  soient  n'  et  ?i^' 
deux  nombres  inférieurs  à  n  ;  si  l'on  avait 

X-' X,  —  X«" X,  =  o     [mod. /?,  F  (jc)], 

coïixme  Xi  ne  peut  être  divisible  par  F[x)^  suivant  le 
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module  p,  on  aurait 

X»'  — X-^so    [mod./?,  F(x)], 

» 

ce  qui  est  contre  Thypothèse.  En  outre,  les  quanti ies  (2) 
sont  distinctes  de  (i);  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

X»'  X,  sX«''     [mod.  p,  F  (x)] , 

on  aurait,  en  multipliant  par  X"~"', 

X» X,  =  X«-«'+»''    ou    X,  ==  X'^»'^'*"    [ mod.  /?,  F(«)l, 

ce  qui  est  encore  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  p'  —  i  est  égal  ou  supérieur  à  an. 

Si  p^ — I  est  >2n,  soit  Xj  une  valeur  de  f{x)  non 
comprise  parmi  les  résidus  minima  des  suites  (i)  et  (2). 
En  multipliant  les  fonctions  (i)  par  Xs,  on  obtient  les 
nouvelles  fonctions 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  prouve  que 
les  résidus  minima  de  ces  fonctions  (3)  sont  différents 
entre  eux  et  distincts  des  résidus  fournis  par  la  suite  (1)  ; 
il  est  aisé  de  voir  qu'ils  sont  aussi  distincts  des  résidus  de 
la  suite  (a);  car  si  Ton  avait,  par  exemple, 

X^'XjsX^^X,     [raod.  /?,  F(x)], 

en  multipliant  par  X'*""',  il  viendrait 

X»X,=  X«-«'+«''X,    ou    X,  =  X»-»'-»-""  Xi     [mod./7,  F(x)], 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Il  reste  de  là  que  p* —  i  est  égal  ou  supérieur  à  3  «•  Et, 

en  poursuivant  ce  raisonnement^  on  voit  que  p'  —  i  est 
nécessairement  un  multiple  de  n. 

Si  n  est  le  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 

X"sii     [iDod. /?,  F(x)], 
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je  dirai  que  la  fonction  X  appartient  à  l'exposant  n^ 
suivant  le  module  p  et  la  fonction  modulaire  V  (x).  Ce 

nombre  n  étant  un  diviseur  de  p^ —  i,  la  précédente  con- 
gruence  entraine 

X/»^-«  —  ISO     [mod.p,  F(jr)l, 

ce  qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème 
démontré  au  n**  346, 

363.  Théorème  I.  —  La  fonction  ¥  {x),  irréductible 
suivant  le  module  p,  étant  du  degré  v  et  n  désignant  un 

diviseur  quelconque  de  p^ — i,  il  y  a  autant  de  fonc- 
tiens  réduites  qui  appartiennent  à  P  exposant  n,  suivant 
le  double  module  [p,  F  (a:)],  quil  jr  a  d^ unités  dans  le 
nombre  <f  (w)  qui  exprima  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers  et  non  supérieurs  à  tz.  , 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  identique  à  celle 
dont  nous  avons  fait  usage  au  n^  306,  en  nous  occupant 
de  la  classification  des  nombres  entiers  relativement  à  un 
module  premier.  Nous  la  reproduirons  cependant  à  cause 
de  l'importance  du  sujet. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  Xi  appartenant  a 
Texposant  n  ;  les  résidus  minima  des  fondions 


n— 1 


(l)  If  X|>    ^t>*  •  '  »    ^i 

seront  distincts  ^  d'ailleurs,  si  e  désigne  Tuu  quelconque 

des  nombres 

I,  2,  3,...,   (/i  — i), 

la  congruence 

XI  =  1     [mod. /?,  F{a:)] 

entraînera 

[%)  X7  =  i     ou     {X')"=i     [mod./7,  F{a:)], 
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d'où  il  résulte  que  si  Ton  substitue  chacune  des  n  fonc- 
tions (i)  à  X  dans  la  fonction 

on  obtiendra  n  résultats  qui  seront  divisibles  par  F  (x) 
suivant  le  module  p\  donc,  d*après  la  proposition  du 
n°  345,  il  n'existe  aucune  fonction  réduite*  autre  que  les 
résidus  des  fonctions  (i)  dont  la  puissance  /i'*"**  soit  divi- 
sible par  F(ar)  suivant  le  module  p. 

Désignons  maintenant  par  m  Texposant  auquel  appar- 
tient X' ,  c'est-à-dire  le  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 

(3)  (Xr)-z=.xr^i     [moà.p,Y{x)]. 

La  congruence  (3)  exige  que  n  soit  un  multiple  de  m; 
inversement,  comme  Xi  appartient  à  l'exposant  m,  la  con- 
gruence  (3)  exige  que  me  soit  un  multiple  de  n^  et,  par 
suite,  que  m  soit  divisible  par  n,  lorsque  e  est  premier  à  n. 
Donc,  on  a  /»  =  «,  dans  cette  hypothèse;  ainsi  X*  ap- 
partient à  l'exposant  n  lorsque  e  est  premier  à  n.  Mais, 
si  «  et  e  ont  un  diviseur  commun  6  ]>  i,  on  aura 


(X^,)^=:VX^y  SI     [mod./p,F(x)]; 

et,  par  conséquent,  X*,  n'appartient  pas  à  l'exposant  n. 
Si  donc  il  existe  des  fonctions  réduites  appartenant  à 
l'exposant  7z,  le  nombre  de  ces  fonctions  est  égal  à  (f  (/»), 
9  [n)  indiquant,  comme  à  l'ordinaire,  combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  n. 

Cela  posé,  toute  fonction  réduite  appartient  à  un  expo- 
sant qui  est  l'un  des  diviseurs. 

de  p^  —  I.  Si  donc  on  nomme  ^  («)  le  nombre  des  fonc- 
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lions  réduites  qui  appartiennent  à  l'exposant  tz,  on  aura 

et,  par  suite, 

Mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  on  a 

\p(/î)=ç(/l)       ou      ^j;(/ï)=:0; 

le  dernier  cas  ne  saurait  jamais  avoir  lieu,   à  cause  de 
réalité  qui  précède  ]  donc  on  a 

CoEOLLÀiRE.  —  Il  y  a  (^  [p* — i)  fonctions  réduites 

(jui  appartiennent  à  r exposant  p^ —  i ,  suii^ant  le  mo- 
dule p  et  la  fonction  modulaire  F  (x). 

364.  Théorème  H.  —  Si  deux  fonctions  réduites  Xi, 
X|,  appartiennent^  relativ^ement  au  module  p  et  à  la 
fonction  modulaire  ¥  [x)^à  des  exposants  Wi,  n%  pre- 
miers entre  eux,  le  résidu  minimum  du  produit  XiXs 
appartiendra  à  V exposant  n^n^. 

En  effet,  soit  5  un  exposant  tel,  que 

(i)  (X|XO'=:X;x;=i     [mod./?,  F(x)], 

on  aura,  par  l'élévation  à  la  puissance  /Zi, 
X^^^X^^'si     [mod./?,  F(^)], 

^'puisque  Xi  appartient  à  l'exposant  Wi,  cette  congruence 
se  réduit  à 

(^)  Xf'=i     [mod./?,  F(x)]. 
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La  congruence  (2)  montre  que  sn^  est  un  multiple 
de  71s  \  mais  M|  et  tzs  sont  premiers  entre  eux^  donc  s  est 
divisible  par  n^.  D'ailleurs  n^  est  l'un  quelconque  des 
nombres  /ii,  TZg,  par  suite  5  est  divisible  par  7i|  et  par  /isi 
il  l'est  donc  également  par  le  produit  71^/1%. 

Enfin  la  congruence  (1)  étant  satisfaite  quand  on  prend 
5  =  7i|  rif,  on  voit  que  rif  /i,  est  effectivement  l'exposant 
auquel  appartient  le  produit  XiXj.' 

Corollaire  1.  —  Si  les  fonctions  réduites  Xi,  Xs,.*m 
X/  appartiennent^  relatii^ement  au  module  p  et  à  la 
fonction  modulaire  F  (x),  à  des  exposants  Wi,  ni, . . .,  w,- 
qui  soient  premiers  entre  eux,  deux  à  deux,  le  résidu 
minimum  de  la  fonction  XiXs. . .  X/  appartiendra  à 
V exposant n^n^,  • , n^ . 

Corollaire  IL  —  Si  le  nombre  p^ — i  est  égal  à 

2^q  r'*...,  q,  r,...  étant  des  nombres  premiers  impairs 
inégaux^  et  si  Xo,  Xi,  X2,.««  désignent  des  fonctions 

réduites  appartenant  respectiy^ement  aux  exposants  2^, 

y\  r'*,...,   le  produit  XoXiXj...,  ou  son  résidu  muni" 

muni ,  appartiendra  à  V exposant  p"* —  i . 

Des  congruences  suis^ant  un  module  premier  et  suit^ant 

une  fonction  modulaire. 

365.  Soit  ê  (X)  une  fonction  entière  de  la  variable  X, 
dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances  de  X  soient 
des  nombres  entiers  ou  des  fonctions  entières  de  la  va- 
riable j:,  prises  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction 
irréductible  F  (x)  d'un  degré  quelconque  v.  Je  dirai  que 
la  valeur 

X=/{x) 
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est  une  racine  de  la  congruence 

^(X)  =  o    [mod./7,  F  {x)], 

a,  après  la  substitution  def(x)  à  X,  la  fonction  ^  (X) 
est  divisible  par  F  (a:),  suivant  le  module  p. 

Le  corollaire  du  théorème  démontré  au  n^  345  peut 
alors  être  énoncé  comme  il  suit. 

Une  congruence  du  degré  /n,  suwant  un  module  pre- 
mier et  suivant  une  fonction  irréductible  y  a  au  plus  au- 
tant de  racines  qu!ily  a  d'unités  dans  son  degrés 

366.  Théorème  I.  —  Soient  ¥  (x)etê[x)  deux  fonc- 
tions irréductibles  suivant  le  module  p<,  la  première  du 
degré  v,  la  deuxième  dhin  degré  égal  à  ^f  ou  à  un  divi- 
seur àe  V.  La  congruence 

^(X)=o     [mod./7,  F(;c)] 

apréçisément  autant  deracines'quUly  ad^unités  dans 
son  degré» 

En  effet,  le  degré  de  ^  (X)  étant  un  diviseur  de  v, 
on  a 

il  (X)  et  jj  (X)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers. 
D'un  autre  côté,  la  congruence 

Xf"-^  X  =  o     [mod.;?,  F  (x)] 

a  pour  racines  les  p^  fonctions  réduites  de  x^  zéro  com- 
pris; d'ailleurs  chacune  des  racines  de  cette  congruence 
appartient  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux 

^(X)  =  o,     ^,  (X)  =  o     [mod./?,  F  (or)], 

et  si  l'une  d'elles  avait  moins  de  racines  qu'il  n'y  a 
d'unités  dans  son  degré,  il  faudrait  que  l'autre  en  eût 
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plus  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  sien,  ce  qui  est  impos- 
sible. Le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 

367.  Théorème  II.  —  4S'/<I>(X)  est  un  polynôme  du 
degré  m  dont  les  coefficients  soient  des  nombres  entiers^ 
et  dans  lequel  le  coefficient  de  X"*  ne  se  réduise  pas  à 
zéro,  suii^ant  le  module  p,  on  pourra  trouver  une  fonc- 
tion irréductible  F  (  x)  suwant  le  module  p  telle ^  que  la 

congruence 

.    4>(X)=o     [modspjF{x)] 

ait  m  racines» 

En  effet,  décomposons  le  polynôme  ^  (X)  en  facteurs 
irréductibles  suivant  le  module  p-,  soit 

0(X)  =  <I>»(X)<I»,(X)*8(X)...     (mod./?), 

et  désignons  par  /X],  ^s,  /is, . . .  les  nombres  inégaux 
par  lesquels  on  peut  exprimer  les  degrés  des  polynômes 
irréductibles  $,,  4>j,  etc.  Chacun  de  ces  facteurs  divisera; 
suivant  le  module  p^  l'une  des  fonctions 

X''"'-X,     X'"-X,     X''"'-X,...: 

si  donc  V  désigne  le  plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois 
par  Wi,  Wa,  •  • . ,  les  mêmes  polynômes  diviseront  aussi 

X'''-  X. 

Par  conséquent,  si  Ton  prend  une  fonction  irréduc- 
tible F  (x)  de  degré  v,  chacune  des  congruences 

4»i(X)  =  0 

)  [mod.;7,F(jr)] 

^3  (  A)  ^  O 


aura  (n^  366)  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans 
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son  degré,  et  il  s'ensuit  que  la  proposée  aura  elle-même 
autant  de  racines  égales  ou  inégales  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  degré . 

Propriétés  des  racines  dhinecongruence  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  irréductible  de  degré  égal 
au  degré  de  la  fonction  modulaire  ou  égal  à  un  sous» 
multiple  de  ce  degré, 

368.  Théorème.  — SiF(x)  et  ^  (x)  sont  deux  fonc- 
tions entières  irréductibles  suii^ant  le  module  p,  la  pre- 
mière du  degré  v,  la  seconde  d'un  degré  [i  égal  à  v  pu 
à  un  sous-multiple  de  v  \  si  en  outre  Xi  désigne  Vune 
(\uelconque  des  racines  de  la  congruence 

(i)  ^(X)  =  o     [(mod./7,F(a:)], 

les  racines  de  cette  congruence  seront  les  résidus  minima 
des  puissances 

(2)  X.,    xf,    xf,...,    xf^"'. 

En  effet,  on  a  (n°  347) 

^(xf)=[#(x.)r  [mod.p), 

et  puisque  Xi  satisfait  à  la  congruence  (i)>  on  aura 

#(xfj  =  o     [mod. /7,  F(j7)]; 

donc,  chacune  des  puissances  (2)  ou  son  résidu  minimum 
est  racine  de  la  proposée.  Il  reste  à  prouver  que  les  résidus 
cleces  puissances  sont  distincts.  Si  Ton  avait 


n+n'  n> 


Xf     =Xf       [mod.y>,F(^)], 
il  s'ensuivrait 

xf  [xf  <'"-'>  -  i]  =  o    [mod.  p,  F  (*)] , 
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puis 

x/V-0_j^o    [mod.p,F{x)]. 


L'exposant  auquel  appartient  Xi  est  donc  un  diviseur 
de  p^'ip"* — i)  et,  par  suite,  un  diviseur  de  p" —  i,car  cet 
exposant  ne  renferme  pas  le  facteur  p;  on  a  en  consé- 
quence 

X/»" —  I  ^o     [ùiod.  p,F(x)]. 

Mais  cela  est  impossible,  puisque  nest<Cii'^  donc  les  ré- 
sidus des  puissances  (a)  sont  distincts. 

Corollaire*  —  Si  F  (x)  désigne  une  Jonction  irréduC" 
tihle  du  degré  v  suivant  le  module  premier  p ^  la  con- 

gruence 

F(X)  =  o     [mod./;,  F(jc)] 

a  pour  racines  les  résidus  minima  des  v  puissances 

Des  racines  primitis/es  de  la  congruence 
X/->  — i  =  o    [mod.  /?,  F{x)], 

369.  Quelle  que  soit  la  fonction  entière  F  (a:)  de  de- 
gré V,  irréductible  suivant  le  module  premier  p,  parmi 

les  /?"  —  I  racines  de  la  congruence 

(0  X/>''-t_,=o     [mod./7,  F(ar)], 

il  y  en  a  (f{p^  —  i)  qui  appartiennent  (n**  363)  à  l'expo- 
sant p" — 15  nous  les  nommerons  racines  primitives . 

Si  X  désigne  l'une  quelconque  des  racines  primitives, 
les  racines  de  la  précédente  congruence  seront  les  résidus 
minima  des  puissances 
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Le  nombre  p^  —  x  étant  décomposé  en  un  produit 

i^cfr. . .  de  facteurs  premiers,  pour  avoir  une  racine 
primitive  de  la  congruence  (i),  il  suffira,  d'après  le  co- 
rollaire II  du  n°  364,  de  former  les  congruencès 

(2)   X»^— iflBO,  X^'*— 1  =  0,  X»-^— I2SO...  [moà.p,Y{x)\ 

et  de  chercher  des  racines  de  ces  congruencès  qui  appar- 
tiennent respectivement  aux  exposants  2^,  ^'*,  r^, . . . . 
Ces  dernières  racines  peuvent  être  nommées  primitwes  à 
regard  de  celles  des  congruencès  (2)  auxquelles  elles  se 
rapportent. 

Si  la  fonction  modulaire  F  [x)  est  choisie  parmi  les 
fonctions  irréductibles  du  degré  v  qui  appartiennent  à 

l'exposant  p"  —  i,  il  est  évident  que  lesp^  —  i   racines 
de  la  congruence  (i)  seront  les  résidus  des  puissances 

V  V 

M>  •      m»    m      M/     ^  •    •    «  a      «b  '  s       M»  *  • 

car  o:  est,  dans  ce  cas,  une  racine  primitive  de  la  con^ 

gruence. 

370.  Lorsque  l'on  connaît  une  fonction  irréductible 
F(x)  de  degré  v,  relativement  au  module  ;?,  et  qu'on  a 
obtenu,  au  moyen  de  cette  fonction,  une  racine  primi- 
tive de  la  congruence 

(i)  X/»"-*—  I  =0     [mod./7,  F(a:)], 

on  peut  trouver  facilement  toutes  les  fonctions  irréduc- 
tibles dont  le  degré  est  égal  à  v  du  à  un  diviseur  de  v.  En 
d'autres  termes,  on  peut  eilectuer  la  décomposition  de  la 
Ibnction 

xP -^jc    ou    x/ — X 

cû  facteurs  irréductibles  suivant  le  module  p. 
Eu  effet,  soit  Xi  tuie  racine  primitive  de  la  con- 
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gruence  (i)  ;  toute  puissance  X*  sera  racine  d'une  con- 
gruence  telle  que 

(2)  #(X)  =  o     [mod. p,  ¥ (x)], 

^(X)  étant  une  fonction  irréductible  suivant  le  module  p, 
dont  le  degré  fi  est  égal  à  v  ou  à  un  diviseur  de  v.  Alors 
les  racines  de  la  congruence  (2)  seront  {n°  368) 

(3)         x:,x-xr xf-, 

et,  comme  on  doit  avoir 

(4)     X:'''*=X;     ou     X:^^''-*)^!     [mod.p,  F(x)l, 

l'exposant  e  [p^  —  i)  sera  un  multiple  àep^  —  i .  Posons 

et  supposons  que  ni  soit  le  plus  grand  commun  diviseur 

des  nombres  e  el  p'^  —  i ,  la  condition  pour  que  la  con- 
gruence (4)  ^it  lieu  se  réduira  à  celle  de  la  divisibilité 

àe  p^  —  I  par  n.  Mais  pour  que  les  fonctions  (3)  soient 
effectivement  distinctes,  il  faut  en  outre  que  fx  soit  le  plus 

petit  nombre  tel,  que  p^  —  i  soit  divisible  par  n. 

Le  degré  fx  de  la  congruence  (2)  étant  ainsi  déterminé, 
on  aura  identiquement  (n°  345) 

^(X)  =  (X-X';)(X-X7)...(x-X7''"")  [mod./7,F{*)], 

et,  après  avoir  effectué  le  produit  des  binômes  contenus 

dans  le  second  membre  de  cette  formule,  on  aura  une 

expression  de  ^(X)  de  laquelle  la  variable  a:  aura  disparu. 

On  pourra  former  de  cette  manière  toutes  les  fonctions 

irréductibles  dans  lesquelles  la  fonction  X''  — X  peut 
être  décomposée. 

Si  Ton  désigne  par  h  Texposant  auquel  appartient  Xj) 
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on  aura 

Xf  =  1     [moà.p,  F(x)], 

d'où  il  résulte  que  Ae  est  divisible  par  p^  —  i  =  /7i/i,  et 
que,  par  suite,  k  est  un  multiple  de  n  ;  mais  comme  la 
congruence  précédente  est  satisfaite  par  k=^n,  on  voit 

que  X",  appartient  à  l'exposant  n. 

Je  dis  en  outre  que  la  fonction  irréductible  ^(X)  ap- 
partient à  l'exposant  n.  En  effet,  désignons  par  ^i  (X) 
et  ^(X)  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  X"  —  i 
par  ^(X)  suivant  le  module  p^  on  aura 

•    x^^^^^  ^^®  fonction  entière.  Cela  posé,  les  congruences 
X»— i^o,     ^(X)  =  o     [mod,pyF(x)] 

admettent  les  (i  racines  qui  forment  la  suite  (3)  ^  donc  ces 
racines  appartiendront  aussi  à  la  congruence 

4>(X)=o     [mod.  ;?,  F(x)], 

et  comme  celle-ci  ne  peuf  être  d'un  degré  supérieur  kfi — i . 
elle  est  nécessairement  identique  et  on  a 

*(X)^o     (mod,  p), 

d'où 

X"^i==^(X)^.(X)-+-/7x(X), 

ce  qui  exprime  la  proposition  énoncée. 

371.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  si  l'on  veut 
former  toutes  les  fonctions  irréductibles  du  degré  v  qui 
appartiennent  à  l'exposant  n^  diviseur  propre  de  p'^  —  i , 
oa  posera 

p^  —  I  z=  /w/i, 

et  l'on  prendra  ensuite  pour  e  l'un  quelconque  des  mul- 
tiples de  m  premiers  à  n.  L'expression  générale  des  fonc- 
n.  12 
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lions  demandées  sera 

#(X)  =  (X  —  X0(X  —  X7)...(x  —  Xf""")     [mod.  p,  F  x)]. 

Si  l'on  veut  avoir  les  fonctions  irréductibles  qui  appar- 
tiennent à  Texposant  p*  —  i  et  auxqueUes  répondent  les 
racines  primitives,  on  fera  f7i==i,  n^=^'p*  • — i,  en  sotte 
qu'il  suffira  de  prendre  pour  e,  dans  la  formule précéde&te, 
tous  les  nombres  premiers  kp*  —  i  et  à  ;9« 

Du  point  de  vue  sous  lequel^  Galois  a  em^isagé  les 
congruences  suwant  un  module  premier  et  une  fonc^ 
tion  modulaire. 

372.  Dans  la  théorie  des  congruences  ordinaireS|  on 
traite  comme  s'ils  étaient  nuls  tous  les  nombres  divisibles 
par  le  module.  Et  de  même,  dans  l'analyse  qui  se  rap- 
porte aux  congruences  de  la  forme 

§['^^x)^o     [mod./?,  F(«)3, 

on  opère  comme  si  les  multiples  de  F(^)  s'évanouissaient. 
Or  il  y  a  ici  une  indéterminée  x  qu'on  peut  faire  servir 
naturellement  à  révanouissement  des  multiples  de  P  (  jf J  ; 
il  suffit  effectivement  de  convenir  que  cette  indétermi- 
née x  est  une  racine  imaginaire  de  la  congruence  irré-' 

ductible 

F(x)^o     (mod./?). 

Ainsi  peuvent  s'introduire  dans  l'analyse  de  nouvelles 
imaginaires  dont  l'emploi  offre  certains  avantages,  lien 
qu41  ne  soit  pas  indispensable.  Cette  conception  est 
entièrement  due  à  Galois,  qui  l'a  eitposée  soccindeinmit 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  Pénusac 

(t.  xm,  p.  398)  (^'). 

I  -  -  •  . . _^_ .  — 

{*)  L'article  publié  par  Galois  en  i83o  dans  le  Bulletin  de  FérutsM  ^ 
été  réimprimé  ensuite  atec  ses  autres  Mémoires  dans  le  tome  XI  du  four" 
nal  de  Mathématiques  .pures  et  appUtfuées. 
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La  théorie  que  nous  avons  développée  nous  âc^ne,  au 
point  de  vue  de  Galois,  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  i  désigne  une  racine  imaginaire  de 
la  congruence  irréductible  de  degré  v 

F(jr)^o  (mod./?), 
une  congruence  non  identique  de  degré  m, 

<f(x)^^o  (mod./?), 
nt^peut  avoir  plus  de  m  racines  distinctes  de  lafotme 

oàao,  ^1,...,  ûj,_,  désignent  des  entiers  inférieurs  à  p. 
Théorème  IL  —  La  congruence 

xP — xE~o     (mod./?) 
admet  toutes  les  p^  racines  de  la  forme 


a^-^aii^a2i^-^,..-^a       r     , 


V — I 


i  désignant  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

F(x)^o     (mod./?), 
de  degré  v. 

ThSohembIII.  —  La  congruence  irréductible 

F(:r)  =  o     (mod. /?') 

de-degré  V  admet  v  racines  (juipeui^ent  être  représentées 
par 

/,  iPy  iP\,..   iP'^'- 

ÏHéORÈiiE-IV,  —  Une  congruence  quelconque  non 
identique  a  autant  de  racines  égalas  ou  inégales  qu'il 
y  a  d'unités  dans  son  degré ^  toutes  ces  racines  sont  des 
fonctions  entières  d'une  même  racine  imaginaire  d'une 
^ngnÊiénce  irréductible, 

12. 
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Théorème  V.  —  La  congruence 

xP —*  —  1^0     (mod,  p) 

admet  des  racines  primitwes^  chacune  de  celles-ci,  esjt 
racine  d'une  congruence  irréductible  de  degré  v,  et  ses 
puissances  fournissent  toutes  les  racines  de  la  con-^ 
gruence  proposée. 

Théorème  VI.  —  Si  l'on  a  p"—  i  =  ç^'  ç"*. . .  ^^«j 

<7i  j  9s  5  •  •  •  î  Çtn  étant  des  nombres  premiers  inégaux 
et  «1,  «2,. .  .,  «m  des  entiers  quelconques,  et  que  ri, 
'  s  5  •  •  •  î  ^m  désignent  des  racines  primitis^es  pour  les 
congruences  respectis^es 


.a,  ^«2  gO.^ 


x^   — 1^0,     ar  *  — i^o,...,     a:  "*   — i^o     (mod,/?), 

le  produit  ri  r^. . .  r,„  sera   une  racine  primitive  de  la  . 
congruence 

xP  ^^ — i^o     (mod./?)» 

application  de  la   théorie  précédente  au  cas  du 

module  y. 

373.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'examiner  quelques-uns  des 
cas  d'un  module  particulier.  Je  choisirai  à  cet  effet  le 
module  7,  qui  a  3  pour  racine  primitive,  et  je  prendrai 
les  résidus  suivant  ce  module,  entre  les  limites  —  3  et 
3. 


De  la  congruence  x^  "^  — 1^0  (mod.  7) .  —  Le  théo- 
rème du  10?  358  nous  donne  immédiatement  les  trois 
fonctions  irréductibles  du  deuxième  degré 

x2-M,     a?» +  2,     x^—Z, 
Nous  plaçant  ici  au  point  de  vue  de  Galois,  cherchons 
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une  racine  primitive  de  la  coDgruencc 

(i)  x''  •"' —  1  ^  o     ou    or" —  I  ^  o, 

en  partant  de  la  racine  i  de  la  congruence  irréductible 

(2)  a:^-f-i^o     (mod.  7). 

A  cet  effets  comme  48  =  a*X  3j  il  nous  faut  connaître 
une  racine  primitive  des  deux 

(3)  x^ — 1^0,     j:'® — ï^o     (mod.  7). 

La  première  de  ces  congruences  a  2  pour  racine  pnmi- 
tWe,  et  les  racines  primitives  de  la  deuxième  appar- 
tiennent à 

(4)  x'+i^o     (mod.  7), 

laquelle,  à  cause  de  i^^  —  i ,  se  décompose  en  deux 
autres,  savoir  : 

X* — /^o,     x^-^-i^o    (mod.  7). 

Considérons  la  première 

x^ — i^o     (mod.  7), 
et  posons 

il  viendra 

a^-^  Salami  —  ala^^  P  —  SooalP -{-  a\  i'  =ii     (mod.  7), 
et, en  réduisant  à  l'aide  de  1*^1, 

Wh- fl^/J -+•«!) 4- (—  3alai-h3aoa\  —  i)i=o  (mod.  7), 
d'où 

«ÎH-ûJflJ  -+-«{^0,  —  3ûJfl,-+-3flo«î  —  1  ^o  (mod.  7). 
^  satisfait  à  ces  congruences  en  posant 

Oqzzi  2,y     ai  =  —  3  ; 
«onc  la  deuxième  des  congruences  (3)  a  la  racine  prîmi- 
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tîve  2  —  3/5  par  suite  la  proposée  a  la  racine  prinilive 

(5)  ^  =  2X(2  — 3é)^— 3 +/    (mod.  7). 
En  élevant  au  carré,  il  viendra 

(6)  x^^2-hi-hP^i-h  I, 

et  en.  éliminant  î  entre  (5)  et  (6)^ 

x' — x-h3^o     (mod.  7). 

Telle  est  la  congruence  irréductible  dont  dépend  I 
racine  primitive  demandée.  Si  Ton  représente  par  i  eeti 
racine,  les  48:  racines  de  la  congruence  (i)  seront  les.v^ 
leurs  des  puissances 


,*  fi  ,'3  ,'48 

If  (|  l      y  m    •    »        l        ^ 


réduites  par  le  moyen  de  la  congruence 

ï' — /-+-3^o     (mod.  7). 

374.  De  la  congruence  x' ""*  — 1^0   (mod.  7).  - 

Le  théorème  du  n°  3S8  indique,  pour  le  module  7^  T^exi^ 

tence  des   quatre  fonctions   irréductibles  du    troisiènc 

degré 

^  —  2,  x^ — 3,  x^-\-Z,  j:^+2. 

Nous  désignerons  par  /une  racine  delà  congruence 

|3^2     (mod.  7), 
et  alors  les  racines  de  la  proposée  seront  de  la  forme 

Cherchons  une  racine  primitive  de  la  congruence  pro 
posée  qui  est 

(i)         j?»"— 1^0     ou     x^-3*->9— I  ^o     (mod.  7). 

Il  suffit  pour  cela  d'avoir  une  racine  primitive  de  chacun 
des  trois  suivantes  : 

(2)  x^ — r^o,    «=*'— 1^0,     «*»— 1^0    (mod.  7). 
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La  raerne  primitiTe  de  la  première  des  congraenees  (st) 
est  — i^  la  deuxième  de  ces  congruences  (2)  peut  se 
mettre  sous  la  forme  * 

(ar^— i)(x'— 2)(x3+3)^o     (mod.   ^), 

et  ses  racines  primitives  sont  les  racines  des  deux  coo- 

gniences 

j:^^2,     j:*^ — 3     (mod.   7); 

donc  /  esc  racine  primitive  de  la  deuxième  des  con- 
^enees  (  2).  Il  reste  à  trouver  une  racine  de  x'®  —  i  ^o, 
ou  plutôt  de 

^o     (mod.  n), 

X  —  I  ^  " 

Examinons  si  Ton  peut  satisfaire  à  cette  congruence 
en  posant  simplement  or  =  ûq  -h  «1  «  au  lieu  de 
flç-H  «iZ -h  a^i}  ;  noos  devrons  avoir 

{flo-t-«»0*'^ï      (mod.   7), 

ce  qui,  en  développant  par  la  formule  du  binôme,  et  ré- 
duisant les  puissances  de  Aq,  a^  et  z  par  les  formules 

ûj"^!,     ûj™^!,     |3==2     (mod.  7), 
se  réduit  à 

d'où,  en  séparant, 

Za^ — SûJâfJ^  I,     a\a\-^ a\a\^Q, 

Ces  deux  dernières  conditions  sont  satisfaites  en  posant 

«0  =  —  I,     a^z=L-\-\. 

Donc  —  1  +  i  esl.  une  racine  primitive  de  la  troisième  des 
coDgnienx:es«  (  2).  Le  produit  des  tj[t)is  quantités 

—  1 ,     /,      —  \-\-i 

qui  est 

•      •  •» 
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sera  donc  une  racine  primitive  de  la  congruence  proposëe 

or' — 1^0     (mod.  7); 

par  conséquent,  cette  expression  jouit  de  la  propriété 
qu'en  Félevant  à  toutes  les  puissances,  on  obtiendra  7* — i 
expressions  différentes  et  de  la  forme 

Si  l'on  veut  connaître  la  congruence  irréductible  dont 
dépend  la  racine  que  nous  venons  de  trouver,  il  faudra 
éliminer  /  entre 

x=:i  —  I»     et     /'^2     (mod.  7). 

En  élevant  le  valeur  de  x  au  cube,  puis  réduisant  les  ex- 
posants de  iy  il  vient 

x^^ — 2-4-/ — P     (mod.   7), 

d'où 

x^  —  or  +  2  ^  o     (  mod.  7  ) . 

Il  sera  convenable  de  prendre  pour  hase  des  imagi- 
naires et  de  représenter  par  i  la  racine  de  cette  con- 
gruence, en  sorte  que  Ton  aura 

I* — 1  +  2^0     (mod.  7), 
et  Ton  obtiendra  toutes  les  imaginaires  de  la  forme 

«0  H-  «I  « -t-  «al 

en  élevant  /  à  toutes  les  puissances  et  réduisant  par  la 
précédente  congruence* 

375.  De  la  congruence  ar' ~*  — 1^0  (mod.  7).  — 
Le  théorème  du  n^  354  nous  fait  connaître  une  fonction 
irréductible  du  quatrième  degré,  suivant  le  module  7, 
savoir  • 

a^ —  I 


X  — I 


ou      x^  -{-  x^  -^  X^  -{-  X  -\- l  'y 


SECTION    III.  CHAPITRE    III.  l85 

effectivement  le  module  7  est  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  5.  En  outre,  d'après  le  théorètae  dé- 
montré au  n^  358,  chacune  des  trois  fonctions  binômes 

est  décomposable  suivant  le  module  7  en  quatre  facteurs 
irréductibles  du  quatrième  degré.  On  trouve  par  l'analyse 
du  n®  3S9  que  ces  facteurs  sont  respectivement 


X'  +  ^'  — I, 

X^  -+-  207*  —  2, 

a.*-\-X^-\-3y 

J*'  X^ I  , 

X^  —  2X^  —  2, 

X*       «^-+-3, 

x*-h3x^       I, 

X*  -h  3x^ —  2, 

«♦  +  nx^-h  3, 

a:*— 3j?»  — I, 

X*  —  3ar*  —  2, 

X*  —  2;r'  -f-  3. 

Nous  désignerons  par  £  une  racine  de  la  congruence 

(0  /*  +  3^*  —  2^0     (mod.  7), 

et  nous  chercherons  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence 

(2)       jj'*-i_i^o    ou    x'<«»  — 1^0     (mod.  7). 

Comme  a4oo=  2*^.3.5*  =  Sa  x  3  X  aS,  il  nous  faut 
connaître  une  racine  primitive  de  chacune  des  trois  con- 
gruences 

(3j    ;|J2 — i^Oy  x^ — 1^0,  ar" — 1^0     (mod.  7). 
^^9  la  congruence  (1)  donne 

II*  =2  —  3/^    ) 
i«  =  1  -i-3j3  [  (mod.  7), 

^^»  I^ar  suite, 

(/•«)3  =  (/3)ies  __  I     (mod.  7). 

^  ^^^sulte  de  là  que  P  est  une  racine  primitive  de  la  pre- 
^''^l^  des  congruences  (3)  5  la  deuxième  congruence  (3) 
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admet  2  comme  racine  primitive^,  il  reste  doac  à 
aailre  isme  racioue  primitive  de  la  troisième 

x^^^i     (mod.  7]  : 

essayons  d'y  satisfaire  en  posant 

X  z=  ai  -{-  hi'^'y 

en  substituant  cette  valeur,  réduisant  au  moyen,  d^s  fo«^ 
mules  (4)  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des 
puissances  de  /,  il  vient 

—  2a<  ^  -I-  3^2  ^3  —  ^*  ^  o 
2  a*  H-  Za^b^  —  7.a¥  ^  o 

—  Za^  —  ia^  b^  -\-  ab^  '\-i==o 

congruences  auxquelles  on  satisfait  en  posant  a  =  3, 
i  =  2.  Ainsi  3t-|-2i*  est  une  racine  primitive  de 
jr.25 — i^o,  car  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elle  ne  satîsfeît 
pas  k  x^  —  I  ^  o.  La  congruence  proposée  admet  donc  la 
racine  primitive 

ou,  en  réduisant, 

(5)  x=  —  2  +  r+  37'  4-  7.r\ 

On  tire  de  là 

[  x^  =:  —  I  —  i  -h  i^  —  3r% 

(6)  1  je  z=  --  I  +  i  —  3n  H-  2i\ 

(  ^1=:  3— 3/4-1% 

et,  en  éliminant  z,  on  trouve 

^7)  X*  —  2jc'  —  2x  —  2^0     (mod,  7). 

Si  L'on  désigne  maintenant  par  i  une:  racine-  de:  eettis 


coDgruence  (7),  les  2400  premières  puissances  de  j  don- 
neront toutes  les  racines  de  la  congruence 

j;«oo__  I  ^o     (mod.  7). 

376.  A  l'égard  des  fonctions  irréductibles  de  degré  su- 
périeur à  4  pour  le  module  7,  je  me  bornerai  en  terminant 
à  des  indications  que  le  lecteur  pourra  développer  sans 
difficulté.  Nous  n'avons  aucun  théorème  (jûî  nous  per- 
mette de  former  directement  une  fonction  irréductible  du 
cinquième  degré  relativement  au  module  7.  Mais  il  est 
aiséd*^en  obtenir  une  par  tâtonnements.  Ainsi,  on  recon- 
naît que  la  fonction 

x*  +  a:  —  3 , 

est  irréductible  suivant  le  module  7,  parce  que,  si  le 
contraire  avait  lieu,  cette  fonction  aurait  un  diviseur  du 
premier  ou  du  deuxième  degré,  lequel  appartiendrait,  en 
même  temps,  à  la  fonction  .r**  —  i  ;  or,  il  est  facile  de 
«assurer  que  celte  fonction  et  la  proposée  n'ont  aucun 
diviseur  commun  suivant  le  module  7.  Il  y  a  plus,  la 
fonction  j:'-{-x  —  3  appartient  à  l'exposant  j^ — i,  en 
^rte  que  si  l'on  désigne  par  î  une  racine  de  la  congruence 
Wductible 

i^-t-/ — 3^0     (mod.  7), 

ies  ^«  —  I  premières  puissances  de  i  donneront  les  racines 
r^  la  congruence 

^'  "•  —  1^0     (mod.  7). 

iDans  le  sixième  degré,  il  y  a  deux  fonctions  binômes 
^'^^ductibles,  savoir  :  x^  -h  2  et  x^  —  3,  et  il  est  facile 
^^  conclure  de  l'une  ou  de  l'autre  une  racine  primitive 
^^    la  congruence 

a;'*-' — 1^0     (mod.  7).       , 
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Par  exemple,  si  l'on  pose 

1*^  —  1     (mod.  '])y 

il  suffira  de  déterminer  une  racine  primitive  de  chacune 
des  quatre  congruences 

jc"  — 1^0,  ar»  —  i^o,  x^^  — 1^0,  A'"  — 1^0     (mod.  7), 

en  procédant  comme  nous  Tavons  fait  dans  les  cas  que 
nous  avons  examinés  précédemment.  On  reconnaît  faci- 
lement que  i-hî  est  une  racine  primîve  de  la  congruence 
proposée  ;  cette  racine  appartient  à  la  congruence  irré- 
ductible 

(x  —  i)*'  +  2^o     (mod.  7). 

Enfin,  dans  le  septième  degré,  hous  connaissons  une 
fonction  irréductible,  par  le  théorème  du  n°  360,  savoir  : 
a?'  —  X — g,  g  étant  diflférent  de  zéro.  Si  Ton  désigne 
par  i  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

/'  —  i  —  3^0     (mod.  7), 

on  reconnaîtra  facilement  que  i  est  racine  primitive  pour 

la  congruence 

ar''-*  -—1^0     (mod.  7). 
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CHAPITRE  IV. 

SUR  LA  TOTALITÉ  DES  NOMBRES  PREMIERS  COMPRIS 
ENTRE  DES  UMITES  DONNÉES. 


Siu*    V évaluation  approchée    du  produit    i.2.3...:r, 

quand  x  est  un  grand  nombre, 

377.  La  théorie  que  j'ai  surtout  en  vue  dans  ce  Cha- 
pitre exige  que  Ton  connaisse  les  premiers  termes  de  la 
série  par  laquelle  on  exprime  le  logarithme  du  produit 
des  X  premiers  nombres  entiers.  Cette  série  célèbre  est 
celle  de  Stirling,  et  elle  a  fait  l'objet  des  recherches  d'un 
grand  nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  je  dois  spé- 
cialement mentionner  Cauchy,  Binet,  M.  Malmsten  et 
M.  Liouville.  Mais,  parmi  les  démonstrations  diverses 
qu'on  possède  de  celte  for  mule,  je  ne  crois  pas  qu'il  y  en  ait 
de  plus  simple  que  celle  que  j'ai  présentée  à  l'Académie 
des  Sciences,  dans  la  séance  du  2  avril  1860,  et  que  j'ai 
reproduite  dans  une  Note  qui  fait  partie  de  la  sixième  édi- 
tion du  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  inté-^ 
gral  de  Lacroix.  J'ai   montré   dans   cette  Note   que  la 
formule  connue  dé  Wallis  suffit  pour  établir  complète- 
ment celle  de  Stirling,  et  la  déduction  est  si  facile,  que  la 
deuxième  formule  peut  en  quelque  sorte  être  regardée 
comme  une  transformée  de  la  première.  Je  ne  reproduirai 
P^5  ici  tous  les  développements  que  j'ai  donnés  ailleurs 
*^  ce  sujet,  et  je  me  bornerai  à  établir  lés  seuls  ré- 
^ûuats  qui  sont  indispensables  pour  l'objet  spécial  que 
i*'ei:^vue. 
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Rappelons  d'abord  que  la  formule  de  Wallîs,  qui 
notre  point  de  départ,  se  déduit  de  la  formule 

par  laquelle  on  obtieat  la  fonction  cosis  décomposa 
un  produit  d'une  infinité  de  facteurs  linéaires  (^).  C 
dernière  formule  peut  s'écrire  ainsi  : 


■ 

sin  ( z] 

TT             \2               ) 

=(■ 

-t- 

2Z\, 

^            TT 

Z 

1 

.)\ 

et 

en  faisant  z 

2 

il 

vient 

:r')(-ff.)(-&)- 


3="('-î)('-à)('-è)-(-cïï^')  "" 


OU 

w        ïi    2  44        îîJf— *îi   2JC — 2        2a: 


■  •  • 


(pour  ar  z= 


a       I    3  35       20?  —  3    ax-^i   aop — i 
ce  qui  est  la  formule  de  Wallîs. 

378.  Cette  formule  prend  la  forme  très-^simple 
ou,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

ei  l'on  désigne  par  9i(^}  )  soit  l'expression 

ï . îi. 3. . .*  . 

(*)  Fo/r  mon  Traité  de  Trigonométrie ^  3«  édition,  p.  'iio. 
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soit  le.produUde  cette  même  expression  par  une  exponen- 
tielle de  la  forme  a',  a  étant  une  constante  quelconque. 
La  formule  {i)  aura  donc  lieu  si,  désignant  par  e  la  base 
des  logarithmes  népériens,  on  pose 

'^  -  ^^^)=    y—  -X    .-H^- 

On  lire  de  la  formule  (2) 


13)    -7 


ou 


la  caractéristique  /og"  exprimant  ici  des  logarithmes  né- 
fféçiens.  Or  on  a^  jr  étant  ]>  ï, 

1    /       i\      I        ï         I  (—0""' 

^\         x]       X        ix'       Sx'  /ij:** 


d'où 


a 

(j?H-i)k)g(n-  -)  =:H--^ — 

\  'JL/     ^  \         X j  i2jr'        I2dî* 

,       n-i       (-1)" 
2/î(/i-l-i)      d:r" 

âonc  on  *a 

L        t»ix)  I  I  3 

•iK\        }        y(j^  •+- ij       i2x^       12a:*       ^OX* 


•    a    • 


2/l(/l-|-l)        X^ 


•  .  •  • 


Dans  cette  série  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs  5  en  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
'tenue  de  rang  m  aa  précédent  €st 


«'  I 

1 

n'  -h  n  —  n  X 


jg2  COURS  d'algèbrb  supérieure. 

ce  rapport  est  égal  à  -  pour  tz  =  2 ,  maïs  il  est  inférieur 

à  -  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  a  5  donc, 

lors  même  que  x  se  réduirait  à  i ,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (5)  décroissent  à  partir  du  deuxième 
terme.  11  résulte  évidemment  de  là  que  l'on  a 


ff(x)  I 


2' 


ff(x-hl)  12a: 

ou 

f      \ 

Mais  on  peut  assigner  une  limite  de  -j-^ — '—'  plus  petite 

que  la  précédente,  et  comme  elle  nous  sera  utile  plus 
loin,  il  convient  de  l'indiquer  ici. 

Si  l'on  multiplie  la  formule  (5)  par  a?4-  i,  il  vient 


^(ar-l-i)        1207        iiox^ 

(«~3)  (-1)"-' 

2(/î — i)n[n-\-i)       j:"-'  "*' 

dans  celte  série,  le  terme  en  -^  manque  ^  les  autres  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
terme   en  —  au  terme  en  — — -  a  pour  valeur  absolue       * 

(n  —  \)(n  —  2)  -f-  2 (/i  —  4 )  ^ ' 
ce  rapport  est  égal  à  -  pour  /i  =  4?  mais  il  est  inférieur 
à  -  pour  71  ^  4-  Donc  les  termes  diminuent  à  partir  du. 
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deuxième,  lors  même  que  x  serait  égal  à  j,  et  on  a 

ou 

379.  La  formule  (6)  montre  que  Ton  a 

(8)  ./f)        :=^\ 

00  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  — ;  on  aura  aussi 

en  changeant  a:  en  or  +  i>  or  +  s,;..,  ax  —  i,  et  en 
désignant  par  di ,  9i , .  •  •  )  ^x-i  ?  clés  nombres  compris  entre  o 

(9)  ;  fJfL±^==e'^',..., 

ç(x-f-3) 

Multiplions  entre  elles  les  égalités  (8)  et  (9)  ;  comme  la 
*®inine  des  x  fractions 

Va  0|  67  9j 

4-  , ' 71  -4- 


x*        (x-f-l)'        (or -4-2)'  (2j:  —  l)' 

^^t  moindre  que  — •--  X  a:  ou  que >  on  aura 

^  12    X^  ^  I2X 

n.  i3 
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6  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  — 9  et  par  suite 

(11)  ,       V  =  I     (pourar  =  oo).   . 

Si  maintenant  on  divise  la  formule  (i)  parla  formule  (i  i), 
il  viendra 

(12)  (f{x)=i     {pourar  =  ûo), 
c'est-à-dire,  à  cause  de  la  formule  (2), 

(i3)  1.2.3.  .  .x=sf^e''''a:'''^i{i'h6s), 

Sj,  désignant  une  quantité  positive  qui  s^ànnule  pour. 
X;=^oo  y  et  dont  nous  allons  faire  connaître  une  £mit« 
aupérieure*  > 

380.  Posons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  danç  h 
Section  II  de  cet  ouvrage, 

(i4)  r(.r  4- i)  =  1.2.3..  ..rj 

on  peut  obtenir  facilement,  par  ce  qui  précède,  une 
expression  complète  du  produit  F  (a:  -f- 1),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  une  expression  du  logarithme  népérien 
logr(a:-f-i).  On  a  d'abord,  par  la  formule  (2), 

(x5)  Iogr(a:-i-i)z=:-log27r  — or-f-  (  « -f- -  jlogj:-4- logf  (dp), 

et  l'on  a  ensuite  identiquement 

iogç(,)^log4l:^^4-log^^±4-*-...   • 

maïs  si  l'entier  m  croît   indéfiniment,  ç  (x-i- /w-f- i) 
tend  vers  l'unité,  d'après  la  formule  (12),  et  son  loga-*- 


ritbme  tend  vers  zéro  ;  on  a  donc 

w  =  » 

(.6)       iogy(x)  =  yiog  ;(^+"')  . 

OU,  d'après  la  formule  (4) , 

m=oo  -  ! 

(17)  Iog,(x)  =  2  [(^"^'"'^^)'°s(^-^-i-^)-']' 

m  =  o 

et  Ton  aura  en  conséquence 


(■8)/ 


m=.oo 


2;[(x+;«+i)log(,+^)-i]. 


m  =  o 


Cette  formule  (18),  qui  a  été  rencontrée  patr  Guder-* 
niann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de 
Il  tm^  formule  de  Wallis^ 

38l .  On  peut  tirer  la  formule  de  Slirlîng.  de  la  for- 
mule (18),  mais  je  n'entreprendrai  point  ici  cette  trans- 
formation et  je  me  bornerai  à  déterminer  les  limites  de 
logr(jc-i-i)  qui  nous  sont  nécessaires. 

Comme  la  quantité  logf  {x)  est  positive,  la  formule  (i5) 
iU)us  donne  d'abord 

(19)       logr  (j:  -f- 1)  >  -  logaw  —  j?  H-  f  j:  +-  j  logx, 
^suite  nous  aurons,  par  la  formule  (16*),  à  cause  do 

:«<«f(*)<  £  ,2 (^ +  «)%  +  ;„  +  ,)»■  : 

r3. 
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or,  la  fraction  , — r  se  décompose  ea 


12 


a:  -h  m        x  -hm  -h  i 
donc  on  peut  écrire 

-i-(~ ^J-^- 

La  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule a  pour  somme  -9  et  Ton  a  en  conséquence  • 

se 

I2X 

puis 

(20}       logr(a:-4-l)<;-Iog27r-— «4-  (  a?  4 — )  logj: -4-  •—' 

Les  formules  (19)  et  (20)  nous  donnent  les  deux  limites 
que  nous  voulions  trouver.  En  revenant  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  obtient 

I . 

1 .2.3.  ..:c*>  V27r^       X       ^ 

(21)  l  ^^ 

^      ^  1  II 

\   1.2.3.  .  .j:<;  V^Tre  ^'^"^x       ^ 

Extension  des  formules  précédentes  au  cas  où  x  rCest 

pas  un  nombre  entier  positif. 

382.  On  désigne  habituellement  par  le  symbole  V  (:p4-i) 
une  certaine  fonction  de  x  qui  a  une  valeur  déterminée 
pour  toutqs  les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  x,  qoi 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  x  égales  à  un 
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oonibre'ehtier  négatif  et  qui  se  réduit  au  produit  i  .2.3«« .  a; 
quand  X  est  un  entier  positif;  elle  coïncide,  dans  ce  der-* 
nier  cas^  avec  la  fonction  dont  nous  venons  de  nous  oc-* 
cuper. 

On  arrive  très -facilement  à  la  notion  des  fonctions  gé- 
nérales  T  quand  on  cherclie  à  interpoler  la  fonction  nu- 
mérique 1.2. 3...  a:,  c'est-à-dire  quand  on  cherche  à 
représenter  le  produit  i .  2 .3 ...  a:  par  une  fonction  de  x 
qui  conserve  une  signification  bien  définie  lorsque  x 
cesse  de  représenter  un  nombre  entier  positif. 

En  effet,  soient  x  çl  m  deux  nombres  entiers  positifs. 
Les  X  fractions 


m  m  m 


m -h  i        /w-f-2  m-hJc 


tendront  vers  1  unité  si,  x  restant  constant  ^  on  fait 
croître  m  indéfiniment;  il  en  sera  donc  de  même  du 
produit  de  ces  x  fractions,  et  l'on  aura 


m* 


(H-em)=  I, 


(/w  H-  i)  (iw  -f-  2) . . .(/»+ 0?) 
tm  désignant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m  =  00  .  On 


peut  écrire  aussi 

(1  .2.3.  *«/7l)/73* 


(l  -+-  6|„)  =  I 


1.2.3. . .  {m  -4-x) 
OQ)  en  multipliant  les  deux  membres  par  i  •  2 . 3 . .  .x, 

«  (l  .2.3.  . . /w)/w*  ,  . 

(jr-4-l)  (x -4-2). .  .(ar-f-/w)  ^  ' 

Faisant  tendre  Tentier  m  vers  l'infini,  on  aura 

M  .     o  1-  (1.2.3.../W)  m* 

l'j  l.2.3.*.J?  =  lim  ; — ^— r-7 ^^ — -, 17    pour/w:=QO.. 

(x-f-ï)  (4?-f-2)...(a:-4-w)      *^ 

^  second   membre   de  cette   formule   devient  infini 
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quand  or  est  un  entier  n^atîf,  mais  par  tontes  les  ràtr 
valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x  elle  a  une  Valeur  fio 
et  détermince,  comme  on  le  démontre  très-aifiémeDt^  \ 
donc  on  pose 

•  •  • 

I     \       ^f  \  1-  (l>2.3...w)772* 

\       .      V         ^  {x-f-i)(^H-2)...(j:-4-w)       *^ 

on  aura,  dans  le  cas  de  j:  entier  positif, 

r(j?  H- l)  =  1 .2.3.  .  .ar. 

Cherchons  la  valeur  de  F  f  -  |  •   Si  Ton  fatt  jr  =  — 

dans  la  formule  (a),  il  vient 

I 

2    2m     —  - 

/i\       (i.2.3...m)2     m    ^ 
r  (  -  I  =  ^ r j     pour  m-  zir  o©  5 

\2y  I  .2.0.  .  .  2/W 

et  en  posant,  comme  au  n*  378, 


.      .  I  .2.  3  ...  772 

ff  [m)  ::^ r. -, 


— m     m-i — 

SJ  2.1^0      m       ^ 


on  peut  écrire 

\2y  <ï'(2/w) 

Enfin,  comme  ^(ni)  et  cp(2m)  se  réduisent  à  Tiuiit 
pour  m  =  00  5  on  a 

383.  D'après  ce  qui  précède,  on  peut  écrire 
Cm  étant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m  :r=  oo  .  On  û- 
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de  eeue  formule 

jc  log log j  .  .  . 

ou,  en  écrivant  m  4-  ^  au  lieu  de  m  et  faisant  tendre  m 
vers  Tinfini, 


m=co 


(:.)  logr(.+,)=2  [*'°g('  +  ;riT)-'°K"^^)} 


m=o 


Cette  formule  (2)  est  équivalente  à  la  formule  (1)  et 
elle  exprime,  comme  celle-ci,  la  définition  générale  dies 
Sanctions  F. 

n  est  facile  maintenant  d'établir  la  généralité  de  la  for- 
Uaule  (18)  du  n°  380.  En  effet,  celle  formule  (18)  et  la 
Cormule  qui  précède  s'accordent  à  donner,  par  une  double 
difFérentiation, 

m  =  co 
dbn^  ~~  ^  {x-hm  -i-i)^ ' 

les  premier^  membres  de  ces  deux  formules  ayant  ainsi  la 
uème  dérivée  du  deuxième  ordre,  ils  ne  peuvent  différer 
que  par  une  fonction  linéaire  de  X]  mais  comme  ils  sont 
ëgaux  pour  toutes  les  valeurs  de  x  entières  et  positives,  on 
en  conclut  qu'ils  sont  égaux,  quel  que  sohx. 

384.  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  rappeler  ici 
que  si  x  est  une  quantité  positive,  la  fonction  T  [x)  n'est 
autre  chose  que  celle  qui  a  reçu  de  Legendre  la  dénomi- 
nation d!mtégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  Effec- 
tivement, en  écrivant  x  —  i  au  lieu  de  j:,  la  formule  (i) 
du  numéro  précédent  devient 

.    .  f  I .  !?. .  3 .  . .  w  )  m'~~^  .  ,  . 

r(jF)=:.— -^ r :        (  pour  W  =  QO  }. 
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Intégrons  par  parties  la  difiTérentielle  a*""*(i — a)"'</«,  ît 
viendra 

et  comme  x  est  positive,  si  Ton  prend  les  intégrales  entre 
les  limites  o  et  i,  on  aura 

On  conclut  de  là,  quelque  soit  l'en  tiern, 

Jr'    ^1/  V-  .        '^{'^  —  i)...(/w  —  /î-+-i)    r'    *4-«_,  /  xm- 

0  x(x  +  i)...(.r+//-  iJJo 

pour  n  =  m,  Tintégrale  du  second  membre  se  réduit  à 

Jl     ^x+m-t  j^  -^ .  Jonc  qh  a 

Jf     _,  ,           X     ,                  1.2.3.  ..m 
a*-MI  —  OLpcloL=:  —, : 7 ; r> 
0             ^           ^              x(jr-4-i)...(ar-hm) 

et,  en  écrivant  -  ?  —  au  lieu  de  a  et  da. 

m     m 

x-hm    r"*  ^,  /         «V^  (t.2.3.  .  ./ii)iw*~^ 

m      Jq  \        m)  x(x-hi)- ..(x-^m  ^i) 

On  a,  d'après  cela 
r(j:)  =  (n-— )     1      a*-'(i—  -j    «?a     {poHr/ii  =  oo); 

on  peut  écrire  aussi 

H-  /      a*"-'  (  I  — -)    c?a  (pouriii=00). 
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La  quantité  [  i )     a  pour  logaritlime 

/            a«  a»  \ 

—     aH h^— ,-4-... 

et,  a  étant  regardée  comme  constante,  elle  atteint  son 
maximum  pour  m =00  ;  ce  maximum  est  e~^.  On  a  donc 


et  on  pourra  poser 

X"""'('-i)"='-"X''^"""''- 

9  étant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i.  L^expression 
der(a:)  devient  alors 

-4-(l— 0)    /       a^'tf~*^a     (pouriii  =  «); 

regardant  maintenant  M  comme  une  constante,  faisons 

tendre  m  vers  Tinfini,  on  aura  à  la  limite  (  i )   =tf""*, 

et  par  suite 

J/»0O  i^OO 

niais  il  est  évident  que  la  quantité  0  est  ici  rigoureusement 
nulle,  car  la  formule  précédente  a  lieu,  quel  que  soit  M, 
61  la  dernière  partie  disparait  pour  M  =  00  .  On  a  donc 


o 


f-^e''^doLy 


P^urtoules  les  valeurs  positives  de  x. 


(I) 
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Détermination  de  deux  limites  entre  lesquelles  reste 
comprise  la  sommée  des  logarithmes  népériens  de  tous 
les  entiers  qui  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné. 

385.  Soit  a  un  nombre  entier  posîlîf  5  faisons  ar = a  -f- 1 
dans  la  fdrmule  (19)  du  n^  381  et  retranchons  ensuite 
log  (a-Hi)  de  chaque  membre;  faisons  en  même  temps 
X  =  a  dans  la  formule  (20)  du  même  numéro,  on  aura 

logI.2.3...a>log\/27r-f-(a-4-l)log(ût-hl)— (rt-hl)^ Iog(^ 

2 
loffi.2.3...«<riogi/27r-l-<iloga  —  a  H —  \oaa  H • 

^  «T  «  2       ^^  12a 

Cela  posé,  désignons  par  x  une  quantité  positive  quel- 
conque  au  moins  égale  à  i,  et  soit  a  le  plus  grand  enti< 
contenu  dans  x.  On  a,  par  hypothèse, 

«^^>«-4-i     et     û^i; 
et  on  en  déduit 

^^  +  I  _  i  j  [log  {a-^i)-i]>L^  l\  (logor  -  i), 


OU 


/  I 

{a  -f-  i)log(a,-l-  i)  —  (tf  -4-1) log(a  -4-  i) 


2 


Ca) 


>•  X  log  a?  —  X logo:, 

2 

a  loga  —  a  "\ —  loga  -h 


2  12a 


~:xlogj:  —  X  H log.r  H • 

"^  2     °  12 

Des  inégalités  (i)  et  (2)  on  conclut,  en  appelant  T  (jc)       k 


sscnoji  m.  —  ciftiLPisiiB  iy«  ao3 

logàrithiiie  Su  produit  de  tous  les  scuDtbiMS  entiers  qui  Jte 
surpasfieaA  pas  x, 

<3)  :  ^      , 

Cesinégaik^  (3)  sont  cetlee  que  nous  voulions  obtenir* 

Sur  la  totalité  des  nombres  premiers  compris  entre  deux 

limites  données, 

386.  Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  eombien 
il  y  a  dé  nombres  premiers  compris  entre  deux  nombres 
donnés  n'a  pas  encore  été  résolu  et  semble  présenter  les 
plus  grandes  difficultés.  M.  Tcbebîchef  est  le  premier  qui 
se  soit  occupé  avec  succès  de  cette  question^  dans  un 
Mémoire  présenté  en  i85o  h  l'Académie  impériale  des 
Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  cet  habile  géomètre  a. 
donné  le  moyen  d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
est  nécessairement  compris  le  nombre  qui  exprime  com- 
bien il  y  a  de  nombres  premiers  entre  deux  nombres 
donnés.  M.Tchebîcbefa  déduit  de  son  analyse  la  démons- 
tration d'un  postulatum  sur  lequel  M.  Bertrand  avait 
fondé  la  démonstration  d'un  théorème  important  dont  il 
sera  question  dans  la  Section  suivante.  Ce  postulatum 
consiste  en  ce  que  : 

Il  y  a  toujours  au  moins  un  nombre  premier  compris 
entre  a  et  a  a  —  2  si  a  est  supérieur  à  —  • 

Bien  que  je  sois  parvenu  à  démontrer  le  théorème  dont 
il  f  *agit  sans  recourir  à  aucun  postulatum^  ainsi  qu'on  le 
Verra  dans  la  Section  IV ,  je  ne  crois  pas  inutile  de  pré- 
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senter  ici  Tanalyse  ingénieuse  de  M.  Tchebichef,  analyse 
qui  repose  sur  des  considérations  entièrement  neuves* 

Nous  désignerons  par  T  (^),  comme  au  numéro  précé- 
dent, la  somme  des  logarithmes  népériens  de  tous  les  nom- 
bres entiers  qui  ne  surpassent  pas  z  \  nous  désignerons  en 
outre  par  d  (z)  la  somme  des  logarithmes  népériens  de 
tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  z.  Les 
fonctions  T(z)etd(z)se  réduisent  à  zéro  lorsque  z  est 
inférieur  à   2.    Quand  z   sera  une  quantité  composée. 


comme 


(  - 1    par  exemple,  nous  écrirons,  pour  abréger, 


Q 


(fyaulieudee[(f)']. 


Propriété  fondamentale  de  la  fonction  0  [z). 

387.  La  propriété  fondamentale  sur  laquelle  reposent 
les  recherches  de  M.  Tchebichef  consiste  dans  l'égalité 
suivante  : 

T(x)  =  Ô  (a:)-+-0  (ar)^-|-ô(:c)^4-ô  [xy  ^ . .  . 


1 


'(i)-(i)'-(iy-(f- 


OÙ  les  séries  doivent  être  prolongées  jusqu'aux  termes 
qui  deviennent  zéro. 

Pour  démontrer  cette  égalité,  remarquons  que  chaque 
membre  est  égal  à  une  somme  de  termes  tels  que  k  log  a, 
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k  désignant  un  entier  et  a  un  nombre  premier.  Supposons 
qae,  dans  la  suile  des  nombres  i,  2, 3,  49***)  ?^  ^^  ^^^ 
passent  pas  x^  il  y  en  ait  Ai  qui  soient  divisibles  par  a  ; 
nommons  aussi  As  le  nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles 
par  a*,  et  généralement  A,-  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  a';  il  est  clair  que  le  coefficient  de  loga 
dans  T  (x)  sera  Ai-f-Aj-i-As-f-. . ,.  Considérons  main- 
tenant les  termes  qui  composent  une  ligne  verticale  du 
second  membre  de  notre  égalité,  par  exemple^ 

'w^'  •(#  •©'•  '(?/•■•■■•        ■ 

on  trouvera,  dans  cette  suite,  autant  de  termes  contenant 
loga  avec  le  coefficient  i,  qu'il  y  a  de  quantités  qui  ne 
sont  pas  inférieures  à  a  dans  la  suite 


''  (?/•  iif'  (ir 


Or  le  nombre  de  ces  quantités  est  évidemment  le  même 
que  le  nombre  des  quantités 

a',  2a*,  3a',  4*'V   •*> 

qui  ne  surpassent  pas  x  ;  ce  nombre  est  précisément 
Celui  que  nous  avons  désigné  par  A^.  Donc  le  coefficient 
de  log  a  dans  le  deuxième  membre  de  notre  égalité  est 

Ai-hAs-f-As-h. . . ,   ce  qui  démontre  l'exactitude  de 

Cette  égalité. 

Nous  ferons,  pour  abréger, 

(l)      ^Kz)=ô(z)-f-0(2)'ï-+.Ô(^)^-f-0(z)*-f-..., 

^t  alors  régalité  que  nous  venons  d'établir  pourra  s'écrire 
^insi: 


ao6 
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Démcmstrationde  deux  inégalités  auxquelles  satisfai 

fonction  ^  («). 

38&  Les  deux  m^^tés  que  nous  proposons  d'établie 
sont  les  suivantes  : 

♦  M>T(-)  +  T(i)-T(f)-T(|)-T(î)v 
♦W-*(0<T(-).T(i)-T(f)-T(ï)-r(j). 
L'équation  (2)  du  n®  387  donne 


r     TW+T|i)-r(î)  -T(|)-r(f) 


=:^p  (  «  )     -+-  >p 


( 


(i) 


\ 


(î)  -^^  (?)  ^."^  iî)^- 
-*(?)-^{oH(ôH(4^)- 


■  • 


•  •  « 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  de  la  forme 

Al,  As,  A3,  etc.,  étant  des  coefficients  entiers.  Or  je  dis 
qu'on  a  en  général: 


A„=  I y  si  72  n*est  divisible  par  aucun  des  facteurs 2,3,5; 

A„=  G,  si  72  est  divisible  par  un  seul  des  facteurs  2,3,5; 

A„  =  —  I ,  si  /2  est  divisible  par  deux  au  moins  des  facteurs  2, 3, 5. 
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En  effet,  dans  le  premier  cas,  où  n  n'est  diyisîble  par 

ancan  des  nombres  2, 3,5,  on  ne  trouve  le  terme  ^  (- ) 

qaedans  la  première  ligne  horizontale  du  second  mem- 
bre de  l'équation  (i)*  Dans  le  deuxième  cas>  où  n  est  di* 
visible  par  un  seul  des  nombres  2,  3,  5,  on  trouvera  le 

terme  (ff  (- javec  le  signe  —  dans  l'une  des  trois  der* 

nières  lignes  horizontales  du  second  membre  de  Féqua- 
tion  (1),  et  comme  ce  terme  existe  dans  la  première 
ligne  avec  le  signe  H-,  on  trouvera  zéro,  après  la  réduc- 
tion, pour  coefficient  de  ^  (  ~~  )  *  Dans  le  troisième  cas, 
où  71  est  divisible  par  deux  des  nombres  2»  3, 5,  le  terme  ^^ 
- 1  se  trouve  avec  le  signe  4-  dans  la  première  ligne 

Horizontale  du  second  membre  de  Téquation  (i),  et  avec 
le  signe  —  dans  deux  des  trois  dernières  lignes^  donc  il 

ne  restera  après  la  réduction  que  —  ^  (  ~  )  '  Enfin,  dans 
le  quatrième  cas,  où  n  est  divisible  par  chacun  des  nom- 
bres 2,3,5,  le  terme ^  f  -  j   se  trouve  avec  le  signe  4- 

dans  les  deux  premières  lignes  du  second  membre  de  l'é- 
quation (i),  et  avec  le  signe  —  dans  les  trois  dernières 

lignes  5  il  restera  donc  encore  —  ^  (  ""  )  ^ip^ès  la  réduc- 
tion. Donc,  pour 

"  =3om  -h  ij     2,     3,     4>     5,     6,      7,     8,     9,     10, 

II,  12,    i3,   14,   i5,   16,    17,    18,    19,   20, 

21,  22,  23,  24,  25,  26,   27,   28,   29,  3o, 
on  a 

"^-•^^^i,        O,         O,        O,        O,    —I,         I,        o,        O,    — I, 
I,    —I,  I,         O,    —I,         o,  I,    —I,         Jr   — ^ 

o,       o,        I,   — I,        o,        o,        o,        o,        I,   — I, 
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et,  par  conséquent,  l'équation  (t)  se  réduit  à 

=♦(-)-  t(l)+*(f)-*(i)+*(^)-+(^)+ 

où  tous  les  termes  du  second  membre  ont  pour  coeffid 
4-1  et  — 'X  alternativement.  Or  la  fonction  (p(z)  ne  j 
croître  quand  z  décroit  ;  donc  la  série 

qui  forme  le  second  membre  de  Téquation  précédente, 
comprise  entre 

+  W    et    4,(x)-,p^g^5 

on  a  donc 

^^^    j  K.)>T(.)^T(£)-T(f)-T(f)-T( 

>PW-+(i)^T(.)-.T(iL)-T(^)-T(f)-T( 
ce  qu^il  fallait  démontrer. 


Détermination  de  deux  limites  entre    lesquelles  t 
comprises  les  fonctions  ^[z)  eiB[z), 

.  389.  On  a  vu,  au  -dP  385,  que  la  fonction  T  [x)  sa 
fait  aux  deux  inégalités 

(1l{x)  <^log  V^Stt  -h  a?logj:  —  4?  H logarH y 

T  [x)  >  log  ^27r  +  xlogo;  —  X logx. 
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On  déduit  de  là 
-^ h  ^  j:log:i:  —  .rlogSo^"  —  —  jt  H- logo: log3o, 


et 


T(x)+T(^j>2logv^ 

3i  —       3i  I 

—  ^logx  —  ^log3o^"  —  —X  —  logo:  -f-  ~  logSo; 


3^ 

3i  -   -   -       3i  3  I 

"^  -^^  :i: log a?  —  a: log 2 ^  3  '  5^  —  r-  .r  H —  log a? log 3o . 

oo  ^  3o  2  2 

3,                           ±    »    1      3|          3  i 

H-  —  arlogar  — arlog2^  3^  5*  —  ^x log«  +  ~log3o. 

Retranchant  la  quatrième  de  ces  inégalités  de  la  première, 
®t  la  troisième  de  la  deuxième,  il  vient 

^    ,     2^  3^  5^      5,  I  ,       o  ^ 

<^j7|0g — j 1 logo: log  lOOOTT  H ) 

30^  2  2  12 

-<"-^(é)--'(:)--©--(I) 


1      I      t 


^    ,     2'  3'  5*      5 ,  I  ,     45o       3 

>xlog , log«  +  -  log  ' 


«^ —  • 


So"  ^  ^         '^         '^ 


^^^Xis  ferons,  pour  abréger, 


1    »    * 
2*  3^  s'**" 

A=:  log  ; =  0,92129202.  •  •  y 

3o^ 

II.  i4 
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alors  les  inégalités  précédentes  deviendront 


(=) 


5  I  Qi 

<Ci  kx  H —  loga? loff  1800 TT  H 9 

^  2     °  2     °  12 

-w-Ké)-Kf)-Kl)-Ki) 

^1         5 ,  I ,     45o       3 

j>Aa: loffxH —  les  -^^ » 

^  '^  2     °  2     ®    TT  12 

et  Ton  volt  que  Ton  a,  à  plus  forte  raison, 

'''\w.T(i)-T(î)-T(f)-T(|)>A.-â,o,,. 

Les  formules  (i)  n'ont  lieu  que  dans  l'hypothèse 
x^i\  d'ailleurs,  pour  former  les  inégalités  (a),  o 

O^  ^W  .S^  a^ 

remplacé  x  par  -»  "5*  ?'  T"'  donc  les  formules  (2) 

sont  établies  que  dans  l'hypothèse  de  aî^3o.  Mai 
est  facile  de  vérifier  que  les  formules  (3)  ont  lieu  f 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  i  et  3o,  et, 
suite,  qu'elles  ne  présentent  aucune  exception. 

Des  inégalités  (3),  combinées  avec  les  inégalités  (2 
n'usas,  on  déduit 

l  +(x)>A.r— -Iqga:  — ï, 

La  première  de  ces  formules  donne  immédiatement 
limite  inférieure  de  tfr  (x)  5  la  seconde  peut  servir,  coi 
on  va  le  voir,  à  obtenir  une  limite  supérieure.  Pour  < 
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posons 

/(x)=|Ax+^^log'x+|logx. 
OU  aura 

•        -  f 

par  suite, 
a  donc 


bien 


4{*)-'l'(|)</W-/(g)' 
+  (*)-/(*)<*  (g) -/(g); 


j^*  fl*  J*  ^(^ 

^^  changeant  successivement  a:  en  pj  ;r,'  7^'  •  •  •  >  7^-r:^  î' 
.^^  .  D    b'    b^  b  *"*"' 

vîeul 


<+(6^ 


/(^6«+.j 


Supposons  maintenant  que  m  soîl  le  plus  grand  ciiiier  qui 

*  *      •    • 

Vérifie  la  condition  6"*^ a: 5  -^i^^^  tombera  entre  i  et  ^> 

^t,   par  suite,  ^(s^)  sera  zéro  5  je  dis  en  outre  que 

sera  moindre  que  i.  En  effet,  la 'valeur  de 
f(z)  peut  s'écrîre  ainsi  : 

14. 


./^6»+ij 
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d*où  Ton  conclut 

et,  à  plus  forte  raison, 

puisque,  6  étant  moindre  que  e^,  log6  est  inférieur  à  3  • 
Diaprés  cela,  la  formule  (5)  donne 

>K^)-/W<i, 

et,  par  suite, 

6  5  5 

(6)        4»  (^)<  g  A  a:  +  ^-j^  log^x  4-  -  logo?  ^-  I , 

Les  deux  limites  que  nous  venons  de  trouver  pour  la 
fonction  ^  [x)  vont  nous  permettre  de  trouver  également 
deux  limites  de  la  fonction  B  (x). 

Pour  cela  remarquons  que  la  formule 

4»  (z)  =  ô{z)  -I-  0  [zy  +  9  (zf  -4- .  . . 
donne 

Or  la  fonction  Q[z)  est  positive  ou  nulle,  et  d'ailleurs 
elle  ne  peut  croître  quand  z  décroit  ^  donc  on  a 

Mais  on  vient  de  trouver 

^l»  (^X  5  A:c  -f-  j^^;^  log'^  +  ^  loga:  -4-  1 , 

(8)       {  5  ^ 

>|i  (a:)  >  A*  —  -  loga:  —  i. 
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et  l'on  en  tire 

(9)     i  ,5 

donc  on  a,  par  les  inégalités  (7), 

6  ^5  5 

^'^^^  ',215  i5 

0(0;)  >  Ax  -  -  Aa:'  -  ^^  log'o:  - -^  logx  -  3. 

Ainsi,  la  somme  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  pre- 
miers qui  ne  surpassent  pas  x  est  comprise  entre  les 
limites 

6  .         .    ï  5     ,    ,         5. 

■=  A  .r  —  Aar'  H-  7-; — -7  log*  a;  H logx  -♦-  2 , 

5  4*og^  2 

A*  _  ^  A*^  -  yA_  loB'^  -  i|  logx  -  3. 

Détermination  de  deux  limites  du  nombre  qui  indique 
combien  il  y  a  de  nombres  premiers  compris  entre 
deux  nombres  donnés, 

390.  Soit  m  le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  plus  grands  qu'un  nombre  donné  /  et 
qui  ne  surpassent  pas  un  ai^tre  nombre  donné  L.  La 
somme  des  logarithmes  népériens  de  ces  m  nombres  pre- 
miers sera  évidemment  comprise  entre  mlogl  et  mlogL*, 

on  aura  donc 

e(L)-G(/)>iiilog/, 

Ô{L)-9(/)</iilogL, 
et,  par  conséquent, 

m  <^ — ,     ni  p» r — ; 

log/  logL 


(i) 
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mais,  d'après  les  inégalités  (lo)  du  n°  389,  on  a 
e(L)-9(/)<A(|L-/)-A(L'-^/^) 

-h  g-j — g  (2  log^L  -H  log*/)  4-  vl^logL  -4-  31og/)  -f-  5, 

0(L)~e(/)>A(L~|/)~A(^L^-/-^) 

""«l^^^^S^^  +  aïog'O-ltaiogL-^-alogO-S; 
donc 

IH/<— -^ i ^ u_i .      ,  


w> 


logL 


Ces  formules  donnent  ainsi  deux  limites  entre  lesquelles 
tombe  la  quantité  m  qui  désigne  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  plus  grands  que  /  et  qui  ne  surpassent 
pas  L.  La  deuxième  de  ces  formules  montre  qu'on  trou- 
vera plus  de  k  nombres  premiers  entre  les  limites  /  et  L, 
si  la  condition  suivante  est  satisfaite,  savoir  : 

W    A< ^^ 

et  comme  /  est  ^  o  et  •<  L)  on  vérifie  cette  inégalité  en 
faisant 


X-=r 


A(L-|/)--^AL^-8^1og'L_|,ogL-5 


logL 
d'où  l'on  tire 

5,        ^\  25      ,    ,^        5  /aS      ,\,     •       25 
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Ainsi,  en  prenant  pour  /  cette  valeur^  on  est  sûr  de  trou* 
ver plus.de  h  nombres  premiers  entre  /  et  L.  Il  est  \x\eia 
entendu  que  /et  L  sont  supposés  plus  grands  que  i . 

En  faisant  A  =  o,  on  conclut  de  ce  qui  précède  qu'il  y 
a  au  moins  un  nombre  premier  entre  /  et  L,  si  Ton  prend 

f^.  5  \       aSIog'L        laSlogL       25 

(6)      /-gL^2L   -  ,6AIog6  ^Âr~6l' 

Application  des  résultats  qui  précèdent^ 

391.  Des.  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  il  est 
aisé  de  déduire  la  démonstration  de  la  proposition  dont 
nous  avons  parlé  au  n^  386.  Effectivetnent,  nous  venons 
de  voir  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  entre  les 
limites 

donc  il  sera  établi  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier 
entre  les  limites  a  et  2 a  —  2,  si  l'on  prouve  qu'on  peut, 
par  une  valeur  convenable  dé  L,  satisfaire  aux  deux  iné- 
galités 

7.a  —  2  >  L, 

5  j       251og^L        i251ogL       25 

«<gL-2L    -jg^j^gg  i4Â"~6A' 

^**^  on  vérifie  évidemment  la  première  de  ces  inégalités 

^*^  prenant 

L  =  2/1  —  3. 

>ittant  à  la  seconde,  elle  devient,  pour  L  =  2a  —  3, 

^5,  5.         j 5       251og'(2«  — 3) 

«<g(2«-3)~2v/2«-3 ,gA  loge 

I25]0g(2a  —  3)  25 

24Â  6Â' 
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ce  qui  est  exact  pour  toutes  les  valeurs  do  a  qui  surpassent 
la  plus  grande  racine  de  l'équation 

5/  ox  ' ::       i^\oç,^[7.x — 3) 

.r=:rT(2ar-r  3)  —  i^ix  —  6 5-7-ï — ^ 

6^  '  *  16  A  logo 

125  W^[ix  —  3)       25 
251  6Â  ' 

or  ou  trouve  que  celte  plus  grande  racine  est  comprise 
entre  iSp  et  i6o  ;  donc,  si  a  est  >  160,  il  y  a  nécessaire- 
ment uti  nombre  premier  compris  entre  a  et  2a  —  2.  A 
regard  des  valeurs  de  a  inférieures  à  160,  la  proposition 
peut  se  vérifier  immédiatement  au  moyen  des  Tables  de 
nombres  premiers. 
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LES  SUBSTITUTIONS. 
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SECTION  IV. 

LES  SUBSTITUTIONS, 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  SUBSTITUTIONS. 


%s  permutations  formées  avec  des  lettres  données ,  et 
des  substitutions  par  lesquelles  on  passe  d'une  per* 
mutation  à  une  autre. 

392.  Les  permutations  de  n  lettres 

iontles  résultats  que  Ton  obtient  en  écrivant  ces  lettres  a 
a  suite  les  unes  des  autres  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, et  on  démontre  dans  les  éléments  d'Algèbre  que  le 
nombre  total  N  de  ces  permutations  est 

N=I.2.3..'.  71. 

Représentons  par  de  simples  lettres 

Aq)   Aj,  Aj.  .  •>  Apy_, 

les  N  permutations  dont  il  s^agit.  L'opération  par  la- 
^ueIlç«on  passe  d'une  permutation  à  une  autre  est  dite 
^^t  substitution  (n°  23S).  Nous  représenterons  une  sub- 
stiuuion  en  écrivant  entre  parenthèses  la  permutation  de 
Quelle  on  part  et,  au-dessus  de  celle-ci,  la  permutation 
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nouvelle  qui  doit  la  remplacer.  Ainsi  le  symbole 


A, 
Ao 


désignera  la  substitution  qui  a  pour  effet  de  remplacer  L 
lettres  de  la  permutation  A^  par  celles  qui  occupent  re 
pectivement  les  mêmes  rangs  dans  la  permutation  A|  ;  1 
permutations  Ao  et  Ai  seront  dites  les  termes  de  la  su 
stitution,  Ao  sera  le  dénominateur  et  Ai  le  numérateu 
Il  est  évident  que  l'on  peut  choisir  pour  déuominatei 
d'une  substitution  donnée  Tune  quelconque  des  N  permt 
talions. 

D'après  cela,  si  l'on  adopte  Ao  pour  dénominateur,  oi 
obtiendra  toutes  les  substitutions  en  prenant  successive- 
ment  pour  numérateurs  les  N  permutations;  ces  substi' 
tutions  seront  donc 


0/       \Ao/  \Ao 


An/     VAo/     VAn/'  VA 


Le  symbole  (      )  représente  ce  qu'on  appelle  une  suh 

stitution  identique^  il  indique  la  conservation  de  l'ordr 
des  lettres  ;  il  y  a  avantage  à  le  comprendre  parmi  le 
substitutions,  et  le  nombre  de  celles-ci  sera  dès  lor 
égal  à  N. 

Nous  représenterons  souvent  par  de  simples  lettres  £ 
T,  etc.,  les  diverses  substitutions  que  nous  aurons  à  cor 
sidérer. 

Lorsqu'une  lettre  occupe  la  même  place  dans  le  nan)€ 
rateur  et  dans  le  dénominateur  d'une  substitution,  c 
peut  la  supprimer  sans  inconvénient.  Ainsi  la  substitulic 

fdbca .  . . 
\abcd.  . . 
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peut  s'écrire  plus  simplement 


Ida  • . . \ 
\a(l .  .  .  / 


On  dît  qu'une  substitution  est  réduite  à  sapins  simple 
expression  quand  on  a  supprimé  dans  ses  deux  termes 
tontes  les  lettres  qui  y  occupaient  les  mêmes  places. 

Des  produits  de  substitutions , 

393.  On  nomme  produit  d'une  permutation  donnée 
par  nne  substitution  la  permutation  nouvelle  que  Ton  ob- 
tient en  appliquant  la  substitution  à  la  permutation 
donnée*  Ce  produit  se  représente  en  écrivant  la  substitu- 
tion à  gauche  de  la  permutation  donnée.  Considérons,  par 
exemple,  la  substitution 

si  on  l'applique  à  la  permutation  Ao,  on  produira  la  per- 
nintation  Ai,  et  nous  écrirons  en  consécjuence 

SAo=  (  .    )  Ao  -^^  Al.  I 


(t) 


On  nomme  produit  de  deux  substitutions  données,  la 
substitution  nouvelle  qui  produit  le  même  effet  que  les 
substitutions  données  appliquées  l'une  après  l'autre  à  une 
pennutalion  quelconque.  Ce  produit  se  représente  en 
wnvantla  substitution  qui  doit  être  effectuée  la  première 
*  droite  de  l'autre  substitution.  Ainsi,  le  produit  de  la 

««Asiitution   S=  fM  par  la  substitution  T=  (M 
s  ccrira 
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pareillement  le  produit  de  la  substitution  T  par  la  sub 
stitution  S  s'écrira 


ST     ou 


\A./    U». 


Si  les  deux  produits  ST  et  TS  sont  ëgaux,  les  sabstitu- 
lions  S  et  T  sont  dites  échangeables  entre  elles.  H  est  évi- 
dent que  deux  substitutions  qui,  réduites  à  leur  plos 
simple  expression,  n^ont  aucune  lettre  commune^  sont 
écbangeables  entre  elles. 

Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  substitations 
S,  T,  U,  V, . . .  est  le  résultat  que  Ton  obtiei^t  en  multi- 
pliant la  première  substitution  par  la  deuxième,  puis  k 
produit  obtenu  par,  la  troisième  substitution,  et  aioside 
suite^  il  sera  représenté  par  . .  .yUTS. 

Si  les  substitutions  qu'il  s'agit  de  multiplier  entre 
elles  sont  toutes  égales  à  S,  et  que  leur  nombre  soit  égal 
à  V,  le  produit  est  dit  la  puissance  v""**  de  S  5  celle-ci  se 

représente  par  S  . 

Lorsqu'une  substitution  identique^  telle    que  (   * 

figure  dans  un  produit,  elle  peut  être  supprimée,  et  en 
conséquence  il  est  naturel  de  la  regarder  comme  égale  à 
l'unité;  ainsi  nous  écrirons 


'Ao. 


En  outre,  si  l'on  convient  de  regarder  comme  égal  a 

l'unité  le  symbole  S  ,  quand  v  se  réduit  à  zéro,  quelle 
que  soit  la  substitution  S,  il  en  résultera  que  la  poî^ 
sance  zéro  d^une  substitution  quelconque  désignera  un^ 
substitution  identique. 
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Ord/'e  itune  substitution. 

394.  Soit  S  une  substitution  quelconque,  la  série  des 
puissances  de  S^  en  partant  de  S^  ou  i,  sera 

Qli  comme  le  nombre  total  des  substitutions  est  limité,  si 
Von  prolonge  suffisamment  la  précédente  suite,  on  verra 
nécessairement  se  reproduire  des  substitutions <léjà  obte* 
I.  Supposons  que  Ton  ait 


oomoie  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  égal  à 
S  .S  9  on  peut  écrire 

s's'"=  s'', 

(Toùil  suit  que  la  substitution  S  ,  appliquée  à  une  per- 
mutation quelconque,  ne  produira  aucun  déplacement 
des  lettres;  en  d'autres  termes,  cette  substitution  est 
identique  et  Ton  a 

On  conclut  de  cette  égalité,  quel  que  soit  Tenticr  Çy 

*(sT    ou     S'''=i, 
cl>  en  multipliant  parla  puissance  r'^*"'  de  S, 

Il  résulte  de  là  que  la  série  des  puissances  de  S  est  pé* 
i^odlqae,  et  que  la  période  se  compose  des  substitutions 
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SI  Ton  suppose  que  v  soit  le  plus  petit  nombre  tel  que 

S  =1,  les  termes  de  la  suite  précédente  seront  effecti- 

vement  distincts  5  car  Tégalité  S         =  S  enlrainerait 

s  =  1 5  ce  qui  n'a  pas  lieu  puisque  v'  est  inférieur  à  v. 
On  nomme  ordre  d'une  substitution  S,  le  plus  petit 

des  exposants  v  tels  que  l'on  ait  S''=  i .  En  d'autres  termes 
Tordre  d'une  substitution  est  le  nombre  de  fois  qu'il  faut 
appliquer  successivement  la  substitution  à  une  permu- 
tation pour  reproduire  cette  permutation.  On  voit  que 
les  seules  puissances  de  S  qui  se  '  réduisent  à  l'unité  sont 

Nous  conviendrons  d'étendre  l'égalité  S"  =  S  aux 
valeurs  négatives  de  r;  changeons  donc  r  en  —  r,  on 
aura 

s"'-''- s-'', 

et  cette  formule  définit  cq  que  nous  appelons  puissances 
négatives  d'une  substitution  S,  le  nombre  q  étant  choisi 
de  manière  que  v/7  —  rsoii  positif.  Si,  en  particulier,  on 
pose  r=  I5  on  pourra  prendre  q=i,  et  l'on  aura 

Les  substitutions  S  et  S~*  ont  pour  produit  l'unité; 
elles  sont  dites  ins^erses  l'une  de  Tautre.  Si  l'on  a 

on  aura  évidemment 

Si  une  substitution  S  est  d'ordre  v,  la  puissance  (x**** 
de  S  sera  de  l'ordre  -^  0  désignant  le  plus  grand  commun 
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diviseur  des  nombres  [x  et  v.  Eh  effet,  pour  que  l'on  ait 
(s'')  =  I  ou  S=  I,  il  faut  que  [ix  soit  divisible  par  v, 

ou x par-',  d'ailleurs,  cette  égalité  a  lieu  en    prenant 

ar=  -•  Donc  le  quotient  -  représente  l'ordre  de  S  . 

On  voit  en  particulier  que  si  fx  est  premier  à  v,  S'*  sera 
de  Tordre  v.  Dans  ce  cas,  si  l'on  pose 

S^=r  T, 

la  substitution  S  fera  partie  de  la  suite  des  puissances 
de  T.  En  effet,  si  l'on  élève  à  la  puissance  x  l'égalité  pré- 
cédente, on  aura 

S'^^T*     ou     S'^-^^^zT"' 

/  désignant  un  entier  quelconque.  Mais  v  el  fx  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  peut  faire  en  sorte  que  les  entiers  x 
cty  satisfassent  à  l'équation  fix — vj^=^  i,  et  Ton  aura 

alors 

Sz=T'. 

Des  substitutions  circulaires. 
395.  Soit 

Ao=^  abc. . ./"/ 

^iine  des  permutations  des  «lettres  a,  A,  c, . .  ./r,  /j  si 
*  oix  efface  la  lettre  a  qui  occupe  la  première  place,  et 
1^'on  l'écrive  à  droite  de  la  dernière  lettre  /,  on  formera 
^*  nouvelle  permutation 

Ai=  bc. .  .kla^ 

^^  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  la  permutation 
^o  à  la  permutation  Ai  sera 

A|\  / bc, .  .Ma 

Ao/         \abc. .  .kl 

II.  i5 
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Pour  effectuer  cette  substitution,  il  suffit  évidemment 
de  diviser  la  circonférence  d'un  cercle  en  n  parties  égales, 
d'écrire  aux  points  de  division  successifs  les  lettres  de  la 
permutation  Ao  et  de  remplacer  chaque  lettre  par  celle 
qui  vient  prendre  sa  place  quand  on  fait  tourner  le  cercle 
autour  de  son  centre,  dans  un  sens  convenable,  d'nn 
angle  égal  à  la  n*^"**  partie  de  quatre  angles  droits.  C'est 
pour  cette  raison  que  la  substitution  dont  nous  nous  oc- 
cupons est  dite  circulaire. 

Il  est  évident  que  V ordre  d^une  substitution  circulaire 
est  égal  au  nombre  n  des  lettres  quelle  déplace.  En 
effet,  chaque  fois  que  le  cercle  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion   tourne  d'une  quantité    angulaire  égale  à   la  n^^""" 
partie  de  quatre  angles  droits^  la  substitution  s'effectuo 
une  fois.  Or,  pour  ramener  les  choses  à  ce  qu'elles  étaient 
à  l'origine,  il  faut  que  le  cercle  tourne,  toujours  dans  le 
même  sens,  de  n  fois  la  '^'*'"*  partie  de  quatre  angles 
droits,  et  à  ce  moment  la  substitution  a  été  effectuée  n  fois; 
donc  l'ordre  de  la  substitution  est  égal  à  n. 

On  représente  habituellement  une  substitution  circu- 
laire en  écrivant  entre  parenthèses  l'une  quelconque  des 
permutations  dont  les  lettres  rangées  en  cercle  sont  telle- 
ment disposées  que  chacune  d'elles  remplace  la  précé — 
dente  par  l'effet  de  la  substitution.  Ainsi  l'on  a 

Décomposition  d^une  substitution  quelconque  en  cycle^^' 

e396.  Théorème  I.  —  Toute  substitution,  si  elle  /l'er-^^ 
pas  circulaire  y  est  le  produit  de  plusieurs  substitntior^^ 
circulaires  effectuées  sur  des  lettres  différentes. 

En  effet,  soit  S  une  substitution  quelconque  5  exécu- 
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CODS  cette  substitution.  Soit  a  Tune  des  lettres  qu'elle  dé- 
place et  qu'elle  remplace  par  une  autre  lettre  b  ;  b  elle- 
même  se  trouvera  remplacée  par  une  troisième  lettre  c, 
et  en  continuant  de  cette  manière,  on  tombera  nécessai- 
rement sur  une  lettre  f  qui  se  trouvera  remplacée  par  a. 
Or  il  est  évident  que  les  lettres  que  Ton  a  ainsi  rencon- 
trées ont  subi  la  substitution  ^circulaire  (a,  i,  c, .  .  . ,  y). 
En  prenant  une  des  lettres  restantes,  et  opérant  de  la 
même  manière,  on  formera  un  nouveau  groupe  de  lettres 
qui  auront  subi  une  substitution  circulaire,  et  Ton  pourra 
continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les  lettres 
que  déplace  la  substitution  S. 

Si  Ton  désigne  par  Co ,  Ci ,  Cj , . .  .  les  diverses  substi- 
tutions circulaires  que  nous  venons  d'obtenir,  on  aura 

formule  qui  exprime  la  valeur  de  S  décomposée  en  fac- 
teurs circulaires.  Ces  facteurs  sont  dits  les  cycles  de  la 
substitution  S.  Les  cycles  qui  ne  contiennent  que  deux 
lettres  prennent  le  nom  de  transpositions  (n°235). 
Considérons  par  exemple  la  substitution 


S  = 


kdfbjageci 
bcdefghîjk 


en  opérant  comme  nous  l'avons  indiqué,  on  trouvera 

Lorsqu'une  substitution  S  ne  déplace  pas  quelques-unes 
4cs  lettres  du  système  que  l'on  considère,  ces  lettres  ne 
^surent  pas  dans  la  valeur  de  S  réduite  à  sa  plus  simple 
expression,  ni  dans  les  facteurs  circulaires  dont  S  est  le 
P»t)daît.  Si  cependant  on  veut  melli*e  ces  lettres  en  évi- 
dence, on  le  pourra  en  introduisant  dans  S  des  cycles 
formés  chacun  avec  une  seule  des  lettres  dont  il  s'agit,  et 

i5. 
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qui  représentent  évidemment  des  substitutions  identi- 
ques; ainsi,  dans  le  cas  d'un  système  de  six  lettres 
a,  i,  c,  É?,  e,  yi  la  substitution 

f  d  c  b  a  e  f 
a  h  c  d  c  f 


9  f 


pourra  s  écrire 

s^Krf)(6,c)(^)(/). 

397.  Théorème  II.  —  V ordre  d'une  substitution  quel'^ 
conque  est  égal  au  plus  petit  multiple  commun  des  nom — 
bres  qui  exprimant  les  ordres  des  cycles  de  la  suhsti — 
tution. 

Soit 

la  substitution  S  décomposée  en  cycles.  Si  v  désigne 
l'ordre  de  S,  on  aura 

ou 

car  il  est  évidemment  permis  d'intervertir  Tordre  des  fac- 
teurs circulaires  de  S  .  Pour  que  la  précédente  égalité 
subsiste,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 


c;=3i,  €•;=,,  c^-i 


V 


or,  si  «0  désigne  l'ordre  du  cycle  Cq,  les  seules  puis- 
sances de  Co  qui  se  réduiront  à  i  ont  pour  exposants 
cf.Q^  2^0,  3â:o,...,  donc  V  est  un  multiple  de  «q.  On  voit  de 

même  que  Tégalité  S  =  i  exige  que  v  soit  divisible  par 
les  ordres  «j ,  «s , . . .  des  cycles  Ci ,  Cj ,  Cj , . . . ,  et 
comme  cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  Tordre 
de  S  est  précisément  égal  au  plus  petit  multiple  commun, 
des  nombres  «o  ?  ^i  9  ^2  9  •  •  •  • 
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398.  Une  substitution  est  dite  régulière^  lorsqu'elle  est 
circulaire  ou  composée  de  facteurs  circulaires  d'un  même 
ordre.  Toute  substitution  qui  n'est  pas  dans  ce  cas  est 
dite  irrégulière. 

Théorème  III.  —  La  puissance  ^ix'*"**  d'une  substitution 
circulaire  S  d'ordre  v  est  elle-même  circulaire  si  [i  est 
premier  à  v.  Mais  si  les  nombres  ^et  v  ont  un  plus  grand 

commun  diweur  9  supérieur  à  i ,  S    sera  une  substitu- 
tion régulière  composée  de  0  cjrcles  d^ ordre  -  • 

En  effet,  disposons,  comme  nous  Favons  déjà  fait  plus 
haut,  les  v  lettres  de  la  substitution  circulaire  S  aux 
points  de  division  d^une  circonférence  partagée  en  v  par- 
ties égales.  La  substitution  S'    aura   pour  effet  de  rem- 
placer chaque  lettre  par  celle  qui  en  est  éloignée  d'une 
quantité  égale  à  (x  fois  la  v'*"**  partie  de  la  circonférence. 
Si  donc,  partant  de  l'un  quelconque  des  points  de  divi- 
sion et  marchant  dans  le  même  sens  jusqu'à  ce  qu'on  soit 
revenu  au  point  de  départ,  on  considère  les  points  de 
L     division  de  [l  en  fx,   les  lettres  placées  à  ces  différents 

points  devront  subir  par  l'etTet  de  S'*  une  substitution  cir- 
culaire. Or  le  nombre  x  de  ces  lettres  doit  être  tel,  que  le 

produit  de  fx  •  —  para:  soit  le  plus  petit  multiple  possible 

de  27r,  ou,  en  d'autres  termes,  tel  que  ^kx  soit  le  plus  petit 
des  nombres  divisibles  par  v  *,  si  doue  Q  désigne  le  p]us 

grand  commun  diviseur  des  nombres  fx  et  v,  on  aura  xrzz  -* 

U  résulte  évidemment  de  là  que  la  substitutiop  S^  est  le 
produit  de  0  substitutions  circulaires  renfermant  cha- 

cune- lettres.  Si  (x  et  v  sont  premiers  entre  eux,  on  a 
^^i  et  la  substitution  S    est  circulaire. 
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Exemple.  —  Considérons  la  substitution  circulaire  du 

sixième  ordre 

S=  [a,  b,  c,  d,  <?,/), 

les  puissances  de  cette  substitution  seront 

S  —  [a,  b,  c,  d,  e,  f), 
S^  =  (a,c,e){b,d,/), 
S'^[a,d)[b,e){c,f), 
S*=:z{a,e,c)(b,/,d), 
S*  =(«,/,  c,  d,  c,  b), 

399.  Théorème  IV.  —  Réciproquement^  toute  substi- 
tution régulière  est  une  puissance  d^ une  substitution  or* 
culaire» 

En  effet,  soit  la  substitution  régulière 

Sr=(a,,  Ôi,.  ..,  g',)(tf2,  ^2,.  .  .  ,   g'2).  .  .(^ô,   ^0,.  ..  y  go)} 

composée  de  0  cycles  d'ordre  -•,  il  est  évident  que  si  l'on 
fait 

on  aura 

Décomposition  d*une  substitution  donnée  en  facteurs 

primitifs. 

400.  Les  propriétés  qu'il  nous  reste  à  établir  dans  ce 
Chapitre  sont  dues  pour  la  plupart  à  Cauchy,  qui  les  a 
fait  connaître  dans  le  tome  III  de  ses  Exercices  d^And' 
lyse  et  de  Physique  mathématique. 

Soit  S  Tune  quelconque  des  substitutions  que  lo^ 
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peut  former  avec  n  lettres.  Décomposons  Tordre  v  de  S 
en  facteurs  premiers,  de  manière  que  l'on  ait 

flf,  6,  y, . . .  représentant  des  puissances  de  nombres  pre- 
miers inégaux.  Désignons  par  v'  le  quotient  de  v  par  a , 
c'est-à-dire  le  produit  6y. . .,  et  par /ut  un  entier  quel- 
conque positif  ou  négatif.  Les  nombres  a  et  v'  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  pourra  trouver  deux  entiers  positifs 
ou  négatifs  x  et  fx'  tels,  que  l'on  ait 

a  =  v' j: -f- apt'       ou      -  z=: \-  ^\ 

*  V         a  V 

pareillement,  si  l'on  désigne  par  v"  le  quotient  de  v'  par  6, 
on  pourra  trouver  deux  entiers  j^  et  jx''  tels,  que 

^'^.''y+tfT     ou     ^=^  +  Ç; 

On  aura  par  suite 

V         a        6        V 

^  il  est  évident  que,  si  le  nombre  v"  est  égal  à  i,on 
Poxirra  faire  (x'^  =  o .  En  continuant  ainsi  on  mettra  la 

fraction  -  sous  la  forme 

—  — r-"rH h...» 

V  a         6         7 

•^^  j^,  J5, . . .  étant  des  entiers.  L'égalité  précédente  a  lieu, 
î^el  que  soit  jui^  et  en  faisant  |:x  =  r ,  on  aura 

V  V  V 

i=:-a?H--^-t--z-f-.... 
a  o  Y 

D'après  cela,  la  substitution  donnée  S  pourra  s'écrire 

V  V  V  V  V  V 

-^-H  ;r  ^-h-«-h...  -x    -r    -r 
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et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


V 


S«  — P,     S^  =  Q,     S^^R,..., 

on  aura 

S==P'Q/R' 

La  substitution  S  étant  d'ordre  v,  on  voit  que  P  est  de 
l'ordre  a,  Q  de  l'ordre  6,  R  de  l'ordre  y,  et  ainsi  de  suite. 
D'ailleurs  x^  y^  -sr, . . .  sont  premiers  respectivement  %^ 
a,  6,  7, ...  ;  donc  P',  Q-^,  R*,...  sont  respectivement  des 
ordres  a,  6,  y, ... . 

La  formule  précédente  donne  ainsi  la  valeur  de  S  dé* 
composée  en  facteurs  qui  ont  respectivement  pour  ordres 
les  puissances  de  nombres  premiers  dont  Tordre  de  S  est 
le  produit,  et  il  est  évident  qu'on  peut  écrire  ces  facteurs 
dans  un  ordre  quelconque,  puisqu'ils  sont  tous  des  puis- 
sances de  la  substitution  S. 

Une  substitution  est  dite  primitive,  lorsqu'elle  a  pour 
ordre  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre 
premier.   Si    une  substitution  primitive  est  de  l'ordre 

a  =  p\  p  étant  un  nombre  premier,  l'ordre  de  l'un  quel- 
conque de  ses  cycles  qui  est  un  diviseur  de  p    ne  peut 

être  que  l'un  des  nombres  i,  p,  /;', . . . ,  p^"^.  On  voit 
par  ce  qui  précède  que  toute  substitution  est  décompo- 
sable  en  un  produit  de  substitutions  primitives  échan- 
geables entre  elles. 

Exemple.  —  Considérons  la  substitution  circulaire  de 

six  lettres 

S  =  (a,  à,  r,  d,  c,/)j 

l'ordre  de  S  est  ici  égal  à  a  X  3.  On  a 

s  =  s^s-»=:S^s*; 

en  sorte  que  S'  et  S*  sont  les  substitutions  primitives 
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dont  s  est  le  produit.  On  a 

S'  =  {a,d){b,e){c,/) 

Des  substitutions  semblables. 

401.  Deux  substitutions  sont  dites  semblables  entre 
es,  quand  elles  offrent  le  même  nombre  de  facteurs  cir- 
laires  et  le  même  nombre  de  lettres  dans  les  cycles  cor- 
spondants. 

Il  résulte  de  là  que  deux  substitutions  circulaires  de 
éme  ordre  sont  semblables  ;  pareillement,  deux  substitu- 
t,ion&  régulières  de  même  ordre  sont  semblables  lors- 
«ju'elles  offrent  le  même  nombre  de  facteurs  circulaires. 

Théorème.  —  Si  S  et  S'  désignent  deux  substitutions 
semblables^  il  existe  une  substitution  P  telle,  que 

S'P  =  PS     ou     S'— PSP-'; 

^^  réciproquement  y  s'il  existe  une  substitution  P  telle, 
que  la  précédente  égalité  ait  lieu,  les  substitutions  S 
^^  S'  sont  semblables. 


Soit 


s  =  (»l, 


•^  et  B  désignant  deux  des  permutations  des  n  lettres  a, 
^>  c, .  . . ,  /Ir,  /.  Supposons  que  a',  £',  c', . . , ,  k\  V  repré- 
•euient  ces  mêmes  lettres  écrites  dans  un  autre  ordre 
•pielconque,  et  soient  A'  et  B'  ce  que  deviennent  A  et  B 
î'iand  on  y  accentue  les  lettres.  Il  est  clair  que  toute  sub- 
*^\tulîon  S' semblable  à  S  pourra  être  représentée  par 

Si,  en  outre,  on  désigne  par  P  la  substitution  dont 
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l'effet  est  ï accentuation  des  lettres,  on  aura  évidemment 

-ax!!')  « -=a)=(i)-. 

Il  résulte  de  là  que 

la  substitution  (      j  doit  être  effectuée  la  première;  elle 

remplace  les  lettres  de  A'  par  celles  de  A,  puis  la  deuxième 
substitution  remplace  A  par  B  et  la  troisième  B  par  B'; 
on  a  donc 

PSP-'  =  (  ^'\     ou     S'  =  PSP-' , 

et,  en  multipliant  à  droite,  de  part  et  d'autre  par  P, 

S'P  =  PS. 

Réciproquement,  si  la  précédente  égalité  a  lieu,  la  sub- 
stitution S'  est  semblable  à  S.  En  eSet,  la  substitutions 

étant  toujours  représentée  par  (     j  et  la  substitution  P 

par  (       j  ou  (      I  î  on  a,  par  hypothèse, 

S'rrzPSP-' 
ou 

B'V  /B 


B  /   VA 


d'où  il  suit  que  S'  est  semblable  à  S. 

CoBOLLiiRE  I. —  La  substitution  PSP~* ,  semblable  àS) 
s^ obtient  en  exécutant  la  substitution  P  dans  les  cycles 
de  S. 

En  effet,  il  est  évident  que  cette  opération  équivaut  à 
Taccentuation  des  lettres,  dont  nous  avons  fait  usage  dans 
la  démonstration  qui  précède. 
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CoBOLLAiRE  IL  —  Les  produits  ST  et  TS,  que  Fon 
obtient  en  multipliant  entre  elles  deux  substitutions  quel- 
conques S  et  T,  sont  des  substitutions  semblables. 

En  effet,  soit 

si  Ton  multiplie  à  droite  par  T~*    la  première  de  ces 

^alités^  il  vient 

Si=PT-', 

et,  en  substituant  dans  la  deuxième  égalité,  il  vient 

Q  — TPT-', 

d'où  il  suit  que  les  substitutions  P  et  Q  sont  semblables. 

Exemple.  —  Supposons  que  le  nombre  des  lettres  étant 
six^  on  fasse 

on  aura  les  deux  substitutions  semblables  du  cinquième 
ordre 

ST={fl,  c,  h,  d,/)(e),     TS=(«,  c,  r,  d,  b){f). 

Du  nombre  des  substitutions  semblables  à  une 

substitution  donnée. 

402.  Le  nombre  des  lettres  que  l'on  considère  étant 
représenté  par  ti,  soit  S  une  substitution  contenant  mi 
cycles  de  l'ordre  /i,,  m,  cycles  de  l'ordre  n,,..,  enfin 
m^  cycles  de  l'ordre  n^  -,  on  aura 

chacun  des  nombres  /ii,  /ij,. .  .,  /i^  pouvant  se  réduire 
à  Funité. 

Nous  commencerons  par  chercher  le  nombre  des  formes 
iistinctes  que  l'on  peut  attribuer  à  la  substitution  S, 
décomposée  en  cycles,  sans  déplacer  les  parenthèses  qui 
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renferment  chaque  cycle  et  sans  altérer,  en  conséquence, 
le  nombre  des  lettres  contenues  dans  un  facteur  circulaire 
de  rang  déterminé.  II  est  clair  que  les  seuls  changements 
que  Ton  pourra  faire  ainsi  sans  altérer  S  consisleront  à 
échanger  entre  eux  les  facteurs  circulaires  d'un  même 
ordre,  ou  à  faire  passer  successivement  à  la  première  place, 
dans  chaque  facteur  circulaire,  une  quelconque  des  lettres 
contenues  dans  ce  facteur.  On  voit,  d'après  cela,  que  le 
nombre  M  des  formes  diverses  que  l'on  peut  attribuer 
à  S  est 

M  =  (l  .2.  .  ./W,)  (l  .2.  .  ./Wj).  .  .(l  .2.  .  ./W^W^'/l^'/î^û». 

Soit  maintenant  X  le  nombre  des  substitutions  dis- 
tinctes S,  S',  S", .  •  •  semblables  à  S.  Si  Ton  écrit  succes- 
sivement chacune  de  ces  substitutions  sous  les  M  formes 
distinctes  qu'on  peut  lui  attribuer  sans  déplacer  les  pa- 
renthèses, puis  qu'on  supprime  ces  parenthèses,  on  for- 
mera M3fL  permutations.  Mais  il  est  évident  que,  par  ce 
procédé,  aucune  permutation  des  n  lettres  n'a  été  omise, 
et  l'on  a,  en  conséquence, 

MSfZ,  =:  î  ,1.3, ,  ,n  =  ^, 

d'où 

N 

M 

Des  substitutions  échangeables  entre  elles. 

403.  Deux  substitutions  qui  se  réduisent  à  des  puis- 
sances d'une  même  substitution  sont  échangeables  entre 
elles;  la  même  chose  a  lieu  évidemment  pour  deux  sub- 
stitutions qui  n'ont  aucune  lettre  commune.  Mais  il  im- 
porte de  connaître  la  condition  générale  à  laquelle  doivent 
satisfaire  deux  substitutions  échangeables;  c'est  ce  dont 
nous  allons  nous  occuper 
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Soient  s  et  T  deux  substitutions  que  nous  supposons 
échangeables  entre  elles  ;  on  aura 

STrrrTS       OU       S  =z  TST"'. 

Nous  avons  vu  que  la  substitution  TST~*  se  déduit  de 
la  substitution  S  en  exécutant  dans  les  cycles  de  celle-ci 
la  substitution  T;  donc,  pour  que  les  substitutions  S  et  T 
soient  échangeables  entre  elles,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
substitution  S  reste  la  même  quand  on  exécute  sur  les 
lettres  de  ses  cycles  la  substitution  T.  En  conséquence,  la 
substitution  T  ne  peut  produire  sur  S  que  des  échanges 
entre  des  cycles  d'un  même  ordre,  et,  dans  un  même 
cycle,  le  simple  déplacement  qui  permet  d'amençr  une 
lettre  quelconque  à  la  première  place,  sans  altérer  Vordre 
circulaire  des  lettres  du  cycle.  Chacun  de  ces  échanges 
dont  nous  venons  de^  parler,  entre  des  cycles  d'un  même 
ordre,  équivaut,  s'il  n'est  pas  circulaire^  à  plusieurs 
échanges  circulaires  effectués  simultanément  sur  des 
cycles  différents.  Soient    (Co),    (Ci),...,   (C      ^^   des 

cycles  de  même  ordre  qui  doivent  être  ainsi  échangés 
Circulai  rement.  La  substitution  T  peut  avoir,  en  outre, 
pour  effet,  comme  nous  venons  de  le  dire,  le  déplace- 
Qient  qui  permet  d'amener  une  lettre  quelconque  à  la 
première  place  dans  chacun  de  ces  cycles-,  mais  l'arran- 
S^ment  Co  par  lequel  se  forme  le  cycle  (Co)  ayant  été 
^Hoîsi  à  volonté,  on  peut  toujours  prendre,  pour  former 
*^  cycle  (Cl),  l'arrangement  Ci  que  la  substitution  T  doit 
**icttre  a  la  place  de  Co  \  pareillement,  pour  former  les 
^cles  suivants   (Cj),...,   (C  _,),  on  peut  choisir  les 

arrangements  Cj,...,  C  ,  qui  se  substituent  respec- 
tivement à  Cl,  Cj, . . . ,  C  __^.  Quant  au  dernier  arran- 
gement C      ,,  il  ne  sera  pas  en  général  remplacé  par  Co, 

mais  par  un  autre  arrangement  C,  tel,  que  les  cycles  (Co) 
^l  (C,  )  soient  identiques. 
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Il  résulte  de  là  que  si  l'oii  pose 

et  que  l'on  désigne  par  P'  et  Q',  P''  et  Q'', .  . , ,  des  sub- 
stitutions analogues  à  P  et  Q,  mais  relatives  à  des  lettres 
différentes,  on  aura  nécessairement 

S  =  PP'P''...,     T=:QQ'Q''..., 

P  et  Q,  P'  et  Q',  P''  et  Q", . .  .  étant  des  couples  de  sub- 
stitutions échangeables  entre  elles,  dont  le  nombre  peut 
se  réduire  à  l'unité. 

404.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  étudier  les  deux 
substitutions  P  et  Qj  la  première  est  une  substitution 
régulière,  et  on  va  voir  que  la  deuxième  l'est  aussi. 

Soit  i  l'ordre  des  cycles  de  P  -,  pour  plus  de  clarté,  nous 
représenterons   les   lettres  qui  figurent  dans   un  même 
cycle  par  un  même  caractère  affecté  des  indices  0,1, 
2, ...  5  (/  —  i)  5  posons  donc 

Co  i==  «0  ''i  ^1  ^3  •  •  •  «/—l  > 
C,  r=z  ^0  ô,  ^2  ^3  •  •  •  ^/— t  7 


^,j 2  —  ^o  ^1  ^2  ^3  •  •  •  ^/— 1 7 

C,^  _ j  =yo  y  i  y 2  73  •  •  •  Ji—i  y 


et  convenons,  en  outre,  que  Tun  des  caractères  a,  è,  .••? 
e,  y  affecté  de  l'indice  iq -\~  a.  désignera  la  même  lettre 
que  si  Tindice  étaitréduit  au  reste  a  de  la  division  de  iq-^r^ 
par  i.  D'après  cette  convention,  nous  pouvons  poser 

lorsque  le  nombre  p  est  zéro,  on  a  C'^  ==  Co  et  alors  si  1  on 
pose 
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on.  aura  évidemment 

Q=- (Go)  (G.)  (GO-.. (G/-.). 

Mais  supposons  que  p  ne  soit  pas  nul.  Comme  dans  le 
cas  que  nous  venons  d'examiner,  la  substitution  Q  rem- 
placera chacune  des  u.  —  i  premières  lettres  de  l'arrange- 
ment 

Z.         C        C  C  •'    c 


s      ?  S*'  ? 


par  celle  qui  la  suitj  quant  à  la  dernière  lettre^*,  elle 
sera  remplacée  par  ûe>.       ,  et  chacune  des  fx  —  i  premières 


lettres  de  l'arrange  ment 

sera  remplacée  parla  suivante,  tandis  que  la  lettre  /l 

le  sera  par  a^         y  et  ainsi  de  suite.  Le  cercle  se  fermera 

nécessairement,  mais  cela  ne  pourra  arriver  que  quand 
on  aura  rencontré  la  lettre  f^_^n     .^  ?  dont  Tindice  est 

tel  que  ip  soit  divisible  par/.  On  voit,  d'après  cela,  que 
l'on  obtiendra  un  cycle  de  Q  en  écrivant  à  la  suite  les 
^ns  des  autres  les  X  arrangements 

a^  h /V , 


.0' 


^S-r-(;.-0,o---->|H-(/-i}.c 

®^sî  Ton  désigne  ce  cycle  par  Gv,  on  aura,  évidemment, 

Q.-r.(G.)(G.)(G.}---(Gp_.)- 
*^  *iombre  /  des  lettres  de  chaque  cycle  G  est 

y  -  V, 

^'  c^omme  le  nombre  de  ces  cycles  est  p,  le  nombre  total 
^F  des  lettres  sera  égal  à  Xujo;  on  a  donc 
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De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  une  règle 
^simple  pour  obtenir  les  expressions  des  deux  snbs 
tions  échangeables  P  et  Q.  Formons  le  tableau 

••••••• > 

composé  de  ja  lignes  horizontales  et  de  p  colonnes 
ticales  ]  désignons  par 

les  arrangements  formés  par  les  lignes  horizontale 
par 

les  arrangements  formés  par  les  lignes  verticales,  on 
les  expressions  suivantes  des  cycles  de  P  et  de  Q  : 

1 


r«  j*   j^    ,o  i» 

%— 2  — •^"''p'-ap-  •  •'-'(i_,)p. 

et 

G.=3rL.3R.pDn.,^ ^h;i-.V 

Si  p  =  ?,  on  a  X  =r  I  et  /  =  j^t  5  ce  cas  de  p  =  /  cqui 
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à  celui  de  p  =  o  que  nous  avons  examiné  à  part;  il  est, 
comme  on  le  voit,  compris  dans  le  cas  général. 
On  tire  des  formules  précédentes  : 


y 


et 

(G,)'^-^  («,,        «p4-,»  —  >    ^(;_i)p4-,)'. 

X(/i,       /p^,.- •  •> /(;_,)p-^,)> 


* 


^^où  Ton  conclut  par  la  multiplication 

[(c)(c.)...(c^^or-^[(^»)(^^)---(^p-.)f  >  • 

c'est-à-dire 

^^  Ces  deut  puissances  égales  de  P  et  de  Q  seront  distinctes 
^^  Tunité,  à  moins  que  Ton  n'ait  A  =  i  ;  car  les  ordres 
^^s  substitutions  P  et  Q  sont  respectivement  Xp  et  ifjt. 
^^rsque  X  =  i',  les  substitutions  P  et  Q  ne  peuvent  avoir 
7^  puissance  commune  autre  que  Tunité,  car  un  cycle  deQ 
^^  Un  cycle  de  P  n'ont  qu'une  seule  lettre  commune. 

405.  L'analyse  précédente,  qui  nous  donne  la  compo- 
II.  i6 
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sition  de  deux  substitutions  échangeables  S  et  T,  doit 
nous  présenter  les  deux  cas  dont  nous  avons  fait  mention 
au  n°  403,  savoir:  le  cas  où  les  substitutions  S  et  T  ne 
déplacent  pas  les  mêmes  lettres,  et  celui  où  S  et  T  sont 
des  puissances  d'une  même  substitution.  Le  premier  dé 
ces  deux  cas  se  présente  quand  l'une  des  deux  substi- 
tutions P  et  Q,  P'  et  Q',  F'  et  Q^',  etc.,  se  réduit  à 
l'unité.  Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi  à  l'égard  de  P  et  Q, 
il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  l'un  des  nombres  ielj 
soit  égal  à  l'unité.  Quant  au  deuxième  cas,  il  est  facile 
d'établir  cette  proposition  : 

Pour  que  les  substitutions  P  ei  Q  soient  des  puissances 
d*une  même  substitution,  il  faut  et  il  suffit  que  les  nom'- 
bres  (x  et  p  Tiraient  aucun  diviseur  commun  autre  que 
P  unité. 

Supposons  que  l'on  ait 
(i)  P  =  R«,     Q  =  R^ 

la   substitution  R  sera  circulaire >   car  les  lettres   a^y 

^f -4-1'  •  •  •  »  ^ç-+- ip— I  ^oîvent  figurer  dans  un  même  cycfe 
de  R,  puisqu'elles  constituent  un  cycle  de  R"  ou  P^ 
pareillement,  les  lettres  a^^  S^, . . .,  e.,/L figurent  dans^ 

un  même  cycle  de  R  ou  Q,  donc  elles  appartiennent^ 
dans  la  substitution  R,  au  même  cycle  que  les  lettres  précé- 
dentes. Ce  cycle  renferme  donc  toutes  les  T^iip  lettres,  en. 
conséquence,  la  substitution  R  est  circulaire  et   d'or— 

dre  ifxp.  D'ailleurs  R*  est  de  l'ordre  Ip  et  R^  de  l'or- 
dre Xjx;  par  suite  a  et  ë  sont  respectivement  divisibles 
par  n  et  p  (u?  394) •  Si  donc  |x  et  p  ont  un  diviseur  com- 
mun d  supérieur  à  i ,  a  et  S  admettront  ce  diviseur,  et  si* 
l'on  pose 
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puis 

on  aura 

P  =  R'«',     Q  =z  R'S', 

ce  qui  est  impossible,  puisque  la  subslîlulion  R'  n'est 
pas  circulaire.  Les  équations  (i)  exigent  donc  que  /ut  et  p 
soient  premiers  entre  eux.  Alors,  si  l'on  détermine  deux 
entiers  f  et  u  tels  que 

pt |A«  =  I, 

et  que  Ton  fasse 

R  =:  Q'.  p-«, 

on  aura 

P  — R/*,     q  =  RP, 

406.   Pour  donner  un  exemple  de  la  théorie  précé- 
dente, supposons 

P=  (a^y  ûf„  a^y  «s)  (^M  ^i>  ^j>  ^3)(^o>  <?i,  Cjy  Ci)f 

Q  =  (««,  boy  C«,  û„   ^a,  Ta)  (fl,,  A„  C|,  «3,  ^3,  Ta); 

ici  l'on  a  X  =  2,  fz  =  3,  |0  =  2  5  les  nombres  /ut  et  p  étant 
premiers  entre  eux,  PetQ  sont  puissances  d'une  même 
substitution.  Effectivement,  si  l'on  pose 

R  z=i  (ao,   C3,    èo>  «i>  ^0»    ^i>  «a>  <^i>  ^a»  ^3>  Cxy  ^3), 

on  aura 

P  zrr  R%      Q  z=  R^ 

Au  contraire,  si  l'on  fait 

P  rr=  (flo,  «1,     ^2,  «3,     «4»  «5)  (^0,  ^i>     hyb^f    biybi)y 

On  aura  deux  substitutions  échangeables,  mais  ces  deux 
Substitutions  ne  seront  pas  des  puissances  d'une  troisième, 
l>arce  que  leis  nombres  /ut  =  2  et  p  =  6  admettent  le  fac- 
^tmr  commun  s. 

16. 
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Les  substitutions 

S  =  {a,b)(c,d)(e,/), 

sont  échangeables  entre  elles;  dans  ce  cas,  on  a 

S  =  PP',     T  =  QQ', 
en  posant 

V  =  {a,b)(c,d),     P'-^(^,  /), 

q  =  {a,c)(b,d),     Q'.--(e)(/). 

407.  Supposons  maintenant  que  Ton  demande  le 
nombre  des  substitutions  échangeables  avec  une  substi- 
tution donnée  S.  Soit  T  une  telle  substitution,  on  aura 

S  =r  TST-', 

et  nous  avons  vu  que  la  substitution  TST""*  s^obtient, 
quel  que  soit  T,  en  exécutant  la  substitution  T  dans  les 
cycles  de  S;  donc  il  y  a  autant  de  substitutions  T  sa- 
tisfaisant à  Téquation  précédente,  quMl  y  a  de  manières 
différentes  d'exprimer  S  sans  déplacer  les  parenthèses 
qui  entourent  les  cycles,  c'est-à-dire  sans  altérer  le 
nombre  des  lettres  contenues  dans  diaque  cycle.  Ce 
nombre  est  précisément  celui  qui  a  été  représenté  par  M 
au  n**  402,  et  qui  a  pour  valeur 


M=  (1.2.../W,)  (1.2. ..///,). .  .^i.2...w^^]/i'^'«"'«. .  .//^**; 

rrii  désigne  le  nombre  des  cycles  d'ordre  w,  dans  la  substi- 
tution S,  et  n  étant  le  nombre  total  des  lettres,  on  a 

408.  Nous  terminerons  Tétude  des  substitutions  échau— 
geables  entre  elles,  en  démontrant  deux  propositions  îm— 
portantes  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

Théorème  I.  —  5/  T,  13,  Y, . . . ,  W  sont  ries  substi^ 
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tutions  échangeables  avec  une  substitution  donnée  8, 
le  produit  TU. ..,  obtenu  en  multipliant  entre  elles  plu-- 
sieurs  des  substitutions  T,  U, . .  . ,  sera  également  une 
substitution  échangeable  ay^ec  S. 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse, 

et,  en  multipliant, 

TU  —  STS-'  SUS-'  ; 

les  deux  facteurs  consécutifs  S  et  S""*  peuvent  être  rem- 
placés par  leur  produit  i  dans  le  second  membre  ;  on  a 

donc 

TU=:=STUS-'     ou     TU  =  SXTUXS-', 

ce  qui  montre  que  la  substitution  TU  est  échangeable 
avec  S.  On  en  conclut  immédiatement  que  toutes  les 
substitutions  de  la  forme  TUV...  sont  pareillement 
échangeables  avec  S. 

409.  Théorème  IL  —  Si  m  désigne  un  nombre  pre- 
mier avec  r ordre  d'une  substitution  donnée  S,  il  existe 
des  substitutions  qui  satisjont  à  V égalité 

(i)  S*^  — TST-S 

et  leur  nombre  est  précisément  égal  au  nombre  des 
substitutions  qui  sont  échangeables  avec  S. 

Remarquons  d'abord  que  T^alité  S'"  =  TST*"*  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  m  est  premier  avec  Tordre  de  S,  car  les 
substitutions  TST"**  et  S  sont  semblables,  et,  en  consé- 
quence, du  même  ordre  5  d'ailleurs  S  et  S*"  ne  peuvent 
être  du  même  ordre  que  si  m  est  premier  avec  Tordre 
de  S. 

Cela  posé,  soient  (C)  Tun  quelconque  des  cycles  de  S 
et  (F)  =  (C)*"  la  puissance  m'*"**  de  ce  cycle;  il  est  évî- 
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dent  querëgalité  (i)  sera  satisfaite  si  Ton  pr^id 


'  =  (c)^ 


(  )  désignant,  pour  abréger,  la  substitution  qui  rem- 
place tous  les  arrangements  C  par  les  correspondants  F; 
en  effet,  la  substitution  0S0"*  s'obtient  en  remplaçant 
les  arrangements  C  contenus  dans  les  cycles  de  S  par  les 
correspondants  F^  on  a  donc 

S*"  — ©Se-'. 
D'après  cela,  régalité  (i)  peut  s^ écrire 

(2)  TST-»:=0S0-S 

et  si  l'on  multiplie  à  gauche  par  0*"*  et  à  droite  par  0, 
elle  prend  la  forme 

(3)  e-^TST-'e^rS; 

enfin,  si  l'on  pose 

T  =  eU,    d'où    T-'=U-'e-s 
l'égalité  (3)  se  réduit  à 

USU-  =:  S, 

d'où  il  suit  que  U  est  une  substitution  échangeable  avec  S* 
Il  résulte  de  là  qu'on  obtiendra  toutes  les  solutions  de 
Téquation  (i),  en  multipliant  par  l'une  d'elles  0  toutes 
les  substitutions  échangeables  avec  S;  le  nombre  de 
celles-«i  est  donc  égal  au  nombre  des  substitutions  T. 

Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  de  ce  théorème^ 
reprenons  les  deux  substitutions 

P  =  (^tj  ^i>  ^2,  «3)  {àof  ^1,   biy  bi){cty  c„  Ca,  c^) , 
Q  =  (009  ^o>  Coj  a^y    b^,  C2)[aiy  ^t,   c,,  a^y  A3,  c^) 

que  nous  avons  déjà  considérées  et  qui  sont  des  puissances 
d'une  même  substitution.  Si  l'on  veut  déduire  de  Q  une 
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stibstitutioA  Q'  telle,  que 

P3  =  Q'PQ'-», 

il  suffira  de  multiplier  Q  par  la  substitution  dont  les 
deux  termes  sont  respectivement  les  arrangements  qui 
constituent  P'  et  P  5  on  voit  de  suite  que  celte  substitu- 
tion est 

e=:(fl„a8)(^i,  ài)(ct,  C3), 
et  Ton  a 

Q'  =  ÔQ  =  («•>  àoj  Co,  «j,  ^2»  ^2)  («I,  b^y  Cl)  (cj,  ^1,  C3). 

•Réduction  d*une  substitution  quelconque  à  un  produit 

de  transpositions . 

410.  Toute  substitution  est  équivalente  à  plusieurs 
transpositions.  En  effet,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
^11  n^  S35,  si,  par  Teffet  de  la  substitution  S,  la 
lettre  a  doit  prendre  la  place  qui  est  occupée  actuellement 
par  ft,  il  est  évident  que  la  substitution  S  équivaut  à  la 
^ansposition  (a,  i),  jointe  à  une  substitution  S^  qui  ne 
déplace  que  les  lettres  i ...  5  en  d'autres  termes,  on  a 

S  =  S'x(a,  ^); 

^^  peut  raisonner  sur  S'  comme  on  vient  de  le  faire 
•^p  S,  et,  en  continuant  de  la  même  manière,  on  décom- 
posera S  en  un  produit  de  transpositions. 

On  peut  réaliser  une  substitution  S  de  plusieurs  ma- 
*^îères  différentes,  par  le  moyen  de  transpositions  succès* 
^ives  ^  mais  quelle  que  soit  la  marche  que  Ton  aura  suivie, 
'^  nombre  des  transpositions  employées  sera  toujours  le 
^ème  à  un  multiple  de  2  près.  Cela  va  résulter  du  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Si  a  désigne  le  nombre  des  cycles 
^^une  substitution  S,  relatixfe  à  n  lettres,  fe  produit  TS 
^u  ST,  obtenu  en  multipliant  entre  elles  Ja  substitution  S 
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et  la  transposition  T,  sera  une  substitution  dans  laquelle 
le  nombre  des  cycles  sera  crih  i ,  sav^oir  :  c  + 1  si  les 
lettres  de  T!  appartiennent  à  des  cycles  différents  de  S, 
et  a  —  I  dans  le  cas  contraire. 

« 

Soit 

et  supposons  que  les  lettres  /Zj,  b^  appartiennent  à  deux 
cycles  différents  de  S,  savoir  : 

C  =  («1,  Oiy,  .  .  ,  rt|)  ,      C  =::  (^1,  ^a, . . . ,  bj) . 

Si  l'on  exécute  la  substitution  S  sur  l'arrangement 

aiÛ2.  •  •  ^1—1  Aj  bi  bi»  »  .  ^j—i  ^j9 
on  obtiendra  le  nouvel  arrangement 

a^a^,  » .  di^i  bi  bi* , ,  bj  biy 

et  si  Ton  applique  à  celui-ci  la   transposition  T,  on 

obtient 

a^a^, .  •  ai  bi  b<xb^, , .  bj  a\ ; 

en  comparant  cet  arrangement  à  celui  d'où  Ion  est  ^arti, 
on  trouve 

TCC  =  (fli,  ûai . .  •  >  «i>  biy  ^2> . .  .  >  bj)  ; 

la  substitution  TS.  renferme  donc  un  cycle  de  moins  que 
la  substitution  S,  et  la  même  chose  peut  se  dire  de  ST 
qui  est  semblable  à  TS. 

Supposons  maintenant  que  les  lettres  ai,  bx   fassent 
partie  d'un  même  cycle  C  de  S,  et  soit 

Si  Ton  applique  la  substitution  S  à  l'arrangement 

0^02,  . .  ^1— I  Ofbi  b^» . .  bj^i  bjy 
on  obtient 

a^o^»  * .  Oi  bi  bi  b^, . .  bj /i(, 

et,  en  faisant  la  transposition  T,  il  vient 

o^a^t  m  •  ai Hi  b^b^* , ,  bj  b^ 
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d'où  il  suit  que  l'on  a 

TC=:(a,,  «a,. . . ,  ûi)  (biy  ^j,. . . ,  bj)  ; 

donc  la  substitution  TS  renferme  un  cycle  de  plus  que  \sl 
substitution  S,  et  la  même  chose  a  lieu,  en  conséquence» 
à  l'égard  de  la  substitution  ST. 

Remarque.  —  II  est  évident  qu'il  faut  tenir  compte, 
pour  Texactitude  du  théorème,  des  cycles  qui  se  réduisent 
à  une  seule  lettre. 

Corollaire.  —  Si  g  désigne  le  nombre  des  cycles 
d'aune  substitution  S  formée  av^ec  n  lettres  y  et  que  cette 
substitution  puisse  être  obtenue  en  m>ultipliant  entre  elles 
et  dans  un  certain  ordre  v  transpositions  égales  ou  iné^ 
gales ^  on  aura 

V  =  (/l  —  0")  4-  2/., 

h  étant  un  nombre  entier. 

En  effet,  la  première  transposition  peut  être  regardée 
comme  une  substitution  formée  de  i»  —  i  cycles,  l'un 
du  deuxième  ordre  et  les  n  —  1  autres  du  premier  ordre; 
donc,  en  la  multipliant  par  la  deuxième  transposition,  on 
obtiendra  une  substitution  qui  sera  formée  de  /i  —  i  di  i 
^cles;  ce  premier  produit  multiplié  par  la  troisième 
^ansposition  donnera  un  nouveau  produit  dans  lequel 
le  nombre  des  cycles  sera  n  —  irhizhi,  et  ainsi  de 
suite,  en  sorte  qu'après  avoir  exécuté  la  multiplication 
des  y  transpositions,  on  se  verra  conduit  à  l'égalité 

dans  laquelle  le  nombre  des  unités  positives  ou  négatives 
ajoutées  à  n  sera  égal  à  v.  Or,  si  l'on  donne  le  signe  —  à 
lune  des  unités  qui  doit  avoir  le  signe  -f-,  on  diminue 
de  a  unités  le  second  membre  de  notre  égalité.  Il  s'ensuit 
donc  que  Ton  a 

0'  =  /t  —  v-f-2A'      ou     v  =  (/f  —  <t)-^lk^ 
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et,  en  conséquence,  le  nombre  des  transpositions  succes- 
sives par  lesquelles  on  peut  effectuer  une  substitution 
donnée  S  est  toujours  de  même  parité,  quelle  que  soit  la 
marche  que  Ton  suive  pour  former  les  transpositions. 

411.  On  peut,  d'après  cela,  distinguer  en  deux  genres 
les  N=  1 . 2...  n  substitutions  formées  avec  n  lettres.  Le 
premier  genre  comprendra  les  substitutions  qui  équi- 
valent à  un  nombre  pair  de  transpositions,  tandis  que 
celles  qui  équivalent  à  un  nombre  impair  de  transposi- 
tions constitueront  le  second  genre. 

Soient 

I,    S|y    Sa,    S3, .  .  . 

les  substitutions  du  premier  genre,  parmi  lesquelles  figure 
Tunité,  et 

To,   Ti,   Ta,   T3,  •  •  • 

celles  du  deuxième  genre.  Il  est  évident  que  ces  deux 
suites  se  changeront  Tune  dans  l'autre,  si  on  les  multiplie 

par  une  transposition  (a,  2»)  ;  par  conséquent,  il  y  a  '^ 

substitutions  de  l'un  et  de  T autre  genre* 

On  peut  aussi  énoncer  les  résultats  suivants  : 

Utie  substitution  circulaire  est  du  premier  ou  di/L 
deuxième  genre  j  suivant  que  son  ordre  ouïe  nombre  d^ 
ses  lettres  est  impair  ou  pair. 

Le  produit  de  plusieurs  substitutions  est  du  premier  ou 
du  deuxième  genre,  suiy^ant  que  le  nombre  des  facteurs 
du  deuxième  genre  est  pair  ou  impair. 

Les  puissances  paires  dUine  substitution  quelconque 
appartiennent  au  premier  genre. 
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CHAPITRE  II. 

PROPRIÉTÉS  DES  SYSTÈMES  DE  SUBSTITUTIONS 

CONJUGUÉES. 


Des  systèmes  conjugués. 

412.  Euut  données  plusieurs  substitutions  fonnées 
i?ec  n  lettres,  si,  en  les  multipliant  une  ou  plusieurs 
(fins  les  unes  par  les  autres  ou  par  elles-mêmes,  dans  un 
;«dre  quelconque,  on  n'obtient  jamais  que  des  substitu- 
lioiis  comprises  dans  la  suite  des  substitutions  données, 
[cdles-ci  constituent  ce  que  Caucby  a  nommé  un  système 
m  substitutions  conjuguées,  ou  simplement  un  système 

jugué.  Il  est  évident  que  tout  système  conjugué  com- 
Ifieiid  la  substitution  égale  à  Funité. 

V ordre  d*un  système  conjugué  est  le  nombre  des  sub- 
iidtations  quHl  renferme. 

n  résulte  de  ces  définitions  que  les  N  =  i  .a...n  substi- 

ions  que  l'on  peut  former  avec  n  lettres  constituent 
système  conjugué  d'ordre  N,  et  que  les  puissances 

Fime  substitution  quelconque  d'ordre  v  constituent  un 

stème  de  substitutions  conjuguées  d'ordre  v. 

413.  Théorème.  —  Si  toutes  les  substitutions  d'un 
\me  conjugué  F  d^ ordre  jx  sont  comprises  parmi  les 
^stkutions  d^un  autre  système  conjugué  G  d^ ordre  m, 
|fe  nombre  jx  sera  un  diviseur  de  m. 

Eu  effet,  désignons  par 

\*)  I9  Si,  S],  Ss, . .  •  t  s^ — , 

les  |A  substitutions  du  système  F  ;  ces  substitutions  appar- 
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tiennent  à  G,  par  hypothèse,  et  l'on  a  m>|x.  SoitTi 
Tune  des  substitutions  de  G  qui  n^appartiennent  pas  an 
système  F,  c'est-à-dire  à  la  suite  (1)5  si  Ton  multiplie,  à 
droite,  par  Ti  les  termes  de  cette  suite,  les  produits 

(2)  '   Ti,  Si Ti,  S2T1 , . .  .  ,   S  iT|, 

que  Ton  obtiendra,  seront  compris  parmi  les  substitu* 
tions  du  système  G;  d'ailleurs,  deux  quelconques  de  ca 
substitutions  (2)  sont  évidemment  distinctes,  et  aacul 
d'elles  ne  saurait  appartenir  à  la  suite  (i).  Pour  étaUl 
ce  dernier  point,   il   suffit  de  remarquer  que  l*^hKl 

S/Tj  =  Sy  entraînerait  Ti  =  S7'  Sy,  ce  qui  est  impossiUll 

car  le  produit  Sf'  Sy  appartient  nécessairement  aa,  ^ 
tème  r,  tandis  que,  par  hypothèse,  Ti  ne  fait  pas  pftMJ 
de  ce  système.  Il  résulte  de  là  que  Ton  a  m=:2fft,.|| 
m'^  2(1.  Si  m  est  égal  à  afx,  le  théorème  est  démoiitt^ 
soit  donc  m  ^  2/ji,  et  désignons  par  Tf  Tune  des  siihMJ 
tutions  de  G  qui  n'appartiennent  à  aucune  des  suilv^ 
et  (2).  En  multipliant,  à  droite,  par  T^  les  substiti 
tions  (1),  on  obtiendra  (i  substitutions  nouvelles, 

qui  appartiendront  au  système  G;  elles  seront  distincte 
entre  elles  et  distinctes  des  substitutions  (i);  en  ontr 
elles  sont  distinctes  des  substitutions  (2),  car  T^ali 

SiTs  ==  SyTi  entraînerait  Tj  =  57*  SyTi,  ce  qui  est  coati 

l'hypothèse,  car  le  produit  Sf'SyTi  fait  évidemiM 
partie  des  substitutions  (2).  Il  résulte  de  là  que  mss^ 
ou  m  >  3fz.  Il  est  clair  que  Ton  peut  poursuivre  de jcrt| 
manière  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  épuisé  toutes  les  tnblK 
tutions  du  système  G,  et  que  Ton  aura  en  conséquence 

q  désignant  un  nombre  entier. 


SECTION    IV.    —    CHAPITRE   II.  253 

BEiURQtTB.  —  Le  système  conjugué  G  a  été  ainsi  par- 
tagé en  f  suites  de  substitutions^ 

I>  Si,  Sa,  •••9    S^ — 1> 

T|,       SiTiy       S3T19      •••?   s  jTi, 

Ta,         S|Ta,        Sa  Ta,        •  •  •  5    S   .^j  la, 


» 


T^— I  »  S|Ty_i,   SaTy_i, .  -  .  ,   S  j  Tg_i , 

Attila  première  seule  constitue  un  système  conjugué. 
Bour  former  ce  tableau,  sur  lequel  repose  notre  raison- 
■Uent,  nous  avons  successivement  multiplié,  à  droite, 
Mr  les  substitutions  Ti,  T^, . . . ,  T^.i,  les  substitutions 
aï  système  F;  mais  il  faut  remarquer  que  l'on  aurait  pu 
fhioéder  d'une  autre  manière,  et  que  la  démonstration 
Mrait  pu  êti^  faite  en  employant  des  substitutions  Ui, 
lli!i«..,  U^_t  ^tt  système  G,  comme  multiplicateurs,  à 
fndbe,  des  substitutions  du  système  F.  En  procédant 
on  aurait  décomposé  le  système  G  en  </  suites  for- 
chacune,  comme  les  précédentes,  de  (jl  substitutions, 
€tqDÎ  sont 


•    • 


l 


ï>           Si,              Sa,             •  •  •  >    S^__,  , 
Ut,       U|S|,       U1S3,      ...»    ^-'i  s„ |9 

•••» 

U^— I  ,     U^—i  S|  j     iJq—i  Sj  ,  .  .  .  ,     \jq-.i  S    j  , 


.  diaque  substitution  U  étant  choisie  parmi  les  substitu- 
tions de  G  qui  ne  font  pas  partie  des  lignes  horizontales 
d^à  formées. 

[     414.  Le  théorème  que   nous  venons  d'établir   con- 
nût à  des  conséquences  importantes,  qui  sont  contenues 
*  ^1  les  corollaires  suivants  : 
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Corollaire  I.  —  U  ordre  tïun  système  de  substitutions 
conjuguées  formées  av^ec  n  lettres  est  un  diviseur  du 
produit  N  =  1 . 2 . 3 . . .  71. 

En  effet,  les  substitutions  du  système  proposé  appar- 
tiennent au  système  conjugué  de  Tordre  N  qui  comprend 
toutes  les  substitutions. 

Corollaire  II.  —  L^ ordre  d^un  système  de  suhstitU" 
tiens  conjuguées  est  un  multiple  de  V  ordre  de  Vune 
quelconque  des  substitutions  du  système. 

En  effet,  les  puissances  de  Tune  des  substitutions  d*un 
système  conjugué  appartiennent  toutes   à  ce  système;    [ 
d'ailleurs,  ces  puissances  constituent  un  système  conjogué 
dont  l'ordre  est  égal  à  celui  de  la  substitution;  donc  cal 
ordre  est  un  diviseur  de  Tordre  du  système  proposé. 

Corollaire  III.  —  Le  nombre  n  des  lettres  étant  sup" 
posé  premier j  tout  système  conjugué  d^ordre  use  com^ 
pose  des  n  puissances  d*une  substitution  circulaire 
d^ ordre  n. 

En  effet,  l'ordre  d'une  substitution  quelconque  du  sys- 
tème doit  diviser  n;  il  se  réduit  donc  à  i  ou  à  n. 

Corollaire  IV.  —  Si  deux  systèmes  conjugués  offrent 
des  substitutions  communesy  celles-ci  constituent  un  sys- 
tème conjugué  et  leur  nombre  est  en  conséquence  un 
div^iseur  commun  des  ordres  des  deux  systèmes  donnés. 

En  effet,  soient 

(0  '>  Si,  Sj, . . . ,  S^_j 

toutes  les  substitutions  communes  à  deux  systèmes  con- 
jugués. Toute  substitution  S,  obtenue  en  multipliant  les 
précédentes  entre  elles  ou  par  elles-mêmes,  appartient  i 
la  fois  aux  deux  systèmes  proposés;  et  comme  ceux-ci 


t\ 
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nWqiie  les  fx  substitutions  communes  (i),  il  est  évident 
que  la  substitution  S  se  trouve  comprise  parmi  elles; 
ces  substitutions  communes  constituent  donc  un  système 
conjugué. 

Des  systèmes  semblables  et  des  systèmes  échangeables 

entre  eux, 

ils.  Considérons  un  système  de  substitutions  con- 
juguées 

W  i>  S|,  S2, . . . ,  S^__,; 

on  a  vu  que  TST~*  et  S  sont  deux  substitutions  sem- 
Uables,  quelle  que  soit  la  substitution  T,  et  que,  pour 
fermer  la  substitution  TST~*,  il  suffit  d'effectuer  la  sub- 
stitution T  dans  les  cycles  de  S  *,  il  en  résulte  que  les  sub- 
stitutions 

|i)  I,  TS,  T-%  TSaT-%  . , . ,  TS^.jT-^ 

constituent  un  système  conjugué.  On  peut  aussi  vérifier 
immédiatement  ce  fait,  en  remarquant  que  le  produit 
d'ui  nombre  quelconque  de  substitutions  prises  dans  la 
suite  (a)  est  de  la  forme  TS^Sg. .  .S^T~^  et,  par  suite, 

delaformeTSjT""*,  puisque  les  substitutions  (i)  forment, 
par  hypothèse,  un  système  conjugué. 

Les  systèmes  conjugués  (i)  et  (2)  seront  dits  sem- 
blables (*)5  il  peut  arriver  que  ces  deux  systèmes  coïn- 
cident, et  alors  on  a^  quel  que  soit  /, 

TS,- T-»  =  Sj     ou     TS/  =3  SyT ; 

ptr  conséquent,  on  obtient  les  mêmes  résultats  en  multi- 

(*)  M.  Betti  a  donné  aux  substitutions  (  2  )  le  nom  de  dérivées  des  sub- 
■titations  correspondantes  (i);  T  est  la  dérivante,  et  le  système  ( 3 )  est 


H     *^  le  dérivé  par  T  du  système  (i). 


!l56  COURS   D^LGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

pliant  les  substitutions  (i)  par  T,  soit  à  droite,  soit  a 
gauche. 

Considérons  maintenant  deux  systèmes  de  substitu- 
tions conjuguées, 

I ,  S| ,   Sj  j.   S5 , . . .  ,   S^^ j  y 

I9  T|,  T2,  Ta,...,  Tj^«>iî 

nous  dirons  que  ces  deux  systèmes  sont,  échangeables 
entre  eux  lorsque  tout  produit  de  la  forme  T,S;  sera  en 
même  temps  de  la  forme  S,7  T^v.  Si  Ton  ajf' =  /  quels  que 
soient  i  et  7,  le  premier  des  deux  systèmes  proposés  coïn- 
cidera avec  le  système  semblable  que  Ton  en  déduit  en 
multipliant  ses  substitutions  à  gauche  par  Ty  et  à  droite 

par  TJ"'.  Si  Ton  a  en  même  temps  /'  =  1,  7'  =7,  quels  que 
soient  z  et  7,  deux  substitutions  quelconques,  prises  dans 
les  deux  systèmes  proposés,  seront  échangeables  entre 
elles. 

Du  problème  général  qui  fait  V objet  pnncipal  de  la 

théorie  des  substitutions, 

416.  Le  problème  général  que  l'on  a  en  vue  dans  la 
théorie  des  substitutions  peut  être  énoncé  dans  les  termes 
suivants  : 

Quels  sont  les  systèmes  de  substitutions  conjuguées 
que  V  on  peut  former  ai^ec  n  lettres  données? 

La  solution  de  ce  problème  serait,  pour  T Algèbre,  de 
la  plus  haute  importance  ;  aussi  Lagrange  et,  après  lai, 
plusieurs  géomètres  éminents  se  sont-ils  occupés  de  cette 
question  difficile.  Mais,  malgré  leurs  efforts,  ils  n^ont  pu 
atteindre  le  but  proposé,  et  la  science  ne  possède  aujour- 
d'hui sur  ce  sujet  quun  petit  nombre  de  propositions 
générales  que  nous  allons  établir  ici« 
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Parmi  les  systèmes  de  substitutions  conjuguées  que  Ton 
peut  former  avec  n  lettres  données,  nous  connaissons  : 
m**  le  système  qui  comprend  les  N  =  1.2. .  .w  substitu- 
tions; 2**  les  systèmes  que  l'on  forme  en  prenant  toutes 
les  puissances  d'une  substitution  quelconque.  Nous  les 
rappelons  ici  afin  de  présenter  un  ensemble  complet  des 
résultats  acquis. 

417.  Théorème  I.  —  Parmi  les  N  =  i .  2. . .«  substi- 
tutions que  ton  peut  former  ay^ec  n  lettres  données ^ 
celles  qui  éq misaient  à  un  nombre  pair  de  transpositions 

N 
constituent  un  système  conjugue  d^ ordre  —  >  et  il  n  existe 

N 
aucun  autre  système  conjugué  du  même  ordre  —  • 

La  première  partie  du  tbéorème  est  évidente.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  si  Ton  multiplie  entre  elles  plu- 
sieurs substitutions  du  premier  genre,  c'est-à-dire  plu- 
sieurs substitutions  dont  chacune  équivaut  à  un  nombre 
pair  de  transpositions,  on  obtient  pour  résultat  une  sub- 
stitution du  premier  genre. 

Pour  établir  la  seconde  partie,  soit 


l*J  I>    S|  ,    Sa,    03,  .  .  .  ,    S-i 


N 
—  —  I 

a 


un  système  conjugué  d'ordre  —  •  Multiplions  à  gauche  et  à 

droite  les  substitutions  de  ce  système  par  une  substitution 
quelconque  T,  nous  obtiendrons  les  produits 

1*1  T,  TS| ,  TSj, . . . ,   TSjq       , 

et 

(3)  T,  S.T,  SaT,..    ,  S^      T. 

II.  17 
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Si  T  fait  partie  du  système  (i),  les  suites  (2)  et  (3)  for- 
meront des  systèmes  conjugués  identiques  k  (1);  nuii 
si  T  n^est  pas  comprise  dans  le  système  (i),  chacune  de 
suites  (a)  et  (3)  se  composera,  comme  ou  Ta  va  précé- 

N 
demment,  des  —  substitutions  qui  n^appartiennenl  pai 

au  système  (i).  Dans  tous  les  cas,  les  suites  {2)  et  (3^ 
offrent  les  mêmes  substitutions,  et  Ton  a,  en  conséquence 
quel  que  soit  1,  pour  une  certaine  valeur  de  /, 

TSi^SjT     ou     TS,T-«  =  Sy; 

d^où  il  résulte  que  le  système  (i)  renferme  toutes  les  snb< 
stitutions  semblables  à  l'une  quelconque  de  celles  qui  y 
sont  contenues.  Ce  système  ne  renferme  donc  aucune  des 
transpositions,  car  autrement  il  les  renfermerait  toutes, 
et  son  ordre  serait  égal  à  N,  ce  qui  est  contre  Thypo thèse. 
Supposons  que  T  désigne  maintenant  une  transpo- 
sition, les  suites  (i)  et  (2)  comprendront  toutes  les 
N  substitutions  des  n  lettres,  et  ces  substitutions  ne  feront 
que  s'échanger  entre  elles,  si  on  les  multiplie  par  une 
transposition  U.  Or  il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède, 
que,  par  cette  multiplication,  la  suite  (i)  se  transformera 
dans  la  suite  (2)  -,  donc  à  son  tour  la  suite  (2)  se  changera 
dans  la  suite  (i),  ce  qui  montre  que  la  substitution  UT 
fait  partie  du  système  (i).  Ce  système  comprend  ainsi 
toutes  les  substitutions  que  Ton  obtient  en  multipliant 
deux  transpositions  entre  elles,  et  il  renferme,  en  consé- 

N  .      .  .         . 

quence,  les  —  substitutions  qui  équivalent' chacune  à  un 

nombre  pair  quelconque  de  transpositions. 

N 
Corollaire.  —  Le  système  conjugué  d^ordre  -  reri'^ 

ferme  toutes  les  substitutions  circulaires  d^ordre  impair  - 
et  il  nen  renferme  aucune  d'ordre  pair. 
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En  effet,  toute  substitution  circulaire  d'ordre  p  équi- 
vaut k  p  —  I  transpositions  ;  on  a 

418.  Théorème  II.  —  Si  un  sjstème  conjugué  ren- 
ferme toutes  les  substitutions  circulaires  dont  Vordre 
est  un  nombre  donné  p  égal  ou  inférieur  à  n,  Vordre 

du  système  conjugué  est  TS  ou  -•  Cet  ordre  est  toujours 

égal  àN  si  p  est  pair. 

Le  théorème  est  évident,  dans  le  cas  de  p  =  a  ;  car  le 
système  proposé  contient  toutes  les  transpositions  et  son 
ordre  est  égal  à  N.  Dans  le  cas  de  p  =  3,  le  système  pro- 
posé renferme  la  substitution  circulaire 

des  trois  lettres  données  ai ,  a^ ,  a^  et  il  contient  aussi  la 
substitution 

âij  le  nombre  n  étant  supérieur  à  3,  ^4  désigne  une  lettre 
nouvelle.  Le  produit  de  la  première  substitution  par  la 
seconde  est 

et  ce  produit  doit  figurer  dans  le  système  proposé.  Donc 

Cîcloî-ci  renferme  toutes  les  substitutions  qui  équivalent  à 

Xin  nombre  pair  de  transpositions,  et  son  ordre  est  ainsi 

N  . 

^u  moins  égal  à  -  ;  d'ailleurs  cet  ordre  est  un  diviseur 

N 
fie  N,  par  suite  il  est  égal  à  —  ou  à  N. 

Le  cas  de  /?  ^  3  se  ramène  facilement  au  cas  de^  =  3. 
'En  effet,  soient  a, ,  a^ ,  a^  trois  quelconques  des  lettres 
années,  et  posons 

17. 
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soit  aussi 

S    =     («1,      fl»,      biy      ^5,    ,    .    .    ,      bpy     Oi) 

une  subslilution  circulaire  d'ordre  p  formée  avec  les 
lettres  a^y  a^^  a^  et  p  —  3  autres  lettres  données  A4, 
J5,. . .,  bj,.  On  aura 

et,  en  multipliant,  à  gauche,  par  (flfi ,  «3), 

Par  hypothèse  le  système  proposé  renferme  toutes  les  sub- 
stitutions circulaires  d'ordre  p,  donc  les  substitutions  TS 
et  S~*  doivent  y  figurer  ainsi  que  leur  produit  T,  qui  est 
Tune  quelconque  des  substitutions  circulaires  formées 
avec  trois  des  lettres  données. 

"Si  le  nombre  p  est  pair,  le  système  proposé  comprend 
les  produits  de  transpositions,  en  nombre  impair,  qui 
équivalent  aux  substitutions  circulaires  d'ordre  p  5  l'ordre 

de  ce  système  est  donc  supérieur  à  -9  et,  en  conséquence^ 

il  est  égal  à  N. 

419.  Théorème  III.  —  Une  substitution  quelconque  T 
étant  formée  ayec  n  lettres^  les  div^erses  substitutions 
des  mêmes  lettres  qui  sont  échangeables  a^ec  T  consti» 
tuent  un  système  conjugué. 

En  effet,  soient 

I,  Sj,  Sa,  ...  ,  S^j 

les  M  substitutions  échangeables  avec  T,  parmi  lesquelles 
figure  évidemment  l'unité.  Nous  avons  vu  que  le  produit 
de  plusieurs  de  ces  substitutions  est  lui-même  une  substi- 
tution échangeable  avec  T5  ce  produit  fait  donc  partie  de 
la  suite  précédente,  et,  en  conséquence,  celle-ci  forme  un 
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système  conjugué  d'ordre  M.*  Ce  nombre  M  a  pour  va- 
leur {n«  402) 

M  =  (i  .2. .  .w,)(i  .2. .  ./Wa). .  .Ti  .2. .  'fnArT^  rT* ,  . .«'"«? 

nii  désignant  le  nombre  des  cycles  de  T  qui  sont  de  l'ordre 
fil.  On  tient  compte  des  cycles  formés  d'une  seule  leitro, 
en  sorte  que  l'on  a 

Ainsi  en  particulier  avec  un  nombre  n  de  lettres  égal  à 
#Wi  Tix ,  on  peut  former,  par  le  précédent  ibéorème,  un 
système  conjugué  d'ordre 

1*2.3.  .  ./W|  X  /!,' . 

Exemple.  —  Dans  le  cas  de 

«  — 6  =  3X2  =  2X3, 

on  pourra  former  deux  systèmes  de  substitutions  conju- 
guées dont  les  ordres  seront  respectivement  i .  2  •  3  X  a* 
ou  48,  et  1.2  X  3*  ou  18. 

420.  Théorème  IV.  —  Une  substitution  quelconque  T 
étant  formée  ai^ec  n  lettres^  les  diverses  substitutions  S 
^elles^  que  le  produit  STS~*  se  réduise  à  une  puissance 
^  T,  constituent  un  système  de  substitutions  conjuguées» 

Le  nombre  des  substitutions  qui  satisfont  à  l'égalité 

STS-'i=TS 

dans  laquelle  i  représente  un  nombre  donné  premier  à 
l'ordre  de  la  substitution  T,  est  égal  (n**  409)  au  nom- 
bre M  des  substitutions  échangeables  avec  S.  Si  donc  on 
désigne  par  v  le  nombre  des  substitutions  S  qui  satis- 
font à  la  précédente  égalité,  lorsque  i  cesse  d'être  un 
nombre  donné,  et  par  cy  (fx)  le  nombre  qui  indique  com- 
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bien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  Tordre  (i  de  la  substi- 
tution T,  on  aura 

Cela  posé,  soient 

(ï)  I>     Si,      SjJI      S3,   .    .    .    ,       ^y  —  l 

Ijs  substitutions  qui  satisfont  à  la  condition  imposée  par 
l'énoncé  du  théorème.  Je  dis  que  le  produit  de  deux 
quelconques  des  substitutions  (i)  fait  partie  de  la  même 
suite,  et  que  celle-ci  constitue  en  conséquence  un  système 
conjugué  d'ordre  v.  Considérons,  en  effet,  les  deux  sub- 
stitutions Si ,  Si  ;  on  a  par  hypothèse 

(2)  S,TS7'=:TS     ou     S.T  — PS,, 

(3)  S,TS7'  =:  T/,     ou     S,T  =  V  S,; 

en  multipliant  à  gauche  par  Si  l'égalité  (3),  il  vient 

(4)  S.S,T  =  S,T/Sa; 

et  en  élevant  l'égalité  (2)  à  la  puissance  7,  on  a 

S,  TS7' .  s,  TS7' . .  .s.  TS7'  =z  TV , 
c'est-à-dire 

(5)  S,V'^';'  —  TJy     ou    S,T/'==TvS,; 

en  vertu  de  eette  égalité  (5),  la  formule  (4)  donne 

(6)  S,S,T==TvS,Sa,     ou     {S|Sa)T(S,S,)-:=Tv, 

d'où  il  suit  que  la  substitution  SiSg  fait  partie  de  la 
suite  (i),  comme  on  l'avait  annoncé. 

421 .  Soient  e  l'on  des  nombres  premiers  à  fjt,  et  fi  l'ex-» 
posant  auquel  e  appartient  relativement  au  ipodule  il» 
Au  lieu  de  former  la  suite  (i)  avec  toutes  les  substitu* 
lions  S,  qui  satisfont  à  l'égalité 

STS-'  =  TS 


SECTION    IV.  CHAPITRE    II.  263 

oÂ  2  a  une  valeur  quelconque,  si  Ton  prend  seulement  les 
substitutions  S  qui  satisfont  à  la  même  égalité  en  impo- 
sant la  condition  que  /soit  congru,  suivant  le  module /x,  à 
une  puissance  de  e,  les  substitutions  de  la  suite  (i)  forme- 
ront encore  un  système  conjugué.  Efïectivement,  si  l^on 
suppose  que  dans  les  égalités  (2)  et  (3)  î  et  j  désignent 
deux  puissances  de  e,  le  produit  l'j  sera  lui-même  une 
puissance  de  e,  et  en  vertu  de  l'égalité  (6),  le  produit  St  Sj 
appartiendra  à  la  suite  (i).  On  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème   V.   —    Une  substitution    quelconque  T, 
€t ordre  /x,  étant   jormée  avec  n  lettres ^  si  Von  forme 
toutes  les  substitutions  S  telles ^  que  le  produit  STS~*  se 
^duise   à  une  puissance  de   T,  dont  Vexposant  soit 
congru^  suiv^ant  le   module  fx,  à  une   puissance  d^un 
Nombre  donné  e  appartenant  à  Vexposant  0,  par  rap^ 
port  au  module  fx,  les  substitutions  S  constitueront  un 
^sterne  conjugué  d'ordre  6 M.  Lorsque  le  nombre  /x 
^met  des  racines  primitiv^es^  B  peut  être  un  dii^iseur  quel- 
conque de  (f  (fx) . 

Ce  théorème  V  comprend  le  théorème  III  comme  cas 
j^ftrticttliei' -,  il  se  confond  avec  celui-ci  quand  on  fait  0  =i 
et,  par  suite,  e  =  i.  Mais  il  ne  comprend  pas  le  théo- 
rème IV,  parce  qu'il  n'existe  pas  en  général  de  racines 
primitives  pour  un  nombre  composé.  Cette  extension  du 
fliëorème  III  a  été  indiquée  par  M.  C.  Jordan,  dans  un 
Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXVIIP  Cahier  du  Journal 
^  r École  Polytechnique. 

CoROLUaRE  I.  —  On  peut  former,  ai^ec  n  lettres,  des 
^sternes  de  substitutions  conjuguées  d'ordre  n(^{n)  et 

^  *ordre  >  t  étant  un  dis^iseur  convenable  de  /i.  En 

Particulier,  si  n  est  un  nombre  premier^  on  peut  former 
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un  système  de  substitutions  conjuguées  dont  r ordre  soit 
égal  à  n[n  —  i)  ou  au  quotient  de  ce  nombre  par  un 
dii^iseur  quelconque  de  n  —  i . 

Ce  corollaire  résulle  immédiatement  des  théorèmes  IV 
et  V,  en  supposant  que  T  y  désigne  une  substitution  cir- 
culaire d'ordre  n. 

Corollaire  II.  —  On  peut  former^  ai^ec  n  —  i  lettres 

données,  un  système  conjugué  d'ordre  (^[n)  ou  - — • 

Considérons  en  effet  le  système  conjugué  qui  contient 

/i©(7i)ou  -^ — substitutions  de  n  lettres,  et  dont  il  est 

question  dans  le  corollaire  précédent.  Pour  former  ce  sys- 
tème, on  part  d'une  substitution  circulaire  T,  d'ordre  n, 
et  l'on  prend  1rs  substitutions  S  qui  satisfont  à  une  éga- 
lité de  la  forme  STS"*  =  T*.  Or,  du  mode  de  formation 
de  ces  substitutions  S,  il  résulte  que^  pour  chaque  valeur 
de  z\  il  existe  une  substitution  unique  S,  qui  ne  déplace 
pas  une  lettre  donnée  a.  Donc  le  système  que  nous  consî- 

dérous  renferme  (f(n)  ou  - — -  substitutions  qui  ne  dépla- 

cent  que  n  — - 1  lettres;  il  est  évident  que  ces  substitutions 
constituent  un  système  conjugué* 

422.  Dans  le  cas  de  n  =  6^  si  l'on  choisit  d'abord 
pour  T  une  substitution  régulière  formée  de  deux  cycles 
du  troisième  ordre,  on  pourra  former,  par  le  théo- 
rème IV,  un  système  de  substitutions  conjuguées  dont 
l'ordre  sera  i .  aX  3*X  2  ou  36.  Si  l'on  prend  en  second 
lieu,  pour  T,  une  substitution  circulaire  du  sixième  or- 
dre, on  pourra  former,  par  le  théorème  V.  (corollaire I), 
un  système  conjugué  d'ordre  6  X  ^(6)  ou  12.  Soit 

T  =  («,  b.cyd,  e,  f) 
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la  substitution  circulaire  choisie;  le  système  conjugué  se 
composera  :  i^  des  six  puissances  de  T, 

i,T,  TS  T»,  TS  T»; 

tP  des  six  substitutions  du  deuxième  ordre  suivantes  : 

(^.b)(cy/)(d,e),         {a,c)(d,/){b){e), 
(a,d)(ù,c){e,/),         {a,e){b,d)(c)(/), 
(a,/)(b,e){c,d),.       (b,/)(c,  e)  (a)(d); 

si  Ton  désigne  par  S  Tune  quelconque  de  ces  six  dernières 
substitutions,  on  a  STS"*  =  T«  ou  (ST)'  =  i . 

423.  Théorème  VI.  —  Si  deux  systèmes  de  substitu- 
tions conjuguées 

I)  Si,  Sj, . . . ,  s^ — ,, 

formées  ai^ec  n  lettres,  et  dont  les  ordres  sont  respecti'^ 
vement  fi  et  v,  sont  échangeables  entre  eux  et  n'offrent 
^cune  substitution  commune,  les  substitutions 

I>  S,  »  Sa,  ...  ,         S    ,  , 

^19  A|Si,        TiS},  •  .     ,   TtS^^ ,  , 

Tj,  T2S1,         TaSsf.-',    Ta^u i> 

5 

ou 

^  Si,  Sa, ...  ,         S^_,  , 

T| ,         SiT|,        S2T1,  •  •  •  ,    o    j  1|, 

Tj,         SiT},        S2T2)  •  •  •  >  o„ i  -tj, 

•• •........, 

Ty_, ,   S|Ty_,,...,  S^_jT.^_i, 

^^tenues  en  multipliant  les  substitutions   de  Vun  des 
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systèmes  par  celles  de  Vautre,  formeront  Mm  système 
conjugué  d'ordre  jav. 

En  effet,  si  Ton  prend  plusieurs  termes  dans  Tun  f[ae1- 
conque  des  deux  tableaux,  et  qu^on  les  multiplie  entre 
eux,  on  obtiendra  un  produit  composé  de  facteurs  T  et 
de  facteurs  S.  Mais,  par  hypothèse,  on  peut  intervertir 
Tordre  de  deux  facteurs  consécutifs  S  et  T,  à  la  condition 
de  modifier,  s^il  y  a  lieu,  leurs  indices,  puisque  Ton  a, 
quels  que  soient  i  et  /, 

SiTj  =  TjfSif    et    TyS/  =  S/T/; 

en  outre,  le  produit  de  plusieurs  facteurs  S  ou  T  coué- 
cutifs  se  réduit  à  Fune  des  substitutions  désignées  par  S 
ou  T;  donc  le  produit  que  nous  avons  formé  est  de  Tune 
ou  l'autre  forme 

et,  en  conséquence^  il  fait  partie  des  substitutions  com- 
prises dans  chacun  de  nos  tableaux.  D'ailleurs,  deux 
substitutions  prises  dans  le  même  tableau  sont  différentes, 
car  Tégalité 

T;  Sy  z=  Tif  Sjf 

entraine 

SyS/7    zrrTf/TT  ; 

le  premier  membre  appartient  au  système  S,  le  deuxième 
au  système  T  5  en  outre,  ces  deux  systèmes  n'ont  que  le 
seul  terme  commun  i  ;  il  s'ensuit  que  Ton  a 

c'est-à-dire 

Sjf  =  Sjy  Tif=zTi. 

Chacun  de  nos  tableaux  comprend  donc  fxv  substitutions 
distinctes,  lesquelles  constituent  un  système  conjugué. 
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CoftOLLAiiiE  I.  —  Si  les  substitutions  S  ei^  T  d'ordres 

respectifs  (let  v  sont  échangeables  entre  elles  et  n*ont 

aucune  puissance  commune  autre  que  Vunité,  on  fov'^ 

mera  un  s)r$tème  d* ordre  fxv  en  multipliant  les  fi  puis- 

.   sances  de  S  par  les  v  puissances  de  T. 

En  effet,  dans  Thypothèse  admise,  les  deux  systèmes 
conjugués 

remplissent  les  conditions  exigées  par  Fénoncé  du  théo- 
rème prée&lent. 

CoROJLLAi&x  II. — Si  plusieurs  substitutions  S,  T,  U,... 
d'ordres  respectifs  /x,  v,  p,...  sont  écliangeables  entre 
elles  deux  à  deux,  et  si  V égalité 

S'T/U*...  — I 

ne  peut  avoir  lieu  que  pour  i=»i^  j  =zv^  k  =  py.,.^  on 
formera  un  système  conjugué  d^ ordre  jxVjO...  en  multi- 
fUant  les  puissances  de  S  par  celles  de  T,  puis  les  ré" 
sukats  obtenus  par  les  puissances  de  U,  et  ainsi  de  suite* 

Remarque.  —  Si  Ton  pose 

I 

P=(at,  fl„...,  a^_,)  (^»,  ^i,.-M  ^p— ,)•••(/•, /i>--.iy^_,), 
Q=(û„  6,,..., /o)  (a,,  ^„.-j/i)- •    («p-p  ^p_,v->/p— i), 

pour  que  S  et  T  soient  des  substitutions  écliangeables 
entre  elles  et  que  ces  substitutions  n'aient  aucune  puis- 
sance commune  autre  que  Tunité,  il  faut  et  il  suffit 
(n°405)  que  Ton  ait 

S=zP,     T^Q, 

b|      ou 
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P'  et  Q',  P"^t  Q''. . .  désignant  des  substitutions  for- 
mées de  la  même  manière  que  P  et  Q,  mais  avec  des  lettres 
différentes. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  six  lettres.  Si  ron 
fait 

S=:(a,  b){c,  d)(e,f),     T=:(û,  c){b,  d)[e){/), 

on  obtiendra  un  système  conjugué  du  quatrième  ordi^ 
qui  se  composera  des  quatre  substitutions 

I,  S,  T,  ST. 

424.  Examen  dVn  cas  remarquable  qui  rentre  dai 
LES  théorèmes  V  j:t  VI.  —  Le  cas  dont  il  s'agit  ici  e^ 
celui  du  système  de  n[n  —  i)  substitutions  conjuguée 
dont  il  est  question  dans  le  corollaire  I  du  théorème  1? 
lorsque  le  nombre  n  des  lettres  est  premier. 

Soient 

les  n  lettres  données,  et  supposons,  comme  au  n®  40^ 
que  a^tj^j,  désigne  la  même  lettre  que  a,. .  Le  système  qi 
nous  considérons  sera  formé  de  toutes  les  substitutions 
qui  satisfont  à  une  égalité  de  la  forme 

STS-'  =r  TS 

dans  laquelle  T  désigne  une  substitution  circulaire  Sot- 
dre  n.  Soit 

cette  substitution.  Le  nombre  n  étant  premier  et  ï  dài- 
gnant  un  nombre  quelconque  non  divisible  par  ti,  T*  seii 
une  substitution  circulaire  d'ordre  /i,  et  Ton  aura,  pu 
nos  conventions, 

ouf,  en  faisant  passer  une  lettre  quelconque  a^  à  la  pr 
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mière  place, 

Cela  posé,  chaque  substitution  S  doit  se  former  en  pre- 
nant pour  numérateur  la  permutation  qui  constitue  le 
cyde  de  T'  et  pour  dénominateur  la  permutation  qui 
figure  dans  le  cycle  de  T.  Désignons  par  G  cette  dernière 
permutation,  par  C  et  C  les  permutations  qui  consti- 
tuent le  cycle  de  T'  lorsqu'on  met  à  la  première  place 
ao  et  an  respectivement.  L'expression  générale  des  sub- 
stitutions S  sera 

-{c>g)(S> 

On  a  évidemment 

(  p,  j  =  [flo,  Okif  a^iiy . . . ,  fl(n-i)it/]  =  T*'; 

quant  à  la  substitution  (  p  j  9  elle  ne  renferme  pas  la 
lettre  a^  et  Ton  a 


G 
G 


Cette  substitution  a  pour  effet  de  multiplier  par  /  les 
indices  des  lettres  a\  soit  ;*  une  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  /i,  posons 

î^r'^     (mod.  n)j 

et  désignons  par  13  la  substitution  qui  a  pour  effet  de 
multiplier  par  ries. indices  des  lettres  a  :  il  est  clair  que  la 

piùssance  v""*'  de  U  multipliera  ces  indices  par  r"  ou  15 
ou  aura  donc 


C 


G 
on  voit  en  outre,  à  cause  de  r"""*  ^  i  (mod.  n),  que  U  est 
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une  substitution  circulaire  de  l'ordre  n  —  i  dkmt  1 
pression  est 

U  =  (^l>    «r>  ^r«»   Orf,  •  -  .  ,    arn-ij» 

n  résulte  de  là  que  si  Ton  désigne  par  h  un  nombre 
que  Ton  ait  h^ki  (mod«  n),  la  substitution  S  aura  ] 
valeur 

(i)  S==T*U^ 

enfin,  de  Féquation 


on  tire 


d'où 


STS-'  1=  T' 


ST*S-'  =!*«■  z=  T*  =  SU'-^ 


et 

(2)  S^iU^T*. 

Les  formules  (i)  et  (2)  fourniront  donc  la  même  yî 
de  S,  si  les  exposants  h  et  k  satisfont  à  la  relation 

h  =  kr\ 

Chacune  de  ces  mêmes  formules  donnera  toutes  les 
stitutions  du  système  que  nous  considérons  en  attrit 
kliovikk les  n  valeurs  o,  1,2,...,  ai  —  i,età  v  les  m< 
valeurs,  zéro  excepté,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  n 
excepté.  En  d'autres  termes,  le  système  dont  nous 
occupons  s'obtiendra  en  multipliant  les  substitution 

à  droite  ou  à  gauche,  par  les  substitutions 

I,  U,  U',...,  U''-^ 

Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  ti  =  5 .  Comi 
est  ici  racine  primitive,  on  pourra  former  un  systèo 
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winp,  substi talions  conjuguées  en  multipliant  entre  elles 
les  puissances  des  deux  substitutions 

il  est  facile  de  vérifier  sur  cet  exemple  que  la  formule 

a  lieu  quels  que  soient  les  nombres  k  et  v. 

423.  Théorème  VII.  —  Étant  donné  un  système  de 
n  lettres,  soient  ni  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur 
à  n,  et  v=mini  un  multiple  de  Wj  contenu  dans  n. 
Soient  encore  n^  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  mi,  et 
tfi%n^  un  multiple  de  n^  contenu  dans  nif.  Soient  pareil^ 
kment  n^  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  m^,  et  m^n^ 
un  multiple  de  n^  contenu  dans  ttzs,.*--  On  pourra  tou- 
jours,  avec  V  lettres  arbitrairement ,  choisies  parmi  les 
n  lettres  données,  former  un  système  de  substitutions 

conjuguées  dont  r  ordre  sera  n'I^n'^*  n"* . . . . 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  Cauchy,  dans  le  Mé- 
lïioire  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer. 

Prenons  v  =  Wi  Wi  lettres  parmi  les  n  qui  sont  don- 
lïfes,  puis  distribuons-les  en  m^  groupes  ou  arrangements 
composés  chacun  de  ni  lettres,  et  que  nous  nommerons 
groupes  de  première  espèce.  Prenons  ensuite  ces  m^  ar- 
rangements pour  composer  les  cycles  de  m^  substitutions 
cellulaires  d'ordre  ni,  que  nous  représenterons  par 

'    /  P|ï    *a>    Psj  •  •  •  >    *  nti  • 

Parmi  les  m^  groupes  de  première  espèce,  pcenons-en 
^%  If  et  distribuons-les  en  m^  groupes  de  deuxième  espèce 
^^^uels  seront  ainsi  formés  par  la  réunion  de  n^  groupes 
A^  première  espèce.    Avec  les  n^n^  lettres  de  chaque 
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groupe  de  deuxième  espèce^  for  mous  une  àubstitution 
ayant  pour  effet  de  déplacer  circulai  rement  les  groupes 
de  première  espèce  contenus  dans  le  groupe  de  deuxième 
espèce,  et  soient 

(2)  Q.,  Q,,  Q3,...,  Qm, 

les  /Tij  substitutions  ainsi  obtenues.  Si  C,  C,  C, ... 
désignent  les  arrangements  ou  groupes  de  première  espèce 
qui  composent  un  groupe  de  deuxième  espèce,  cbaque 
substitution  (2)  sera  de  la  forme 

(^^'^"•••)  -  (cc'c":::)^ 

elle  a  pour  effet  de  remplacer  cbaque  lettré  de  C  par  celle 
qui  occupe  le  même  rang  dans  C,  celle-ci  par  celle  qui 
occupe  le  même  rang  dans  C^^,  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte 
de  la  que  les  substittrtions  Q  sont  régulières  et  que  cba- 
cune  d'elles  est  formée  de  «j  cycles  d'ordre  w,. 

Parmi  les  mt  groupes  de  deuxième  espèce,  prenons-en 
m^n^  et  distribuons-les  en  m^  groupes  de  troisième  espèce, 
lesquels  comprendront  ainsi  n^  groupes  de  deuxième 
espèce.  Avec  les  721/12/23  lettres  de  cbaque  groupe  de 
troisième  espèce,  formons  une  substitution  ayant  pour 
effet  de  déplacer  circulairement  les  groupes  de  deuxième 
espèce  contenus  dans  celui  de  troisième  espèce,  et  soient 

(3)  Ri,    R2,    R3,  . . . ,    Rjw, 

les  ms  substitutions  ainsi  obtenues.  En  reproduisant  le 
raisonnement  que  nous  avons  fait  h  Tégard  des  substitu- 
tions Q,  on  prouvera  que  chacune  des  substitutions  R  est* 
régulière,  et  qu'elle  est  formée  de  n^rif  cycles  d'ordre  /ij. 
On  peut  continuer  ainsi  tant  que  Ton  n'aura  pas  ren — 
contre  Tunité  dans  la  suite  des  nombres  mi,  /»«,  /729,.... 

Dans  chacune  des  suites  (i),  (2),  (3),...^  deux  sub — 
stitutious  quelconques  n'ont  aucune  lettre  commune,  et  ^ 
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par  suite,  elles  sont  échangeables  entre  elles.  On  ob- 
tieodra  donc  «un  système  de  substitutions  conjuguées  P 

d'ordre  »"*  en  mullipliant  entre  elles  les  mj  suites  qui 
sont  formées  chacune  par  les  rii  puissances  de  l'une  des 
substitutions  ^i).  Pareillement,  on  obtiendra  de  la  même 
manière  des  systèmes  conjugués  Q,  R, . . . ,  dont  les  or- 
dres seront  respectivement  7i^%  ^s%-  •  •,  au  moyen  des 
substitutions  ((!2),  (3),.... 

Je  dis  en  outre  que  deux  quelconques  des  systèmes 

ainsi  formés  sont  échangeables  entre  eux.  A  cet  effet, 

représentons  les  lettres  contenues  dans  chacun  des  divers 

arrangements  ou  groupes  d'une  espèce  quelconque  par 

un  même  caractère  a,  ou  £,  ou  c,. . .  affecté  d'un  indice 

variable;  alors  celles  des  substitutions  P,  Q,  R, . . .  qui 

ont  pour  effet  d'échanger  circulairement  les  groupes  d'es-* 

pèces  moins  élevées  contenus  dans  Tun  des  groupes  que 

nous  considérons  pourront  se  déduire  de  celles  qui  se 

rapportent  à  un  autre  groupe,  en  changeajit  la  lettre  que 

nous  sommes  convenus  d'affecter  d'indices,  mais  en  con- 

Aexrant  les  mêmes  indices.  Si  donc  A  et  B  désignent  deux 

Ax^angements  de  /*"**  espèce   formés  respectivement  de 

deux  lettres  a,  &,  affectées  des  mêmes  indices,  et  si  l'une 

des  substitutions  P^  Qv**  change  A  en  A',  l'une  de  ces 

substitutions  changera  aussi  B  en  B',  les  indices  de  b 

dans  B^  se  succédant  dans  le  même  ordre  que  les  indices 

de  a  dans  A'. 

Cela  posé,  soit  Y  une  substitution  de  l'une  des 
suites  (a),  (3},...  qui  déplace  circulairement  les  groupes 
A,  B,  C,  D, • . .,  K  de  i*"**  espèce,  contenus  dans  un 
groupe  ABCD. .  .K  de  (/-{-  i )'*'"•  espèce.  Soit  en  même 
temps  U  l'une  des  substitutions  (i),  (2),  (3),...  qui  ne 
produisent  de  déplacements  de  lettres  que  dans  l'un  des 
arrangements  A,  B,...,  dans  C  par  exemple.  Supposons 
n.  18 
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que  U  change  C  en  C;  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 
le  système  auquel  U  appartient  renfermera  une  autre  sub- 
stitution U'  changeant  aussi  D  en  D'.  Appliquons  suc- 
cessivement les  trois  substitutions  U,  V,  U'~*  à  l'arran- 
gement 

ABCD...K. 

Par  laL  substitution  U^  cet  arrangement  devient  d'abord 

ABC'D...K; 

il  se  transforme  ensuite  en 

BCD'...KA 

par  la  substitution  Y.  Enfin,  comme. la  substitution.  U'~^ 
change  D'  en  D,  elle  nous  donnera  l'arrangement 

•  fiClJ  -  •  •  A^ 

que  l'on  aurait  obtenu  tout  d'abord  en  appliquant  la  sub- 
stitution V  à  l'arrangement  primitif  5  on  a  donc 

U'-»  VUzrr  V,     d'où    VU  =  U'V. 

Il  résulte  de  là  que  les  systèmes  conjugués  P,  Q,  Ry* 
sont  échangeables  entre  eux  deux  à  deux.  D'ailleurs  un 
produit  tel  que  Y. .  .RQP,  formé  avec  des  substitulions 
de  ces  divers  systèmes,  ne  peut  se  réduire  à  l'unité  à 
moins  que  tous  ses  facteurs  ne  se  réduisent  eux-mêmes 
à  l'unité,  car  s'il  en  était  autrement  on  aurait 

...  RPQ  =  V-', 

ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substitution  contenue 
.dans  le  pi'emier  membre  est  impropre  à  déplacer  les 
groupes  de  lettres  que  Y~^  échange  entre  eux.  On  voit 
donc  que  l'on  obtiendra  un  système  de  substitutions  con- 
juguées d'ordre  w"*  n"^  «  3' . . . ,  en  multipliant  entre  eux  les 
systèmes  P,  Q,  R, .  . . . 

CoROxxAiRE  I.  -^  Étant  donné  un  système  de  n  let" 
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tr^s,  soit  p  tut  nombre  premier  égaZ  ou  inférieur  à  n. 
Soient  encore  vszzm^p  un  multiple  de  p  contenu  dans 
71]  m^p  un  multiple  dep  contenu  dans  m^  ;  m^p  un  nad-- 
tiple  de  p  contenu  dans  m, . . . .  On  pourra  toujours^ 
auec'v  lettres  choisies  arbitrairement ^  former  un  système 
de  substitutions  primitii*es  et  conjuguées  d ordre 


■•  •  • 


Ce  corollaire  résulte  du  théorème  précédent,  en  y  sup- 
posant 71,  =  w,  =  7i8  = . . .  =  p.  L'ordre  du  système  con- 
jugué étant  une  puissance  de  ^9  chacune  des  substitutions 
du  système  a  elle-même  pour  ordre  une  puissance  de  p, 
et  en  conséquence  elle  est  primitive. 

CoBOLLAiRE  II.  —  Etant  donné  un  système  de  n 
lettres,  soient  p  un  nonnbre  premier  égal  ou  inférieur 
à  n,  V  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n, 

et  pf^  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  dis^ise  exactement 
le  produit  JV  =  i«â.3.../ï.  On  pourra  toujours ,  av^ec 
v 'lettres  prises  arbitrairement  parmi  les  n  lettres  don^ 
nées,  former  un  système  de  substitutions  primitis^es  et 

conjuguées  d'ordre  p^. 

Ce  corollaire  se  déduit  du  précédent ,  en  supposant  que 
niip  soit  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n, 
niip  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  m,,  et 
ïiosi  de  suite.  Dans  cette  hypothèse,  la  somme 

p  =r  //î,  -h  /Wj  -4-  W3  H-  .  .  . 

est  évidemment  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p 
çii  divise  exactement  N=  i.^.3...n. 

426.  Exemple.  — •  Considérons  le  cas  de  tz  =  6,  et  pre- 

,    lions  p=2.  La  plus  haute  puissance  de  2  qui   divise 

exactement  le  produit   1.2.3.4* S «6  est  2^  ou  16^  on 

Poonra  donc  av«c  six  lettres  former  un  système  de  seize 

18. 


2y6  COURS  d'algèbre  supérieure. 

substitutions  primitives  et  conjuguées.  Soient  a^  i,  c,  df, 
e,  y  les  lettres  données  :  on  pourra  choisir  pour  les  sub* 

stitutions  P 

(a,  b),  (c,  d),  (f,/); 

la  série  des  substitutions  Q  se  réduit  ici  à  une  substitU'* 
tion  unique,  et  Ton  peut  prendre 

(a,c)(b,d). 

Le  produit  des  quatre  systèmes 

I,  (a,  h) 

I>    [Cy  d) 

I,   [a,  c)  [b,  d) 

fournit  seize  substitutions  conjuguées,  parmi  lesquelles  on 
rencontre,  outre  l'unité  :  i"  trois  transpositions,  savoir, 

[a,  b),  (c,  d),  (<?,/); 

79  cinq  substitutions  régulières,  formées  chacune  de  deux 
transpositions,  savoir,  * 

[a,b)[c,d),  (a,b){e,/),  (c,rf)(e,/),  ' 

(û,  c)(b,d),  {a,  d)(b,  c); 

3^  trois  substitutions  régulières  formées  chacune  de  trois 
transpositions,  savoir, 

{a,  b)  (c,  d)  (e,/),  {a,  c)  {b,  d)[e,f),   [a,  d)(b,  r)(^,/); 

4°  deux  substitutions  circulaires  du  quatrième  ordre, 

savoir, 

(tf,  d,  b,  c),  [a,  c,  b,d)', 

5^  deux  substitutions  primitives  du  quatrième  or^re, 
non  régulières,  savoir, 

[a,  d,  b,  c)  [e,f)y  («,  c,  by  d)[eyf). 
427,  Théorème  VIII.  —  Si  V on  a  formé  un  srystèmc 
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de  substitutions  conjuguées  de  ni  lettres  dont  V ordre 
soit  jx,  et  un  système  de  substitutions  conjuguées  de 
p  lettres  dont  tordre  soit  u,  on  pourra  construire  un 
système  de  substitutions  conjuguées  de  nz=z  mp  lettres, 
dont  Tordre  sera  ii^u. 

En  effet,  distribuons  les  mp  lettres  données  en  p 
groupes  composés  chacun  de  m  lettres,  et  que  nous  repré- 
senterons par 

Oqj     a\y     âf},  .  .  .  ,     Ûm—ty 
^0>     ^1  >     ^2>  •  •  •  >     ^m— 1  t 


"9  y    "iy     ^"aj  •  •  •  >    "m—i 


Soient  A  un  système  de  [i  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  les  m  lettres  a  qui  composent  la  première 
ligne  de  ce  tableau.  Soient  aussi  B,  C, . . . ,  K  les  systèmes 
de  substitutions  conjuguées  que  Ton  obtient  en  rempla- 
çant successivement  dans  A  la  lettre  a  par  b^  c^d^, . , , 
i)  sans  changer  les  indices  dont  la  lettre  est  affectée. 
Désignons  enfin  par 

i>  S,,  T;, ...  9  U|- 

Cf  substitutions  conjuguées,  formées  avec  les  p   lettres 
^ô  i,-, . . . ,  /^/;  posons 

et  nommons  P  le  système  conjugué  d^ordre  u 

ï  >  S,  T , . . . ,  U, 

^ont  les  substitutions  ont  pour  effet  d'échanger  entre 
dles  les  lignes  horizontales  de  notre  tableau. 

Les  systèmes  A,  B, . . . ,  K  sont  évidemment  échangea- 
bles entre  eux,  et  il  est  aisé  de  voir  que  leur  produit  est 
^hangeable  avec  le  système  P.  En  effet,  soient  A  une 
^^titution  du  système  A,  et  S  une  substitution  deP;  la 
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substitutioa  A,  effectuée  la  premrîèré,  déplacera  les  lettres 
a  et  elle  rexuplacera  la  première  ligne  du  taUeau:  p«r 


^'oJ    ^'i  ?    «2»-  ••  >    ^!„__r> 


après  quoi  la  substitution  S  déplacera  les  lig^nes  horizonr 
l;ales  du  tableau  ;  seulement,  si  elle  doit  amener  les  let- 
tres ft  à  la  place  des  a^  la  ligne  précédente  sera  remplacée 
par 

et,  pour  faire  disparaître  les  accents,  il  suffira  d'appliquer 
la  substitution  B"^ ,  B  désignant  ce  que  devient  Â  quand 
on  y  remplace  a  par  b.  On  voit  alors  que  l'on  a 

B-«PA  =  P,     d'où     PArzrBP. 

U  résulte  évidemment  de  là,  qu'en  muJtiplriam  entre 
eux  les  /7  -f-i  systèmes  A,  B,  C,.  ..^^K  et  P,  00  obtie»* 
dra  UA  système  conjugué  dont  l'cfdre  sera  /i'^.cf. 

GoHOixiiRE  !..  —  On  peut  former^  as^ec  n  =  mp  leU 
très,  un  système  de  substitutions  conjuguées  d^ordre^ 
(i  .2.3.  .  ,niy  ,[i  .2.  .  .p). 

Il  suffit  en  effet  de  prendre  pour  A  le  système  de  toutes 
les  substitutions  formées  avec  m  lettres,  et  pourP  le  &y»> 
tème  de  toutes  les  substitutions  formées  avec  p  lettres. 

Exemples.  —  Dans  le  cas  de  /i  =  6,  on  peut  faire 
7n  =  3,p=2,oup  =  2,  m=3.  On  voit  alors  que  Ton 
peut  former  avec  six  lettres  deux  systèmes  de  substitu- 
tions conjuguées,  dont  les  ordres  sont  respectivement  7a 

et  4^*  Dans  le  cas  de  ^  =  4?  <>i^  ^  '^=  ^9  iP=  ^%  ^^  Vom 
peut  former  avec  quatre  lettres  un  système  eonjug^ 
d'ordre  8. 

CoaoïxAuus.  II.  —  Si  p  est  un  nombre  p^^emiep,^  ok 
peux,  former  y  av^eit  n  =  mp  letËreSy  un  sjrstème:  de  J4ii«tf- 
tutians  conjuguée»  d'ordffe  (i  •  â .  3  *  *  •  my  ^p  {pt  —  i)... 
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Il  suffît  en  efffet  detîhoîsir  A  comme  dans  le  précédent 
corollaire,  et  de  prendre  pour  P  le  système  conjiigué 
d'ordre  p  [p — i)  dont  nous  avons  reconnu  l'existence 
dans  lé  cas  où  p  est  un  nombre  premier.  Le  système  dont 
il  s'agît' ici' se  rencontre  dans  la  théorie  des  équations, 

428.  Théorème  IX.  —  Si  un  système  de  substitutions 
conjuguées  relatif  à  n  lettres  renferme  toutes  les  substi- 
tutions circulaires  du  troisième  ordre  que  Von  peut  fart" 
mer  avec  n  —  i  lettres  données,  et  qu^il  ait  encore 
i* autres  substitutions ,  il  renferme  toutes  les  substitu- 
lions  circulaires  du  troisième  ordre  que  l'on  peut  former- 
auec  les  n  lettres. 

Soient 

^oj    ^1»    ^a>  •  •  •  5    ^n—ij    ^ 

les  n  lettres  données,  G  le  système  que  l'on  considère,  et 
&'  le  système  conjugué  formé  avec  celles  des  substitutions 
de  G  qui  ne  contiennent  pas  b.  Désignons  par  T  une  sub- 
stitution, de  G  qui  n'appartienne  pas  à  G',  et  supposons 
TUe  T  substitue  b^ai^a^  à  Aq,  ai^Mf^i  ei  j  étant  deux 
^ï^dices  quelconques  qui  peuvent  avoir  les  valeurs  i  et  2; 
^^tnme  la  substitution  U  =  («oi  ^it  ^i)  appartient  à  G, 
P^r hypothèse,  il  en  sera  de  même  de  TUT~*  =  (i,  a,,  a,) . 
*-«^.s3rstèm€  G  renferme  dirac  toutes. les  «substitutions  cir- 
^^^cûres  '  formées  avecles»  71  lettres; 

Coftt)tL'À*itis.   —   Si   un  système   de   substitutions 
^^njûguées   relatif  à    n    lettres   renferme    toutes  les 

^  «-a.3...(>i — 1).=  -  substitutions  formées  av^ecn  —  i  leU 

-  -       T\r         - 
î  son'  ôttlrè  est*  "N  ou  —-  Si  lé  systénie  proposé  ren- 

N 
seulement  les —^  substitutions  du  premier  genre 

sfhrmées  as^ec  n  —  t  lettres,  son  ordre  est—  ow —  • 
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Conservons  les  notations  dont  nous  venons  de  faire 

usage.  Par  hypothèse,  Tordre  de  G'  est  -  on  —  ;  le  même 

nombre  exprimera  donc  aussi  Tordre  de  G^  si  ce  système 
n'a  que  les  seules  substitutions  de  G'.  Dans  lecas  contraircy' 
G  admettra  toutes  les  substitutions  circulaires  du  troisième 

ordre  formées  avec  les  n  lettres,  et  son  ordre  sera  N  ou  —  9 

2. 

savoir   :  N  si   G^  renferme  toutes  les  substitutions  de 

N    . 
n  —  I  lettres,  et  —  si  G'  renferme  seulement  des  substi- 

2 

tutions  du  premier  genre. 

429.  Théorème  X,  —  Si  un  système  de  substitutions 
conjuguées  relatif  à  n  lettres  ne  renferme  pas  toutes  les 
substitutions  circulaires  du  troisième  ordre  formées  avee 
n  —  I  lettres,  mais  qiiil  contienne  toutes  celles  que  Von 
(peut  former  avec  n  —  2  des  lettres  données  y  les  subsii^ 
Mutions  du  système  qui  déplacent  les  deux  autres  letints 
>ne  peuvent  que  les  échanger  entre  elles.  Le  nombre  n  est 
supposé  supérieur  à  4. 

Soient 

les  n  lettres  données,  G  le  système  que  Ton  considère, 
«t  G'  le  système  conjugué  formé  par  celles  des  substitu- 
tions de  G  qui  ne  déplacent  aucune  des  lettres  &09  ^lî 
•par  hypothèse  le  système  G  renferme  toutes  les  substi- 
tutions circulaires  du  troisième  ordre  que  Ton  peut  for- 
mer avec  les  n  —  2  lettres  a.  Désignons  par  T  une  sub- 
stitution de  G  qui  n^appartienne  pas  à  G'  et  qui  n'échange 
pas  entre  elles  les  lettres  £0  ^t  b^. 

Si  T  déplace  &o  pour  la  substituer  à  ao  et  qu'elle  ne 
déplace  pas  &],  ou  que,  déplaçant  b^ ,  elle  la  substitue  à  £o> 
soient  ai  et  a^  les  deux  lettres  qui  seront  remplacées  par 
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deux  lettres  quelconques  données,  a^ ,  a^]  comme  la  sub- 
stitution U=:(ao9  ^1  ?  ^s)  appartient  à  G,  il  en  est  de 
même  de  TUT"^*  =  (i^,  «,.,  a^)  5  donc  le  système  G  ren- 
ferme tontes  les  substitutions  circulaires  du  troisième 
ordre  qu'on  peut  former  avec  n  —  i  des  lettres  données, 
ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

Si  T substitue  &o  ^t  b^  à  ao  et  a^,  a,-  à  a^^  la  substitu- 
tion U=  (^0,  ^1,  As)  appartenantà  G,  il  en  sera  de  même 
deTUT^*  =  (&o  î  ^1 5  ^i)'  Or  celte  dernière  substitution 
remplace  a.-  par  £09  6t  bo  par  bi  ]  on  rentre  donc  dans 
le  cas  précédent,  qui  est  incompatible  avec  notre  hypo- 
thèse, comme  on  vient  de  le  voir. 

U  résulte  de  là  que  la  substitution  T  ne  peut  qu'échan- 
ger les  lettres  b^j  b^  entre  elles;  elle  sera  donc  de  la 
forme  T  =  (&o ,  ft,)  .S,  S  étant  une  substitution  de  G'.  On 
voit  aussi  que  le  système  G  s'obtiendra  en  multipliant 
exxtre  eux  le  système  G'  et  le  système  formé  des  deux  sub- 
stitutions I,  (ioï^i)'  En  conséquence,  l'ordre  du  sys- 
^me  G  est  double  de  l'ordre  du  système  G'. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  exige  que 
^^  nombre  des  lettres  a  soit  au  moins  égal  à  3,  et  que 
^  on  ait  en  conséquence  n^4*  1^^  théorème  ne  subsiste 
t^aspour7i  =  4* 

Corollaire.  —  Si  un  système  de  substitutions  conju" 
relatif  à  n  lettres  renferme  les 

1.2.3. .  .(/î  —  1)  = 


n  (n  —  I) 


-substitutions  formées  avec  n  —  2  des  lettres  données ^  mais 
^piUl  ne  renferme  pas  toutes  celles  qu^on  peut  former 
^vee  n  —  i  lettres,  son  ordre  sera  égal  au  quotient  de  N 

far  Vun  des  deux  nombres  — ^ \  n[n  —  i),  Sile  sys- 
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tème  renferme  seulement  les  — 7 :  substitutions  du 

^n[n  —  1) 

premier  genre  formées  avec  n  —  a  lettres,  mais  {ju^H  ne 

contienne  pas  toutes  celles  que  Von  peut  former  avec 

n  —  I  lettres,,  son  ordre  sera  égal  au  quotient  de  N  /mr 

Fun  des  deux  nombres  n[n  —  1),  a/i  (71  —  i). 

N 
En  effet,  par  hypothèse,  Tordre  de  G'  est  -r r 

N 

04ji  — -,    ^  le  même  nomlnre  exprimera  l'ordre 

7,n(n  —  i)  ^ 

de /G,  sî  ce  système  n'a  que  les  seules  substitutions  de  G'# 

Dans  le  cas  contraire,  toute  substitution  de  G  qui  n'ap* 

partient  pas  à  G'  déplace  circulaîrement  les  deux  lettres 

non  contenues  dans  G\  car  autrement  G  posséderait 

toutes  les   substitutions  circulaires  du  troisième  ordre 

qu'on  peut  former  avec  n  —  i  lettres,  et  cela  est  contre 

Thypothése.  Alors,  d^'après  le  théorème  précédent,  Tordre 

de  G  est  doubfe  de  Tordre  de  G'. 


Des  groupes  de  permutations, 

430.  GoQsidéffOQâ  ua  système  F  de  subsdttrtioae  cei»- 
juguée& d£  n  Lsttces^, doofi  Tordre  soit  ^al*  k^^  soient 

I,  S|,   S2,  • . . ,    S^_j 

les  substitutions  de  ce  système.  Si  Ton  prend  une  quel- 
conque des  permutations  des  n  lettres  données,  et  que 
Ton  multiplie,  cette  permutation  Ao  par  les  fx  substitutions 
de  r,  on  obtiendra  |x  produits 

•''^oj-  A| ,    A'2 , .  .  •  ,    A  j , 

qui  constituent  ce  qu^on  nomme  un  groupe  de  permuta^ 
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lions.  Les  substitutions  du  système  F,  par  lescfuelles  on 
passe  d'une  permutation  à  une  autre,  sont  cHtes  les  sub^ 
stitutions  du  groupe^ 

Désignons  par  G,  soil  le  système  des  N  =  i .  t^. 3  •  • . n 
snbstitutions  des  lettres  données,  soit  tout  autre  système 
conjugué  contenant  toutes  les  substitutions  du  système  F. 
On  a  vu  au  n?  413  que  si  l'on  désigne  par  m  =  ^q  l'ordre 
du  système  G,  les  substitutions  de  ce  système  peuvent 
ètFe  représentées  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  manières 
suivantes  : 

Xi  >       S|  T| ,       S)  Tt ,  • . . ,       S  j  Ti , 

v]  \  Tjj  S1T3,  S2T29.  .  .  y  S    1^2 y 


T  j         Si ,  S3  )  •  •  •  9  /*—  ï  * 

U|  ,  U|Sl.  UiSsy*..,  ^'^tt I» 

•••• "y 

Cela  posé,  on  obtiendra  un  groupe  de  m  permutations, 
^multipliant  la  permutation  Ao,  prise  arbitrairement^ 
par  les  m  substitutions  de  G  ;  et  pour  effectuer  cette  opé- 
ration on  peut  supposer  à  G  l'une  ou  l'autre  des  formes 
(i)et(2). 

EnployogBS  d'abord  la  forme  (i).  La  première  ligne 
Wnontale  est  formée  des  /x  substitutions  du  système  F, 
^les  prodvits  de  la  permutation  Âo  par  ces  substitutions 
^Beront  le  groupe  déjà  considéré  plus  baut,.  savoir  : 
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Pour  multiplier  Ao  par  les  substitutions  de  la  deu»ème 

ligne  du  tableau  (i),  il  suffit  de  faire  le  produit  A[  de  la 
permutation  Ao  par  T|  et  de  multiplier  ensuite  ce  produit 
par  les  substitutions  F  ]  les  résultats 

a(0     a(0      a(0  .(.) 

qu'on  obtiendra  ainsi,  forment  évidemment  un  deuxième 
groupe  de  permutations  qui  admet  les  mêmes  substitu» 
tions  que  le  précédent. 

Comme  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidem- 
ment à  chacune  des  lignes  du  tableau  (i),  à  partir  de  la 
deuxième,  on  voit  que  le  groupe  de  permutations  obtenu 
en  multipliant  une  permutation  Ao  par  les  fiq  substitua 
tions  du  système  G  est  décomposable  en  q  groupes  for- 
més chacun  de  [i  permutations ^  en  outre,  ces  dii^rs 
groupes  partiels  admettent  les  mêmes  substitutions, 
savoir,  celles  du  système  F. 

Opérons  maintenant  de  la  même  manière  en  employant 
le  système  G  sous  la  forme  (2).  La  première  ligne  du 
tableau  (2)  donnera,  comme  précédemment,  le  groupe 

"Oj    Al,    A2,  •  •  .  ,.  A   j  \ 

quant  aux  lignes  suivantes  du  tableau  (a),  elles  donneront 

pour  résultats  les  produits  obtenus  en  multipliant  succes- 
sivement ce  premier  groupe  de  permutations  par  lessiib* 
stitutions 

et  comme  ces  opérations  équivalent  à  de  simples  chauge- 
ments  dans  la  notation  employée  pour  désigner  les  lettres, 
chacune  d'elles  transformera  le  premier  groupe  en  no 
autre  groupe.  Il  résulte  de  là  que  le  groupe  obtenu  en 
multipliant  la  permutation  Ao  par  les  fig  substitutions 
du  système  G  est  décomposable  en  q  groupes  de  fi  pef" 
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mutations  tels,  qtHon  passe  d'un  groupe  à  un  autre  en 
exécutant  une  même  substitution  sur  les  permutations  du 
premier. 

Q  peut  arriver  que  les  lignes  horizontales  soient  les 
mêmes  dans  les  deux  tableaux  (i)  et  (2).  Cette  ci rcon?- 
sUnce  se  présentera  nécessairement  si  les  substitutions 

OU 

ferment  un  système  conjugué  échangeable  avec  le  sys- 
tème r.  Dans  ce  cas,  le  groupe  de  permutations  obtenu 
en  multipliant  la  permutation  Aq  par  les  jxq  substitutions 
du  système  G  est  décomposable  en  q  groupes  formés 
Aucun  de  (/,  permutations  et  qui  jouissent  de  cette  double 
propriété,  que  les  substitutions  sont  les  mêmes  dans  les 
iivers  groupes  partiels  et  quon  passe  de  Vun  de  ces 
groupes  à  un  autre  en  exécutant  une  même  substitution 
sur  les  permutations  du  premier. 

431.  Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  quatre  lettres 

a)&,  c,  d,  et  prenons  les  quatre  systèmes  de  substitutions 

conjuguées 

G  =ri,  {a,b){c,d), 

G'=i,  (a,c){b.d), 

G"  =  i,  {b,c,d),  (b,d,c), 

G-=i,  (b,c), 

1^  systèmes  G  et  G'  sont  échangeables,  et  leur  pro- 
duit G' G,  qui  est  du  quatrième  ordre,  est  un  système  con- 
jogné  échangeable  avec  G^^  ;  enfin,  le  système  conjugué 
G'^G'G  est  lui-même  échangeable  avec  G"',  en  sorte  que 
le  produit  G'^'G^'G^G  comprend  les  vingt-quatre  substi- 
tutions. 
Cela  posé,  multiplions  la  permutation  abcd  par  le  sys- 
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lème  G^'^CG'G,  nous  obtiendrons  le  groupe  des  vîi 

quatre  permatations,  saToir: 


abcd 
badc 
cdab 
dcha 


acdb 
cabd 
dbac 
bdac 


adbc 
dacb 
bcad 
cbda 


acbd 
cadb 


abdc 
bacd 


hdac     dcab 
dbca  I  cdba 


adcb 
dabc 
cbétd 
bcda 


Ce  groupe  se  décompose  en  deux  autres  ;  l'un  de  cei 
comprend  les  permutations  des  trois  premières  colon 
et  il  admet,  comme  le  second,  les  douze  substituti4Mi 
premier  genre  \  on  passe  de  Tun  des  groupes  partii 
l'autre  en  exécutant  la  transposition  (i,  c). 

Le  premier  de  ces  deux  groupes  se  décompose 
même  en  trois  autres,  formés  chacun  des  permutai 
contenues  dans  une  même  colonne  \  ici  les  trois  gra 
partiels  admettent  les  quatre  substitutions  du  sysl 
G' G,  et  on  passe  d'un  groupe  à  un  autre  en  execu 
une  même  substitution  de  G". 

Enfin,  le  premier  de  ces  trois  derniers  groupes  est 
composable  en  deux  autres  qui  sont  formés,  l'un  des  < 
premières  permutations,  Tautre  des  deux  dernières 
chacun  des  groupes  partiels  admet  la  substitution  d 
et  on  passe  de  l'un  à  l'autre  groupe  en  exécutant  la  su] 
tution  de  G'. 
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CHAPITRE  m. 

DES  INDICES  DES  SYSTÈMES  CONJUGUÉS. 


Indice  d'un  système  conjugué,  —  Limite  inférieure  des 

indices  supérieurs  an, 

432.  Pour  abréger  le  discours,  je  nommerai  indice 
fnn  système  de  substitutions  conjuguées  formées  avec 
n  lettres,  le  quotient  obtenu  en  divisant  le  produit 
H=  i.a.3. .  .71  par  le  nombre  qui  exprime  l'ordre  du 
ffitème.  Si  m  désigne  Findice  d'un  système  conjugué 

d'ordre  fi,  on  aura 

N 

Tordre  et  l'indice  d'un  système  conjugué  relatif  à  n  let- 
tres sont  donc  deux  diviseurs  correspondants  du  produit 
'•2.3. •  •  n. 

L'indice  m  peut  avoir  les  valeurs  i  et  a,  quel  que  soit 
'e  nombre  n  des  lettres,  et  il  serait  intéressant  de  con- 
naître en  général  les  plus  petites  valeurs  qu'il  peut  avoir 
l^and  il  est  supérieur  à  2. 

Rufini,  dans  sa  théorie  des  équations,  a  considéré  par- 
Ûculîèrement  le  cas  de  cinq  lettres,  et  l'on  peut  conclure 
ie  ses  recherches  que  : 

Dans  le  cas  de  cinq  lettres  y  si  V  indice  d 'un  système 
conjugué  est  supérieur  à  a.^  il  est  au  moins  égal  à  5. 

Cauchy,  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  X®  Cahier 
4u  Journal  de  V  École  Polytechnique  y  a  démontré  en- 
suite un  théorème  plus  général  duquel  il  résulte  que  : 
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L* indice  d*un  système  de  substitutions  conjuguées  _. 
formées  av^ec  n  lettres^  ne  peut  être  en  même  temp^ 
supérieur  à  ^  et  inférieur  au  plus  grand  des  nombr^'^ 
premiers  qui  ne  surpassent  pas  n. 

Et,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  on  a  c« 
théorème  : 

ISindice  d*un  système  de  substitutions  conjuguées^ 
formées  avec  n  lettres^  n  étant  un  nombre  premier,  ne 
peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et  inférieur  à  /i. 

Cauchy  donne  à  entendre,  dans  son  Mémoire,  qa'îl 
chercha  à  étendre  le  précédent  théorème  au  cas  où  n  est 
un  nombre  composé,  mais  il  ne  put  d'abord  y  parvenir 
que  dans  le  cas  den  =  6.  Il  a  en  effet  démontré  que  : 

L'indice  d^un  système  de  substitutions  conjuguée, 
formées  av^ec  six  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  2  et  inférieur  à  6. 

M.  Bertrand  s'est  occupé  ensuite  avec  succès  de  cette 
même  question,  et  il  est  parvenu  à  démontrer  générale- 
ment, et  pour  la  première  fois,  que  : 

L* indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  n  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  a  et  inférieur  àn[*). 

Toutefois  la  démonstration  de  M.  Bertrand  repose  sur 
un  postulatum  qui  semble  absolument  étranger  à  la  théo- 
rie, et,  à  ce  point  de  vue,  elle  n'est  pas  complètement 
satisfaisante.  Le  postulatum  dont  il  s'agit  a  été  démontré 
au  n^  391,  et  il  consiste  en  ce  que  : 

Si  Von  a  n'^j,  il  y  a  au  moins  un  nombre  premi^ 

n 
compris  entre  -  et  n  —  2. 

{*)  Journal  de  V École  Polytechnique,  XXX^  Cahier^ 
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lue  raisonnement  dont  M.  Bertrand  a  fait  usage  con- 
duit à  cet  autre  théorème  démontré  auparavant  par  Abel, 
dans  le  cas  de  n  =  5. 

Si  l'indice  d^un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  n  lettres  y  est  égala  n,  le  système  conjugué 
se  compose  des  1.2..,  [n  — i)  substitutions  de  n —  i 
lettres. 

Dans  une  Note  qui  fait  partie  du  XXXIP  Cahier  du 
Journal  de  V École  Polytechnique,  j'ai  fait  voir  que  si, 

entre  n  —  2  et  -»  il  n'y  a  aucun  nombre  premier,  le 

théorème  de  M.  Bertrand  subsiste,  pourvu  que  -  soit  un 

nombre  premier.  La  démonstration  n'est  en  aucune  façon 
modifiée  ;  seulement  on  ne  peut  plus  conclure  ce  corol- 
laire, que  si  Tindice  d'un  système  conjugué  est  égal  au 
nombre  n  des  lettres,  le  système  est  formé  par  les 
ï  •  2. . .  (n  —  i)  substitutions  de  tz  —  i  lettres. 

Cette  remarque  a  quelque  importance,  car  il  en  résulte 
que  le  théorème  de  M.  Bertrand  comprend  celui  de  Cauchy 
pour  le  cas  de  /z  =  6,  et  rend,  par  suite,  inutile  la  dé- 
monstration un  peu  compliquée  qui  se  rapporte  à  ce  cas 
particulier.  En  efiet,  si  n  =  6,  il  n'y  a  aucun  nombre 

pi'emier  entre  n  —  2  et  -  ;  mais  -  ou  3  est  un  nombre 

22 

Pihemier. 

M.  Bertrand  a  démontré  aussi,  dans  son  Mémoire,  le 
^iàéorème  suivant  : 

Si  Vindice  d^un  système  de  substitutions  conjuguées, 
<^rtnées  ai^ec  n  lettres,  n  étant  >  9,  est  supérieur  à  n, 
^«t  indice  est  au  moins  égal  à  an. 

Plus  tard,  dans  un  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  T Aca- 
démie des  Sciences,  en  18499  j^ai  démontré,  sans  avoir 

a.  19 
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recours  à  auciln  pbstulatùm,  les  théofèmeB  suivants  (*) 

1®  L^ indice  d^un  système  de  substitutions  eonjugâéH 
formées  a\fec  n  lettres ,  ne  peut  étr^  en  même  temp 
supérieur  à  2  et  inférieur  à  n^  à  moins  que  n  ne^soi 
égal  à  4' 

îi^  Si  V indice  d^un  système  conjugué  est  précisémen 
égal  au  nombre  n  des  lettres,  le  système  est  formé  à 
toutes  les  substitutions  de  n  —  i  lettres,  à  moins  que 
ne  )gùit  égalât. 

Z^  Si  Vindiceé'un  systèWtè  xf&njugué  est  }^êHèUt'€k 
nombre  n  des  lettres,  il  est  au  moins  égal  à  an,  pourv 
que  n  soit  >  8. 

4**  Si    l'indice  -d'un   systètne    eoi^ugué,    rdéltf  i 

n  lettres,  est  supérieur  à  un  y  il  est  au  moins  égal  i 

n{h  —  i)  ..^ 

^•^ — — 'j  poïin^u  que  n  soit  p>  la. 

Les  démonstrations  que  j'ai  données  de  ces  propos! tions 
ne  laissent  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur. 
Cauchy,  de  son  ,côté,  avait  repris  la  question  et  il  avait 
obtenu  d^ autres  démonstrations  des  mêmes  théorèraei^ 
ces  démonstrations  reposent  sur  des  notions  nouvellefl 
qui  ont  une  grande  importance  dans  la  théorie  dont  noofi 
nous  occupons,  et  que  nous  ne  pouvons  .passer  stm 
silence.  Mais  nous  croyons  devoir  rappeler  d'abord  le 
cônsîdératioùs  àont  Tillustlre  géomètre  a  fait  usage,  datt 
son  premier  Mémoire,  pour  établir  la  première  des^fb^ 
{Positrons  âioncées  dans  cet  aperçu,  ainsi  qtie  T^niitysi 
ingénieuse  et  élégante  par  laquelle  M.  Bei'tPÀtid^êël^ 
venu  à  démontrer  son  théorème. 

^3.  Théorème  d^  CaûchV.  -^  L'indice  ifi'àn  'sp' 
tème  de  substitutions  iiànjugHées,  formées  à^àc  h  iëttH^ 

C*)  Journal  de  MMihêHwîiqkes^w^estt  uppUifuées,  l'^'s^rie^'t.  XY*. 


SECTION    IV.  CHAPITRE    III.  29 1 

n^  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  ^  et  inférieur 
au  plus  grand  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  n, 

Ea^ilet,  considérons  un  système  G  d^ordre  pde  aubsti- 
talions  conjuguées  formées^  avec  /zlettres^.^tt  soient 

.1,  Si,  Sj,  Psj'»*?  s^ — I 

ces  substitutions.  Si.  on  les  multiplie  à  gauche^  pour  fixer 
les  idées,  par  les  diverses  puissances  d'une  substitution 
circulaire  quelconque  T,  dont  Tordre  p  soit  un  nombre 
premier .  égal  ou  inférieur  à  ti,^  on  formera  le  tableau 
suivant  : 

ï»  Si,  Sa,  ...  ,  ^/t— H 

T,        TSi,         TSa, . .  .  ,        TS^__,^ 
T%      T»S,,      ,r.S,,...,      T^S^^M 


TP-\  T/»-»  S, ,  T/^'  Sa, . . . ,  T^-'  S^_,,  ^ 

N 
Vli  ^Mff^pr^adra  fip  aubstijtjutiQns.  Si  Tûidice  -  du  sys- 
tème G  est  inférieur  à  ;?,  on  aura  jxp  >  N,  et,  en  consé- 
^ence,  on  trouvera  nécessairement  deux  substitutions 
^ales  dans  le  tableau  précédent.  Soit  donc 

T«S/  =  T^Sy; 

Itt .exposants  a  et  €  doivent  être  supposés  inégaux,  car,  si 
ion  avait  S  =  a,  il  s'ensuivrait  Sy  :=  S,-  ou  /  =  i.  De 
M|ftUté  priâeédettte  on  ;tire 

*  HodttU^^'  étant  une  sa})6titutioa  du  »y«tèine-G,  .(Jis- 
^*<)te  de  iiwntf^f  0»  .«oit  qu^qe. système  rwcderwe  »4c«s.- 

'9- 
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>  sairement  une  puissance  T^  de  T  5  il  contient  donc  toute 

les  puissances  de  T"''.  Maïs  Tordre  de  la  substitution  cir 
culaire  T  étant  un  nombre  premier,  cette  substituti(^ 

fait  partie  de  la  suite  des  puissances  de  T^,  et  en  cons^ 

quence  elle  appartient  au  système  G. 

Le  système  G  renferme  donc  toules  ]es  substitutif  t: 

circulaires  d'ordre  p^  et  il  s'ensuit  (n°  418)  qu'il  com 

N 
prend  N  ou  —  substitutions;  en  d'autres  termes,  soi 

indice  £st  égal  à  i  ou  à  2. 

434.  Théorème  de  M.  Bertrand.  —  V indice  cPun 
système  de  substitutions  conjuguées ,  formées  avec 
n  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et 
inférieur  an. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  M.  Bertrand  admet 

ce  poslulatum  :  Si  n  est  ^  7,  il  y  a  au  moins  un  nombre 

n 
premier  compris  entre  -  et  n  —  2. 

Cela  posé,  considérons  un  système  G  composé  d^ 
substi  tu  lions  conjuguées 

I ,  S|,  S2, . .  . ,  s^_,^ 

formées  avec  n  lettres,  et  supposons  que  l'indice  —  de  c 

système  soit  inférieur  à  n.  Désignons  par  j9  un  nombc 

premier  compris  entre  -  et  n  —  2,  et  prenons  arbitraire 

ment  p  -h  1  lettres  parmi  les  n  lettres  données  \  formon 
avec  p  de  ces  ^  -f-  2  lettres  une  substitution  circulaire  ^ 
d'ordre  p,  et  avec  les  deux  lettres  restantes  une  transpo 
sition  U.  Cela  posé,  multiplions  les  substitutions  du  sys- 
tème G  à  gauche,  par  exemple,  par  les  p  puissances  de  % 
puis  (es  produits  obtenus  par  les  deux  puissances  de  V] 
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on  formera  de  cette  manière  les  deux  tableaux  : 

I>  Si,  Sa,  .  .  .  ,  ^/t— 1> 


TP-i,     T^-«S,,      •P-S,,...,      T^-'S^_,, 

* 

U,        US.,  US,,...,  us^_„ 

UT,       UTS,,         UTS,,...,         UTS^-„ 


UTP-»,  UT''-»  S, ,  UT/^>S„...,   UT/^^S^_„ 

dans  lesquels  on   trouve  npyL  substitutions.  Mais,  par 
hypothèse,  p  est  au  moins  ëgal  k  -  et  [i  est  lui-même 


supérieur  à  —i  donc  le  nombre  de  nos  substitutions  sur* 

*  Fi 

paise  N,  et,  en  conséquence,  il  est  nécessaire  que  deux 
f     d'entre  elles  soient  égales. 

Si  ces  deux  substitutions  égales  appartiennent  au  même 
tableau,  on  aura,  par  exemple, 

T"S/  =  T^Sy    ou     UT«S,i=UT^S/, 
^  et  6  étant  deux  exposants  inégaux,  et  il  en  résultera 

T«-^  =  SyS7'; 

1*  substitution  T*""  appartient  donc  au  système  G,  et 
f  on  en  conclut,  comme  dans  le  précédent  théorème,  que 
U  substitution  T  fait  elle-même  partie  de  ce  système. 

Si  les  deux  substitutions  égales  n'appartiennent  pas  au 
l&èine  tableau,  on  aura 

p'  T«  Si  ==  UT^  Sy  =:  T^  USy, 

-.    <lr  on  peut  intervertir  Tordre  des  substitutions  U  et  T 


ag4  GOtTRs  9*kij^kBKE  sv^tKtnvurs. 

qui  n'ont  pas  de  lettres  commuTies.  De 'cette- éjgttlitë  m 
tire,  à  cause  de  U~*  =  U,  ; 


d'où  il  résulte  que  la  substitution  X*""^!!  appartiei 
au  système  G,  et  il  en  est  de  même  du  carré 

rnZ  Ot,  —  26  TTj  qi2  Ct  26 

de  cette  substitution.  La  dîflFérence  a  —  6  peut  être  null 
et  alors  la  substitution  U  appartient  au  système  G^ 

a —  6  n'est  pas  nulle,  la  substitution  T*("~^^  appartiei 
au. système  G,  ainsi  que  toutes  ses  puissances,  parmi  fei 
quelles  figure  T,  comme  dans  Tbypo  thèse  ps^c4dl»N 

Dans  ce  dernier  cas  T  et  T"~^U  appartiennent  au  sy» 
tème  G,  il  en  est  de  même  de  U. 

On  voit  en  résumé  que  l'une  au  moins  des  deuxiuib' 
stitutions  T  et  U  appartient  au  système  G^ 

Supposons  maintenant  que  l'indice  du  système  ^ 
posé  ne  se  réduise  pas  à  i ,  ou  que  l'ordre  de  jce  systèn 
ne  soit  pas  égal  à  N.  Alors,  parmi  les  transpositions  qa 
l'on  peut  former  avec  les  n  lettres  données,  il  y  en  aar 
au  moins  une  qui  ne  fera  pas  partie  des  substitutions  d 
système  G  ;  nous  prendrons  pour  U  cette  traDsposition 
et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  toute  substitutio 
circulaire  T  d'ordre  p,  formée  avec  celles  des  «  —  a  lettn 
données  qui  ne  figurent  pas  dans  U,  appartiendra  au  sji 
tème  G.  CelSies  des  substitutions  de  G  <]ui  ne  dépkeei 
pas  les  deux  lettres  de  la  transposition  U  forment  évîden 
ment  wbl  système  conjugue  G',  et  puisque  ee  système! 
renferme  toutes  les  substitutions  circulaires  d'orérc  ] 
son  ordre  est  égal  à  i .  2 . 3 . .  •  [n  —  2)  ou  à  la  moitié  < 
ce  nombre  (n?  418).  Mais  le  premier  cas  ne  peut  avo 
lieu,  car  autrement,  l'indice  de  G  étant  âupérieup.  i  ;! 
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cet  indice  serait  au  moins  égal  k  n  [n^  429,  Corollaire) ^ 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  l'ordre  de  G'  est 

*        9  et,  par  suite,  l'indice  de  ce  système  est 

%alà  2. 

Le  système  G'  n'a  ainsi  que  des  substitutions  du  prer 
mier  genre,  et,  en  conséquence,  le  système  G  De  rppfermç 
aucune  des  transpositions  que  l'on  pei^t  forn^er  avec  les 
lettres  relatives  à  G'.  Désignons  par  U'  Vuxxe  quelconque 
de  ces  transpositions  et  par  T' une  sul^stitution  circulaire 
d'ordre  p  qui  ne  contienne  aucuae  des  lettre^  de  U', 
mais  qui,  au  contraire,  renferme  les  deux  lettres  de  U, 
on  au  moins  l'une  d'elles.  Comme  la  transposition  U'  ne 
¥  trouve  pas  d^ns  G,  la  substitution  T'  appartiendra  à 
oesystèuie,  comme  ou  l'a  vu  plus  haut,  d'où  il  suit  que 
lissystèqie  Q  renferme  toutes  les  substitutions  circulaires 
d'ordre  p  que  Ton  peut^  former  avec  les  n  lettres  dquQée^  ? 

il  contient  donc  les  -  substitutions  du  premier  genre  que 

IWpeut  former  avec  ces  lettres.  Il  est  évident  d'ailleurs 
que  le  système  G  ne  peut  renfermer  d'autres  substitu- 
tions puisqu'il  ne  possède  pas  les  substitutions  du  deuxième 
8|8tire  formées  avec  les  tï  —  a  lettres  relatives  à  G' 5  donc 

1  ordre  de  ce  système  est  égal  à  -  et  sou  iudice  est  égal 

435.  La  démonstration  précédente  subsiste  quand  il 
^6|:Û5te  pas  de  nombre  premier  entre  -  et  ?j  r—  2,  pourvu 


(')  On  aurAi(  pu  tirer  immédiatement  cette  conclusion  des  proposi- 
^^  établies  aux  n^*  42Ç  et  429;  mais  il  nous  a  paru  convenable  de  con- 
*^er  dans  son  intégrité  le  raisonnement  par  lequel  M.  Bertrand  a  établi 
"^A  théorème. 
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que  -  soit  un  nombre  premier;  dans  ce  cas,  on  peut 

poser  ^  =  -;  tel  est  le  cas  de  tî  =  6.  Mais  quand  îi  existe 

un  nombre  premier  p  effectivement  compris  entre  -  et 

n  —  2,  le  raisonnement  que  nous  avons  développé  peut 
servir  à  démontrer  une  proposition  nouvelle  fort  impor- 
tante. Effectivement,  pour  établir  que  le  système  G  pos- 


sède Tune  au  moins  des  substitutions  T  et  U,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  supposer,  comme  nous  F  avons  fait,  que  l'in- 
dice de  G  soit  inférieur  à  tz  ;  la  même  chose  a  lieu  encoi 

quand  cet  indice  est  égal  à  »,  pourvu  que  l'on  ait  p  }>  -         > 

et  l'on  arrive  toujours  à  celte  conséquence  que  Tindic  _  e 
de  G'  est  i  ou  2.  Cet  indice  ne  peut  être  égal  à  2,  car  SSil 
en  résulterait,  comme  on  Ta  vu,  que  l'indice  de  G  sera^St 
lui-même  égal  à  2,  ce  qui  est  contre  Thypothèse;  l'ii 
dice  de  G^  est  donc  égal  à  i;  mais  alors  (n^  429,  Coroi 
laire)  Findice  de  G  ne  peut  pas  être  égal  à  71,  à  moii=aK5 
que  ce  système  ne  soit  formé  par  les  substitutions  3Êjs 
n  —  I  lettres.  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  V indice  d^un  système  de  subslitu^' 
lions  conjuguées  est  égal  au  nombre  n  des  lettres^  ^^ 
Système  se  compose  des  1.2. 3. . .  [n  —  i)  substitutior^^ 
formées  ai^ec  n  —  i  lettres.  ' 

La  démonstration  ne  s'applique  pas  aux  cas  i^e 
n  =  3,  4î  5,  6,  7.  Le  théorème  a  été  démontré  par  Ab^^ 
pour  n  =  5  i^OEuvres  complètes^  t.  P^,  p.  19),  et  il  a  li^"*^ 
aussi  pour  les  cas  de  /i  =  4?  5,  7,  comme  on  le  verra  pli-:*^- 
loin.  Le  seul  cas  de  tz  =  6  fait  exception;  nous  établi' 
rons  qu'il  existe  effectivement  un  système  de  substitutior'  ^ 
conjuguées  de  6  lettres  dont  l'indice  est  égal  à  6  et  q«^^ 
renferme  des  substitutions  circulaires  des  ordres  49^9  ^* 
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Démonstration  nouvelle  du  théorème  relatif  à  la  limite 
inférieure  des  indices  plus  grands  que  a. 

436.  Je  vais  faire  connaître  actuellement  la  démons- 
tration par  laquelle  je  suis  parvenu  à  établir  directement 
le  théorème  de  M.  Bertrand;  j'ai  publié  cette  démonstra- 
tion pour  la  première  fois  dans  le  tome  XV  du  Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (i'®  série),  et  je 
l'ai  reproduite  dans  la  précédente  édition  de  cet  ouvrage* 
Mais  en  la  présentant  ici  je  profiterai  des  secours  que 
m'offrent  les  propositions  établies  dans  le  Chapitre  pré- 
ciédent,  ce  qui  me  permettra  d'apporter  quelques  simpli- 
fications; la  démonstration  dont  il  s^agit  sera  fondée  sur 
deux  lemmes  que  nous  établirons  d'abord. 

Lemme  I.  —  Soient  G  un  système  de  substitutions  con^ 
juguées  formées  avecn  lettres  ao,  ^1,^2,...,  û„_8?  ^o?  ^m 
Gt  G'  le  système  conjugué  formé  ai^ec  celles  des  substi^ 
tutions  de  G  qui  ne  déplacent  aucune  des  deux  lettres 
^o  5  &i .  Si  les  systèmes  G  et  G'  oîit  un  même  indice  (x 
supérieur  à  ij  on  pourra  construire  auec  les  n  —  a  /ei- 
^^€s  a^j  «1 ,  • . . ,  a„_t  un  système  de  substitutions  con* 

liguées  dont  l'indice  sera  -  •  D^oii  il  suit  que  le  nombre  fi 

^st  toujours  pair. 

Désignons  par  vei  p  les  ordres  respectifs  des  systèmes  G 

^l  G'.  Les  indices  de  ces  systèmes  seront  -^ — '■ — *-^-^  et 

^'    '    *"^ ^;  comme  ils  sont  égaux,  par  hypothèse, 

On  aura 

vz=zn{n^t)p. 

Posons 

G  =  I,  S|,  Sa,  S3,  •  • . ,  S^__| , . . . ,  Sj^_, , 

G   =:::  I ,  Si ,   Sj  j  S3  9  •  .  .  ,   S    .^j  • 
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Si  Ton  représente  par  T^,  T,,...,  T         des  substitutions 
desn-r^ft  lettres  a,  le  système  des  jjtp  =  i.2.3...(7i  —  a) 
substitutions  des  n— r2  lettres  a  pourra  (n^  413)  être  -!^^ 
représenté  par 


l> 

Si  9 

Sj  j . .  .  j 

s,-., 

T., 

T.S,, 

Ti  Sa,  .  .  .  > 

T.Sp_,. 

■  •  •   t 

T».S„ 

•  •••••« 

Ta  S2  >  •  •  •  > 

(') 


"^/tt-ri»  T^— iSi>  T^^aSaj..,,  T^_,S^_,; 

et  je  dis  que  le  système  des  fxv  ==  i .  2. . .  ^  substitutioKHj^ 
des  n  lettres  est  compris  dans  le  nouveau  tableau 

'  >  S| ,  Sa ,  .  .  .  ,  Sy  _  j  , 

Xo         TiSi,        Ti  S|9 . . .  y        Ti  Sy ,, 

(2)  \   Tt^  TaS|,  TaSay.».,  Tj  S^^ j, 

> 


T 


/* 


—  I'      ■'•^— I^"      "'^/A  — l^»»  •   •   •  >      "^/A-^l^V-T-I» 


où  les  substitutions  T  sont  les  mêmes  que  dans  le  ta- 
bleau (1).  Il  suffit  de  prouver  que  ces  ;xy  substitutions 
sont  distinctes.  Si  Ton  avait 

OU  en  conclurait 

T,'  =  T,S/Sj;'5 

or  les  facteurjs  TsonlL  indépendants  de  60  et  £|,  donc  1^ 

produit  SySTS  qui  est  Fune  des  substitutions  Sk  (la  syv^ 

tème  G,  ne  contient  pas  b^  et  b^  ;  il  en  résulte  que  S^  fail^ 
partie  du  système  G'.  D'ailleurs  l'égalité  précédente  de- 
vient 

T/  =  T.S*, 
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ce  qui  n'est  pas  possible,  d'après  la  manière  dont  les  sub^ 
stitutions  T  ont  été  choisies  pour  former  le  tableau  (<)• 
Le  tableau  (2)  renferme  donc  toutes  les  subsùtutioi^ 
des  n  lettres;  or,  si  Ton  applic^ue  ces  substitutÎKUis  à 
une  permutation  (juelconque^  il  y  en  aura  éviAggiroePt 
i.a.3...(ft-^a)  qui  transporteront  deux  lettre^:  quel- 
conques données  à  deux  places  déterminées;  d'ailleurs 
les  substitutions  T  ne  contenant  pas  b^  et  ij,  il  est  évi^ 
dent  que  toutes  les  (i  substitutions  contenues  dans  une 
même  colonne  verticale  du  tableau  (a)  donneront  à  &o 
et  à  &|  les  mêmes  places*,  il  y  aura  donc,  dans  la  pre^- 
nuère  ligne  horizontale  du  tableau,  c'est-à-dire  dans  {e 

système  G,  •  *   '  ■■■'  ■■"  •   •  ■  ■  ou  p  substitutions  qui trans*- 

porteront  &o  et  &i  à  deux  places  quelconques  et  qui,  en 
oonséquence^  substitueront  ces  lettres,  dans  la  permuta- 
tion primitive,  à  deux  lettres  quelconques,  parmi  les- 
quelles b^  et  il  peuvent  se  trouver*,  çn  particulier  il  y 
«ura  précisément  p  substitutions  qui  échangeront  fto  et  fti 
en  tre  elles.  Si  l'on  pose 

^^tt  P  substitutioDS  seront  de  la  forme 

us;,  us;,  us;,...,  us'^_,,      . 

^»  »  s; , . . . ,  S'     ^  étant  des  substitutions  indépeodaDtes 

^  ^oetde^i^  Aucune  de  ces  substiiutions  S^  ne  peut  se 

'^duire  Â  l'unité,  ou  plus  généralement  à  l'une  des  ^ubslt^ 

'^Eions  du  système  G';  car  si  S^  appartenait  À  G\  et  par 

te  i  G9  comme  IJS^  «st  aussi  une  substitution  de  G,  il 

serait  de  même  de  U.  Je  dis  qua  cela  ne  peut  étce  ;  en 

^^CXet,  on  a  vu  que  les  subsiitutions  Si  de  G  peuvent  snbati- 

^tt«r  b^etbik  deux  leitres  quelconques,  et  inversement 

^^^listituer  deux  lettres  quelconques. à  ^«.«t  b^^  d'^après 

^^1a,  si  U  appartenait  à  G,  il  en  serait  de  même  d«« toutes 


3oo  COURS  d'algèbre  supérieure. 

les  substitutions  de  la  forme  S,US7*,  c'est-à-dîre 
toutes  les  transpositions  ;  Tindice  de  G  serait  alors  i 
à  ï,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Gela  posé,  prenons  dans  le  système  G  les  p  substi 
tions  da  G'  avec  les  p  précédentes,  il  est  évident  que 
ap  substitutions  obtenues,  savoir  : 

(    I»         S,,         Sa,...,        Sp-,» 

(  us;,  US'.,  us;,...,  us;^,, 

formeront  un  système  conjugué.  En  effet,  les  prodi 
SiSf  et  US'i  X  USy  =  S'i  Sj  appartiennent  à  G,  et  com 
ils  sont  indépendants  de  b^  et  de  bi ,  ils  font  partie  d< 
première  ligne  du  tableau  (3);  pareillement  le  prod 
Si  X  USy  =  U  X  s,-  Sy  ,  appartenant  à  G,  fait  nécessai 
ment  partie  de  la  seconde  ligne  du  tableau  (3).  On  p 
conclure  de  là  que  les  substitutions 

SI ,     Si,    Sj , . . . ,  S      - , 
p 
Ç.,  «f  c'  < 

*^07    ^i  y    ^^a  >  •  •  •  >   *^p — I 

forment  un  système  de  2p  substitutions  conjuguées 

n  —  2  lettres;  l'indice  de  ce  système  est  égal  à  -?  com 
on  l'avait  annoncé. 

-iS?»  Lemme  II.  —  Soient  G  un  système  de  subsu 
tions  conjuguées,  formées  a^ec  n  lettres  «o»  ^i?  ^i^» 
^n-^m-if  ^oî  ^iv'*^  ^m-iî  ^^  G'  le  sjTstème  composé 
celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  auci 
des  m  lettres  b,  L* indice  de  G  ne  peut  être  inférieu 
t indice  /x  de  G',  et  si  on  le  représente  par  jx  +  X , 
pourra  former  un  système  Gi  de  substitutions  conjugu 
de  n  — m  lettres ^  dont  V indice  jx^  sera  égal  ouinfén 
à  ^,  et  dont  toutes  les  substitutions  seront  contenues  d 
le  système  G^ 
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En  effet,  désignons  par  v  l'ordre  de  G,  par  p  l'ordre 
de  G',  et  posons 

G=i,  S|,  Sj,...,  S  j,...,  Sj^__j, 

On  formera  toutes  les  substitutions  des  n  —  m  lettres  «, 
en  multipliant  les  substitutions  de  G'  par  des  substitn* 
tions 

I,    Ti,    I2J...J   T    |, 

indépendantes  des  lettres  h.  Si  l'on  multiplie  de  même  le 
«ysième  G  par  ces  substitutions  T,  on  formera  les  juiv 
produits 

|-  \#  -^M        TiS|,       T1S2,...  .,     T|S  _|,...,     T|S.^_,, 

et  l'on  peut  démontrer,  comme  dans  la  proposition  pré- 
cédente, que  ces  pv  substitutions  sont  distinctes,  d'où  il 
suit  que  l'indice  de  G  n'est  pas  inférieur  à  fjt.  Mais  cet 
ittdice  étant  fJt  +  A,  et  X  n'étant  pas  nul,  le  tableau  (i) 
n  embrasse  pas  toutes  les  substitutions  des  n  lettres. 
^rx,  formera  les  Xv  substitutions  manquantes^  en  multi- 
pliant le  système  G  par  certaines  substitutions 

•*•  l>      *  2>  •   •  •  »      ^-X 

^[^^i  dépendront  toutes  des  lettres  &,  et  l'on  aura  ainsi  le 
ta.l>leau  suivant,  complémentaire  du  tableau  (i)  : 

j  ï, ,  T,  S| ,  T,  Sj, . . . ,  T,  S^__j , . . . ,  T,  Sj^__, , 
Tj,  TjSi,  T, S2,...,  TjS^^j,...,  T, Sj^__,., 
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Cela  posé,  les  «obstituiions  du  tableau  (i)  sont  insuffi- 
santes pour  transporter  les  m  lettres  b  k  m  places  qticil- 
conques  dans  une  permutation  prise  à  volonté;  car  si  le 
contraire  avait  Heu,  toute  substitution  des  n  lettres  pour- 
rait se  réaliser  en  effectuant  d'abord  une  substitution  S 
q«ii  aatènerait  les  lettres  i  aux  places  Toulaes,  ffprè^ 
quoi  il  lesterait  à  faire  une  «ufbsrrrtmion  -des  lettres  n  qti 
équivaut  à  Tune  des  substitutions  du  système  G'  suivii 
d'une  substitution  T;  le  tableau  (i)  renfermerait  doi^ 
toutes  les  substitutions  des  n  lettres,  ,ce  qui  €St*Qont^ 
l'hypothèse.  Il  résulte  de  là  que,  dans  une  peu 
des  n  lettres  données,  on  peut  assigner  m  places 
quelles  il  est  impossible  de  faire  arriver  ^espectiveme^-: 
les  m  lettres  £,  par  le  moyen  de  Tune  des  substitutions ^(  ^ 
mais  comme  il  existe  évidemment  i  .2.3. . .  (n  —  ni)  sc^ 
stitutions  différentes  qui  peuvent  produire  cet  effets 
faut  que  ces  substitutions  soient  toutes  contenues  dsi.: 
le  tableau  (2).  Si  donc  on  applique  les  substitutions .(  2 
à  la  permutation 

parmi  les  Xv  permutations  obtenues,  il  y  en  aura 

1.2.3. .  ,{n  — -m) 

dans  lesquelles  chacune  des  m  lettres  b  occupera  la  même 
place.  Or,  en  opérant  ainsi,  il  est  évident  qu'on  applique 
à  la  permutation  A  les  substitutions  obtenues  en  multi- 
pliant le  système 

qui  est  seniblable  à  G,  par  les  substitutions 

^1,  t;t;-',  (r;ff;-S....,  v^tr: 
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donc  le  système  G  lui-même  est  tel,  que  si  Ton  tiàttltiplie 
aesêttbslitiitioRs  par  X  substitutions 

eonvenablement  choisies,  les  produits  obtenus 

U|,        UiSi,         U1S2,...,         UiS  ,, 


(3) 

comprendront  les  i .  si.3 . . .  (^ —  m)  substitutions  qui 
be  déplàteilt  pas  m  certaines  lettres  ;  je  désignerai  par 
y„  i', ,  • . . ,  y^_j  ces  m  lettres,  et  par  a'^^ ,«,,... ,  a„__^^i 
les  /i  —  m  autres.  Soient 

GlZZZly    S,,    S,,...,    Sp^_| 

fcs  jD|  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  les  m 
lettres  ft',  on  obtiendra  le  système  de  toutes  les 

1.2.3. ..(/z  —  m) 

*d>8tttHtîons  des  lettres  a',  en  multipliant  Gi  par  <?er- 
toines  substitutions  indépendantes  des  lettres  i',  qui 
feront  évidemment  pani'e  des  facfefurs  1,  Ui,  Us,..., 
^X  — l'î  et  qlie  Von  peut  ifeprésenler  par 

I 

I,  Ui,    U3, . . . ,  U^_|; 
^ors  on  aura 

|i,p,  z=r  I  .2*3.  .  .   (n —  /7l), 

®^  le  nombre  jjti,  égal  ou  inférieur  à  X,  exprimera  l'indice 
^  systèftie  Gi  dont  toutes  les  substitutions  sont  contenues 

438.  Ces  lemmes  établis^  nous  passons  à  la  démons- 
ion  éts  théorèmes  que  nous  avons  en  vue. 
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Théorème  I.  -—  ie  nombre  n  étant  impair  y  si  Findiei 
d'un  système  de  substitutions  conjuguées^  formées  ape 
n  lettres^  est  plus  grand  que  2,  cet  indice  est  égal  ou  supé 
rieur  à  n^  et  quand  il  est  égal  à  n,  le  système  conjugu 
est  composé  de  toutes  les  substitutions  que  Von  peu 
former  ai^ec  n  —  1  lettres. 

Le  théorème  est  évident  dans  le  cas  de  /i  =  3  ;^  car  Yim 

dice  du  système  étant  supérieur  à  2,  il  est  nécessaireme^ 

égal  ou  supérieur  à  3.  Eu  outre,  si  cet  indice  est  égala 

1.2.3 
l'ordre  du  système  est    '    '    ou  2  qui  est  un  nombre  pm^ 

mîer.  Le  système  est  alors  formé  des  deux  puissanei 

d'une  substitution  circulaire  du  deuxième  ordre,  c'est-i 

> 

dire  d'une  transposition. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  établir  le  théorème  énond 
dans  toute  sa  généralité,  il  suffit  de  prouver  que  s'il  a  lieu 
pour  n=n\  il  subsiste  aussi  pour  n  =  n'-f-  2.  En  d'au- 
tres termes,  nous  pouvons  admettre  que  le  théorème  a 
lieu  quand  on  remplace,  dans  son  énoncé,  n  par  n  —  a, 
le  nombre  n  étant  un  nombre  impair,  au  moins  égal  à  5. 

Soient  G  le  système  conjugué  donné  dont  nous  suppo- 
sons l'indice  supérieur  à  2,  et  G'  le  système  conjugal 
composé  de  celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacen 
pas  deux  lettres  choisies  arbitrairement  parmi  les  n  lettre 
données.  D'après  ce  que  nous  admettons,  l'indice  de  G 
ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et  inférieur  i 
n  —  2  j  cet  indice  sera  donc  l'un  des  cinq  nombres 

I,  2,  n  —  2,  n  —  I,  rij 

ou  bien  il  sera  supérieur  à  n^  auquel  cas  l'indice  deC 
sera  lui-même  plus  grand  que  n.  Nous  allons  examine) 
successivement  ces  cinq  hypothèses. 

I**  L'indice  de  G'  est  i .  —  Comme,  par  hypothèse,  Tin 
dice  de  G  n'est  pas  i ,  cet  indice  est  égal  (n^'  428  et  429j 
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Corollaires)  à  l'un  des  nombres  n,  — ^ -^  n(n  —  i), 

et  en  outre^  si  cet  indice  est  égal  à  n^  le  système  G  est 
composé  de  toutes  les  substitutions  de  n  —  i  lettres. 

a**  L'indice  de  G'  est  2.  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G, 
qu'on  suppose  différent  de  a,  est  Tun  des  nombres  2/1, 
/i  (»  — .  i),  a  w  (ti  —  i)  (n°"  428  et  429)  5  il  est  donc  supé- 
rieur à  n, 

y^V indice  de  G/ est  n —  2.  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
ne  peut  être  égal  à  n  —  2,  d'après  le  lemme  I  (n**  436), 
parce  que  n  —  2  est  un  nombre  impair.  Si  l'indice  de  G 
est  égal  à  «  —  i  ou  à  n,  on  pourra  former,  d'après  le 
Icmme  II  (n°  437),  un  système  conjugué  de  substitutions 
de  n  —  2  lettres,  dont  l'indice  sera  i  ou  2  et  dont  toutes 
les  substitutions  seront  contenues  dans  G ,  on  rentre  donc 
dans  Tune  des  deux  hypothèses  précédentes,  quand  l'in- 
dice de  G  n'est  pas  supérieur  à  n, 

4**  L indice  de  G'  est  n  —  1 .  —  Dans  ce  cas  l'indice  de  G 
^epeut  être  n — 15  car  si  cet  indice  était  n  —  i,  on  pour- 
rait former,  d'après  le  lemme  I,  un  système  conjugué  de 

substitutions  de  «  —  2  lettres,  dont  l'indice  serait • 


Or,  si  11  est  ^  5,  le  nombre  est  supérieur  à  2  et 

Je 

*1  est  inférieur  à  72  —  2  ;  nous  admettons  d'ailleurs  que 
^  indice  d'un  système  conjugué  relatif  k  n  —  2  lettres 
^c  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et  inférieur  à 
^^^2^  donc  l'hypothèse  que  nous  discutons  en  ce  mo- 
ment est  inadmissible  quand  n  est  supérieur  à  5.  Mais  elle 
^  ^t  aussi  lorsque  ti  =  5,  car  dans  ce  cas  l'indice  de  G' 
^6  peut  pas  être  supposé  égal  à  n  —  i  =  4  >  puisque  4 
^  est  pas  un  diviseur  du  produit  i .  2 . 3  • 

L'indice  de  G,  s'il  n'est  pas  supérieur  à  zz,  est  donc  égal 
^  ^\  mais  alors,  d'après  le  lemme  II,  on  pourra  former 
II.  20 
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un  système  conjugué  de  substitutions  de  n  —  2  lettre 
ayant  i  pour  indice  et  dont  loutes  les  substitutions  seroi 
contenues  dans  G.  On  rentre  ainsi  dans  la  première  d 
hypothèses  que  nous  venons  d'examiner. 

5°  L' indice  de  G'  est  n,  —  Dans  ce  cas,  Findice  de  Ge 
nécessairement  supérieur  à  n  \  car,  d'après  le  lemme 
cet  indice  ne  peut  être  égal  à  n,  puisque  n  est  un  nomh 
impair. 

On  conclut  de  là  que  l'indice  de  G  supposé  plus  grau 
que  2  ne  peut  être  en  aucun  cas  inférieur  à  w,  et  que  î 
cet  indice  est  égal  à  tz,  le  système  G  est  formé  par  k 
substitutions  de  w  — i  lettres. 

439.  Théorème  IL  —  Le  nombre  n  étant  pair^  i 
l'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées  for 
mées  ai^ec  n  lettres  est  plus  grand  que  2^  cet  indice  es 
égal  ou  supérieur  à  n,  le  cas  de  n  =  4  étant  excepté 
Et,  si  V indice  du  système  est  précisément  égal  à  n^  celu. 
ci  est  composé  de  toutes  les  substitutions  formées  ave 
n  —  I  lettres,  le  seul  cas  de  n  =  6  étant  excepté. 

Soient  G  le  système  conjugué  donné,  et  G^  le  systèn 
conjugué  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  r 
déplacent  pas  une  lettre  choisie  arbitrairement  parmi  l 
lettres  données.  Nous  supposons  que  l'indice  de  G  est  si 
périeur  à  2;  quant  à  l'indice  de  Go  qui  se  rapporte 
n  —  I  lettres  seulement^  il  ne  peut,  d'après  ce  qui  précèd 
être  en  même  temps  supérieur  à  2  et  inférieur  an  — 
puisque  n  —  i  est  un  nombre  impair.  Cet  indice  de  ( 
iBera  donc  l'un  des  nombres 

I,  2,  n  —  I,  72, 

ou  bien  il  sera  supérieur  à  n,  et,  dans  ce  cas,  Tindi 
de  G  sera  lui-même  plus  grand  que  n.  Nous  allons  ex 
tniner  les  quatre  hypothèses  précédentes  : 
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1®  Vindice  de  Go  est  \,  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
est  égal  à  n  (n**428,  Corollaire)^  puisqu'on  suppose  cet 
indice  différent  de  i . 

2®  Uindice  de  Gq  est  t..  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
est  égal  à  271  (n**  428),  puisqu'on  le  suppose  différent 
de  2. 

3®  L^ indice  de  G©  est  n  — i.  —  Dans  ce  cas,  comme 
n — I  est  impair,  le  système  G©  (n°  438)  est  formé  par 
toutes  les  substitutions  de  ti  —  a  lettres,  et  son  indice^ 
jui  est  plus  grand  que  i,  est  égal  (n°*  428  et  429)  à  l'un 

des  nombres  w,  — -^  n  [n  —  i),  pourvu  cependant 

que  n  soit  >4(*)'  E^i  oulre,  cet  indice  ne  peut  être 
égal  à  n  que  dans  le  cas  où  G  renferme  toutes  les  substi- 
tutions de  71  —  1  lettres. 

4^  Vindice  de  Go  est  n,  —  Alors  l'indice  de  G  est 
^al  ou  supérieur  à  ti  pi  nous  reste  à  examiner  le  cas  où 
cet  indice  est  précisément  égal  à  n. 

Remarquons  d'abord  que  la  première  partie  du  théo- 
rème énoncé  se  trouve  établie  par  ce  qui  précède,  savoir  : 
Si  le  nombre  pair  n  est  supérieur  à  4j  Vindice  d^un 
^stème  conjugué j  relatif  à  n  lettres,  ne  peut  être  à  la 
fois  supérieur  à  n  et  inférieur  à  n.  Dans  ce  qui  va  sui- 
vre, nous  supposerons  n  —  2^4»  ^^^  P^r  suite,  n^6. 
Désignons  par  G'  le  système  conjugué  formé  par  celles 
des  substitutioçis  de  Go  qui  ne  déplacent  pas  l'une  des 
^  —  I  lettres  relatives  à  Go,  lettre  qui  peut  d'ailleurs 
être  choisie  à  volonté.  L'indice  de  G'  ne  peut  être  à  la 
fois  supérieur  à  2  et  inférieur  kn  —  2,  d'ailleurs  il  n'est 
supérieur  à  n  \  donc  il  a  pour  valeur  l'un  des  cinq 


(*)  Nous  ayons  tu  (n^  427)  qn*on  peut  former  arec  quatre  lettres  un 
^tème  de  substitutions  conjuguées  dont  Tordre  est  8  et  dont  l'indice  est 
^itséquemment  égal  à  3. 

20. 
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nombres  i,  2,  w  — 2,  n  —  i,  n.  Le  cas  où  cet  indice 
serait  l'un  des  nombres  ii  —  2 ,  n  —  i  se  ramène  îm* 
médiatemeut,  par  le  lemme  II,  au  cas  où  il  serait  i  oa  3*, 
or,  je  dis  que  ce  dernier  Cjas  ne  peut  avoir  lieu  5  car,  si 
l'indice  de  G'  est  1  ou  2,  l'indice  de  Go  sera  nécessaire-» 
ment  l'un  des  nombres  i,  2,  (n  —  i),  2  (/i  —  i)  (n°.428) 
dont  aucun  ne  peut  être  égal  à  n,  L^indice  de  G'  est  donc 
égal  à  n  ;  mais  alors,  d'après  le  lemme  I,  on  pourrait  for* 
mer  un  système  conjugué  de  substitutions  de  n  —  2  let* 

très,  dont  l'indice  serait  .-9  ce  qui  est  impossible,  pui»^ 
que  Ton  a 

2 

Donc  notre  dernière  hypothèse  est  inadmissible,  si  \t 
nombre  n  est  supérieur  à  6.  Elle  peut  au  contraire  avoir 
lieu  quand  n^=:Q^  ainsi  que  nous  allons  l'établir;  mais 
elle  est  impossible  quand  w=  4,  puisque,  4  n'étant  pas 
un  diviseur  du  produit  1.2.3,*  l'indice  de  G©  ne  peut  pas 
èlre  égal  à  4.  Ainsi  le  cas  de  tz  =  6  constitue  la  seule  ex- 
ception à  la  deuxième  partie  de  notre  théorème. 

Du  système  conjugué  d^ indice  6  gui  comprend  120  sub" 
stitutions  de  six  lettres ^  et  qui  n* est  pas  formé  par  Us 
120  substitutions  de  cinq  lettres. 

440.  Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  si 
un  tel  système  existe,  celles  de  ses  substitutions  qui  ne 
déplacent  pas  deux  lettres  quelconques  forment  un  sys- 
tème conjugué  de  substitutions  de  quatre  lettres,  dont 
l'indice  est  6,   et  dont  l'ordre  est,   en    conséquencet 

'  ç'        ou  4-  Ce  système  d'ordre  4  i^e  peut  renfermer^ 

outre  l'uni  lé,  que  des  substitutions  circulaires  du  qua* 
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Irîcme  ordre,  des  subslîtutions  régulières  du  deuxième 
ordre  formées  de  deux  cycles,  ou  des  transpositions.  Mais 
il  me  saurait  y  avoir  de  transpositions,  car  le  système  en- 
tier des  substitutions  des  six  lettres  n'en  saurait  contenir,, 
comme  on  l'a  vu  dans  la  démonstration  du  lemme  du 
a**  436,  lemme  qui  embrasse  le  cas  que  nous  considérons 
ici.  Si  le  système  d'ordre  4  dont  il  est  question  n'est  pas 
composé  des  quatre  puissances  d'une  substitution  circu- 
laire du  quatrième  ordre,  il  comprendra,  outre  Tunilé, 
les  trois  substitutions  régulières  que  l'on  peut  former 
ayec  les  quatre  lettres  ;  donc  on  y  trouvera,  dans  tous  les 
cas,  une  substitution  régulière  formée  de  deux  transposi- 
tions. Et,  comme  il  y  a  quinze  combinaisons  de  six  lettres 
^atre  à  quatre,  le  système  conjugué  G  dont  nous  nous 
pccupons  doit  comprendre  quinze  substitutions  régulières 
rormées  chacune  de  deux  transpositions.  Or,  deux  substi- 
Wons  de  cette  espèce  qui  auraient  un  cycle  commun  et 
^e  troisième  lettre  commune  ne  peuvent  figurer  dans  G, 
<^«r  le  produit  de  deux  telles  substitutions  est  évidemment 
nue  substitution  circulaire  du  troisième  ordre;  donc,  si 
lou  distribue  les  quinze  transpositions  des  six  lettres  en 
^*'^<J  groupes  de  trois  transpositions,  de  telle  manière  que 
^   six  lettres  figurent  dans  les  trois  transpositions  d'un 
mèckie  groupe,  on  obtiendra* les  quinze  substitutions  ré^ 
Ç^Hères  de  G,  en  faisant  les  produits  deux  à  deux  des 
^^Hspositions  contenue^  dans  un  même  groupe.  Toute. 
aut|>e  substitution  régulière  de  la  même  espèce  a  néces-- 
wirement  un  cycle  commun  et  une  troisième  lettre  com- 
™^He  avec  Tune  des  quinze  dont  nous  venons  de  parler, 
^^  par  conséquent  elle  ne  peut  pas  être  contenue  dans  G  5 
w*i^i  ce  système  ne  renferme  pas  les  trois  substitutions 
^^lygulières  formées  avec  les  quatre  mêmes  lettres,  et,  par. 
^'^ite^il  contient  une  substitution  circulaire  de  ces  quatre, 
lettres. 
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Soient 

û,        è,       C,       dy       Cy     f 

les  leltres  données,  et  supposons  que  le  système  G 
ferme  les  puissances  de  la  substitution  circulaire 

U=  (a,  ô,  Cy  d). 

Le  même  système  doit  renfermer  une  substitution  circu*> 
laîre  Ui  formée  avec  les  quatre  lettres  a,  &,  c,  e  ^  on  peut 
supposer  que  a  soit  mis  au  premier  rang  dans  Ui,  mais 
alors  c  ne  pourra  occuper  la  troisième  place,  car,  si  cela 
avait  lieu,  le  produit  des  deux  substitutions  régulières  U' 
et  UJ,  qui  auraient  un  facteur  (a,  c)  commun,  ne  con- 
tiendrait que  deux  transpositions  ayant  une  lettre  com- 
mune &,  et  il  se  réduirait  à  une  substitution  circulaire 
du  troisième  ordre,  laquelle  ne  peut  figurer  dans  G.  U 
faut  donc  que  c  occupe  dans  Ui  la  deuxième  ou  la  qua- 
trième place,  et  alors  il  occupera  dans  U^  la  quatrième 
ou  la  deuxième.  J^appellerai  U^  celle  de  ces  deux  substitu- 
tions dans  laquelle  c  occupe  la  quatrième  place  ^  on  aura 

donc 

U,  =  (ûf,  ^,  <?,  c)     ou     l]i=  {a,  e,  by  c)i 

pareillement,  le  système  G  renferme  deux  substitutiot>^ 
circulaires  du  quatrième  ordre  dont  chacune  est  le  cul^ 
de  Tautre,  et  qui  sont  formées  avec  les  quatre  lettres  ^9 
by  c,  f\  je  désignerai  par  Uj  celle  de  ces  substitution*^ 
dans  laquelle  c  occupe  la  deuxième  place,  et  l'on  aura 

U,  =  (rt,  c,/,  i)     ou     U2  =  (flr,  c,  ^,/). 

Mais,  si  l'on  prend  la  première  valeur  de  Ui,  il  faucU"* 
prendre  la  deuxième  valeur  de  Us  et  inversement,  c^^ 
autrement  U^  et  U'  auraient  une  transposition  commun^? 
et  leur  produit  se  réduirait  à  une  substitution  circulaire 
du  troisième  ordre.  Rien  ne  distinguant  jusqu'ici  les  1^^" 
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très  e  el  /,  nous  ferons 

Cela  posé,  en  appliquant  successivement  les  substitu- 
tions U,  Ui,  Ug  à  une  permutation  quelconque,  on  trouve 

U,U~  («,  e^  Cy  dy  b)j 
U2U,U=:(ûE,  <?,  b,  c,  dyf). 

On  voit  donc  que  le  système  G  renferme  les  trois  substi» 
tutions  circulaires 

U:=(a,  byCyd),     T:=z[a,  e^c^dy  b),     Sz={a,  e^  byC,  d,/) 

des  ordres  respectifs  4 5  5,  6  ;  ce  système  s'obtiendra  donc 

en  multipliant  à  droite  ou  à  gauche,  mais  toujours  de  la 

inème  manière,  les  puissances  de  U  par  celles  de  T,  puis 

les  résultats  obtenus  par  celles  de  S.  En  opérant  ainsi,  on 

formera  bien  6x5x4  o^  ^  20  substitutions  distinctes, 

^âr  il  est  évident  que  deux  produits,  tels  que  S*T'U*, 

S*'  IV' U^,  ne  peuvent  être  égaux,  à  moins  que  l'on  n'ait 

^  ==  it,  f  =  /,  i'  =  L  Mais  il  reste  à  faire  voir  que  ces 

'^o  substitutions  constituent  réellement  un  système  con- 

j»eiié. 

En  premier  lieu,  les  systèmes  conjugués  formés  l'un 
^y-^c  les  puissances  de  U,  l'autre  avec  les  puissances  de  T, 
w>nt  échangeables  entre  eux.  On  a  effectivement 

UTU-»  =  TS     U^TU-^^T*,     U»  TU-*  =  P  =  T% 

c*  est-à-dire, 

é^9  en  élevant  à  la  puissance  /x, 

U^T'^U'^^T^'',     d'où    U^T^^T'^-^'u"; 

^^8  deux  systèmes  fournissent  donc,  par  la  multiplication, 
^'^jBystème  conjugué  de  20  substitutions  relatives  à  cinq 
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lettres  ;  en  mettant  a^^  a,,  a^^  a^j  a^  au  lieu  de  e,  c, 

i,  a,  on  ferait  coïncîder  ce  système  avec  celui  que  nou^s 

avons  rencontré  au  n°  424, 

En  second  lieu,  le  système  conjugué 

dont  nous  venons  de  parler,  est  échangeable  avec  le  sys^ 
tème  conjugué  formé  par  les  puissances  de  S.  D'abord,  j| 
est  facile  de  vérifier  que,  quel  que  soit  w,  on  peut  trouver 
un  entier  m  tel,  que  chacune  des  substitutions 

S'^TS",     S*"  US" 

se  réduise  à  Tune  des  substitutions  P.  Le  nombre  m  s^ 
détermine  facilement  par  la  condition  que  les  subsdtu — 
lions  que  nous  venons  d'écrire  ne  contiennent  pas  lat. 
lettre  y,  et  l'on  trouve 


S^TS=:PUz=UT, 

S»TS^=TS 

S*TS3=US 

STS*   =:T<U3=:U»TS 

S»TS*=PU=^=U^TS 


S»  US  =  T«  U  =  UT% 
S<US'=PU«  =  U3T, 

S»US^=T«U^=:U*T% 
SUS^  =TU^=:U»T, 
S*US'=U^ 


On  a  donc,  quel  que  soit  n^ 

S"  TS»  =  P, ,     S*»  US"  =  P, , 


ou 


TS»  =  S-*"  P; ,     US"  =  S-"»  Pi , 


m  et  i  ayant  des  valeurs  convenables.  Il  résulte  de  là  qu^ 
tout  «produit  de  la  forme  Py  S^  peut  être  ramené  à  la. 

forme  S^P^j  en  effet,  Py  est  un  produit  composé  de  fac- 
teurs T  et  de  facteurs  U,  et,  d'après  ce  qui  précède,  on 

peut  faire  avancer  successivement  S^  d'un  rang  vers  ]a> 
gauche,  en  modifiant  chaque  fois  convenablement  l'expo*» 
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saut  y  ^  après  avoir  répété  cette  opération  plusieurs  fois, 
îl  est  clair  que  Py  S^  se  trouvera  remplacé  par  une  expres- 
sion de  la  forme  S'*  P^..  Le  système  des  substitutions  P  et 
celui  des  puissances  de  S  étant  échangeables  entre  eux, 
on  obtiendra  en  les  multipliant  l'un  par  l'autre  un  sys- 
tème conjugué  d'ordre  24  X  5  ==  120  ou  d'indice  6. 

Il  importe  de  remarquer  aussi  que  le  système  dont 
nous  venons  de  prouver  Texistence  comprend  des  substi- 
tutions du  premier  genre  et  des  substitutions  du  deuxième 
genre  en  nombre  égal.  En  conséquence,  les  substitutions 
du  premier  genre  constitueront  un  système  conjugué 
d^ordre  60  et  dont  l'indice  sera  égal  à  12. 

Des  systèmes  transitifs  de  substitutions  conjuguées. 

441»  Lorsque  les  substitutions  d'un  système  conjugué 
Permettent  de  substituer  successivement  l'une  des  lettres 
A  chacune  des  autres,  le  système  est  dit  transitif.  Il  est 
^ntransitif  dans  le  cas  contraire.  Cette  distinction  des 
•ystèmes  conjugués  en  transitifs  et  intransitifs  est  due  à 
Cauchy;  elle  a  une  très-grande  importance  dans  la  théo- 
ï^e  qui  nous  occupe. 

I^lus  généralement,  si  les  substitutions  d'un  système 
conjugué  permettent  de  substituer  ni  des  lettres  données 
■  ^^^  lettres  quelconques,  nous  dirons  que  le  système  est  m 
'<>îa  transitif. 

Si  un  système  de  substitutions  conjuguées  est  m  fois 

^^i:isitif,  les  substitutions  du  système  permettent  de  sub^ 

^'^t.XLev mXelires quelconques  à  m  lettres  quelconques.  En 

^<et,  le  système  proposé  étant  supposé  m  fois  transitif, 

û  y  a  m  lettres  âi,  as,.  • .,  â^  qu'on  peut  substituer  à 

îit  autres  quelconques  &i,  &S9*  •  •?  ^m?  distinctes  ou  non 

des  pr€[mières.  Réciproquement,  les  substitutions  du  sys-* 

t^  permettent  de  remplacer  a^,  ^a,..,,  a,^  par  b^^ 
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^a?  •  •  •  9  ^m9  6t,  en  conséquence,  elles  peuvent  substituer 
ces  dernières  lettres  à  m  lettres  quelconques. 

n  est  évident  que  le  système  de  toutes  les  substitution 
formées  avec  n  lettres  est  n  —  i  fois  transitif,  et  que  l 
système  qui  comprend  toutes  les  substitutions  du  pr^ 
mier  genre  formées  avec  les  mêmes  lettres  est  n  «—  a  foi 
transitif. 

On  voit  ^ussi  qu'un  système  de  substitutions  conju* 
guées  formées  avec  n  lettres  est  transitif,  quand  il  ren* 
ferme  une  substitution  circulaire  d'ordre  n  ;  mais  cette 
condition  n'est  pas  nécessaire.  En  général,  un  système 
conjugué  de  substitutions  de  n  lettres  est  m  fois  transi- 
tif, quand  il  renferme  m  substitutions  circulaires  des 
ordres  respectifs  n^  n  —  i,...,  n  —  m4-i.  Par  exemple, 
le  système  d'indice  6,  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
n^  440  et  qui  est  composé  de  i  io  substitutions  conju- 
guées de  six  lettres,  est  trois  fois  transitif,  car  il  admet 
trois  substitutions  circulaires  des  ordres  respectifs  6,  5,  4- 

442.  Théorème  I.  —  L'ordre  d'un  système  m  fois 
transitifs  de  substitutions  conjuguées  de  n  lettres^  est  un 
multiple  de  n[n — i)...(n  —  ^-f-i),*  en  d'autres  termes^ 
r indice  du  système  est  un  diviseur  du  produit 

1 .2.3. .  .(/i  —  m). 

En  effet,  soient  Ao,  Ai,  A2,...  les  n[n — i)..,{/i — m-hi' 
arrangements  m  k  m  que  l'on  peut  former  avec  les  n 
lettres  données,  et 

celles  des  substitutions  du  système  proposé  6  qui  rem- 
placent les  lettres  de  l'arrangement  A/  par  celles  qu 
occupent  respectivement  les  mêmes  rangs  dans  A,-.  Dési- 
gnons, en  outre,  par  T  l'une  des  substitutions  de  G  qu. 
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remplacent  les  lettres  de  A,-  par  celles  de  A^^,  il  est  clair 
que  les  p  substitutions 

TSoj  TS|,  TSay  •  •  •  >  TSp.„j 

remplaceront  les  lettres  de  A,-  par  celles  de  A|.  Le  nombre 
des  substitutions  qui  remplacent  A/  par  Ait  ^^  P^tit  donc 
être  moindre  que  le  nombre  de  celles  qui  remplacent  A; 
par  A;,  et  réciproquement  ce  dernier  nombre  ne  peut 
être  inférieur  au  premier* 

U  résulte  de  là  qu'il  y  a,  dans  le  système  proposé,  un 
même  nombre  p  de  substitutions  qui  remplacent  l'arran- 
gement donné  A/  par  chacun  des  arrangements  A^,  Ai, 
-^s,....  Si  donc  on  appelle  fi  Tordre  du  système  G,  on 
a-iara 

^t  l'indice  du  système  sera 

N  I.2.3.../Z i.2.3...(/î  —  /w) 

^^^t  indice  est  en  conséquence  un  diviseur  du  produit 

^  .2.3. . .  (/}  —  m),  et  l'on  voit  en  outre  qu'il  est  égal  à 

"■-^  indice  du  système  conjugué  formé  par  les  p  substitutions 

ni  remplacent  l'un  des  arrangements  A,  par  lui-même. 

^e  là  résulte  la  proposition  suivante  ; 

Corollaire.  —  Si  un  système  G  de  substitutions  con^ 

ziguées  est  m  fois  transitifs  celles  des  substitutions  de  G 

ui  laissent  immobiles  m  lettres  choisies  à  volonté  for-^ 

^Tient  un  système  conjugué  G'  dont  l'indice  est  égal  à 

iHndice  de  G. 

443.  Théorème  IL  —  Un  système  de  substitutions, 
conjuguées  dont  V indice  est  supérieur  à  2  ne  peut  élr^ 
ni  fois  transitif  s^il  renferme  une  substitution  qui  ne  dé- 
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place  que-  i  lettres ^  le  nombre  i  étant  supposé  égal  ou 
inférieur  à  m. 

En  effet,  supposons  que  le  système  proposé  G  renferm^^ 

une  substitution  S  qui  ne  déplace  que  i  lettres;  le  nom 

\ïVG  m  étant  au  moins  égal  à  £,  ^t  le  système  G  étant  m  foi  ^^ 
transitif,  ce  système  renferme  une  substitution  T  qi^^i 
remplace  les  i  lettres  contenues  dans  S  par  i  lettres  ichoL  ^ — 
sies  arbitrairement;  par  conséquent,  il  renferme  aus^^J^ 
la  substitution  TST~*  qui  est  une  substitution  que^^i^ 
conque  semblable  à  S. 

La  substitution  S  étant  décomposée  en  cycles,   s(^St 

et  formons  la  substitution  semblable 


S'  =  C  C"'  C"' . . . , 


le  produit 

s's  =  ce 

appartiendra  au  système  G.  Si  l'ordre  (x  du  cycle  C  est 
supérieur  à  2  et  que  Ton  ait 

nous  ferons 

et  nous  aurons 

Le  cas  de  fx  =  3  est  compris  dans  ce  qui  précède,  on  ^ 
alors  C'=  C  ;  mais  si  |x  =  2,  et  que  Ton  ait 

C=  (tfo>    ûi)> 

comme  il  y  a  au  moins  une  lettre  a^  non  contenue  dans  ^  «^ 

•  •  • 

nous  ferons 


• 
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et  nous  aurons  encore 

^insi,  dans  tous  les  cas,  G  renferme  une  subslitution 
oirculaire  du  troisième  ordre  ;  donc,  si  m  est  égal  ou  supé* 
rieur  à  3,  G  renferme  toutes  les  substitutions  circulaires 
de  troisième  ordre,  et  en  conséquence  son  indice  est  égal 
à    I  ou  :%  (n*^  418). 

Le  cas  de  m  =  i  échappe  à  cette  analyse;  mais,  dans 
ce  cas,  le  système  G  contient,  par  hypothèse,  une  des 
tr'anspositions  formées  avec  les  lettres  données^  donc  il 
les  renferme  toutes  et  son  indice  est  égal  à  i . 

Corollaire.  —  Un  système  de  substitutions  conjuguées 
doublement  transitif,  dont  l'indice  est  supérieur  à  2^  ne 
r^Gwiferme  aucune  transposition  ;  pareillement ,  un  système 
tw^iplement  transitif,  dont  V indice  est  supérieur  à  1^  ne 
^^wiferme  aucune  transposition  et  aucune  substitution 
^^^culaire  de  trois  lettres. 

444,  Théorème  m.  —  Si  V  indice  d^un  système  m  fois 
^^"^iinsitif  de  substitutions  conjuguées  formées  auec  n 
^^^tres  est  supérieur  à  2,  cet  indice  est  un  rriultiple  du 
F^^^oduit  i.2.i, ,  .m. 

En  effet,  soient 

Ao,  A|,   Aj,  •  •  •  9  Aj^ 


M  = I .2.3. . . m 

{Permutations  formées  avec  m  des  lettres  données  choisies 
^i:*l)itraîrement,  et 

'^esM  substitutions  de  ces  mêmes  lettres.  Soient  aussi 

I,   Si,    Sa,  .  .  .,   S^ I 

belles  des  substitutions  du  système  proposé  G  qui  ne  dé-* 
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placent  pas  les  m  lettres  que  nous  venons  de  choisir,  et 
qui,  en  conséquence,  remplacent  Ta rrangement  Aq  par 
lui-même.  H  y  a,  dans  le  système  G,  comme  on  Ta  vu. 
dans  la  démonstration  du  théorème  I  (n^  442),  p  suhsti-^ 
tutions  susceptibles  de  remplacer  les  m  lettres  de  Ao  pai 
celles  qui  occupent  les  mêmes  rangs  dans  A,*,  mais,  pou 
exécuter  une  telle  substitution,  il  suffit  évidemment  d^^ 
faire  d'abord  une  substitution  du  système  T  qui  amener:^ ^ 
les  m  lettres  de  A,-  aux  places  voulues,  après  quoi  il  reste^:^^ 
seulement  à  exécuter  une  substitution  S'  de  »  —  m  le  %:^ 
très.  D'ailleurs,  les  deux  substitutions  que  nous 
ployons  sont  échangeables .  entre  elles  puisqu'elles  n'o 
pas  de  lettres  communes,  et  les  pM  substitutions  d: 
tinctes  du  système  G  qui  sont  susceptibles  de  rempli 
Tun  des  arrangements  A  par  un  autre  arrangement  forcEie 
des  mêmes  lettres  peuvent  être  représentées  par 


I, 

s., 

S2,  .   .   .,                  Sp— 1  > 

T.S1'>, 

T.S|'\ 

2                     p—i 

T,  S^", 

« 

T,s;'', 

I20,    »  '  •  •»     la  &           > 

T»-tS<"- 

•      # 

-1). 

y 

T„_,  S<"- 

•      •      •      • 

-1) 

•.••.•..•..■..•••.•.9 

OÙ  S?'^  désigne  généralement  des  substitutions  qui  ne  dé- — 

pendent  pas  des  m  lettres  contenues  dans  les  arrange 

ments  A.  Le  produit  de  deux  quelconques  de  ces  substi- 
tutions appartient  au  système  G  5  d'ailleurs  il  est  delî 
forme  T,  S',  S'  étant  indépendant  des  m  lettres  contenues 
dans  A;  donc  il  fait  nécessairement  partie  du  tableai 
précédent;  il  en  résulte  que  les  Mp  substitutions  decc 
tableau  forment  un  système  conjugué.  On  voit  en  outre 
que  les  substitutions  S,  qui   figurent  comme  facteur^     ' 
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dans  deux  substitutions  de  ce  système^  ne  peuvent  être 
égales  entre  elles;  en  effet,  il  est  évident  que  siy  =  «'j  on 
ne  peut  trouver  dans  notre  tableau  les  deux  substitutions 
T,-  S  et  T,-  S,  et  la  même  chose  a  lieu  si  j  est  différent  de  /, 

car  autrement  on  trouverait  aussi  (T,-  S)  (T,  S)""*  ou  Ty  T"*, 

ce  qui  est  impossible  d'après  le  théorème  II  (n°  443), 
puisque  cette  substitution  ne  déplace  que  m  lettres  au 
plus.  En  conséquence,  les  Mp  facteurs  S  du  précédent 
tableau,  savoir  : 

ij         Si,         S2, . . . ,      S^ — J , 

c(«)        c(0         q(0  qO) 

0      '  I      '  2      '  '  p  __  i  ' 

■       q(2)  q(2)  q(2)  q(0 

O.      9  i^.      9  O,     9  •  •  •  9       O  9 

•  '  '  p — I 

' • 9 


«(M-1)      ^.(M-1)      «(M-1)  q(M-1) 


cox^stituent  un  système  de  Mp  substitutions  conjuguées 
loï^xuées  avec  n  —  m  lettres  ;  l'ordre  Mp  de  ce  système  est 
^^^ï^àc  un  diviseur  dn  produî t  i.2.3...{/ï  —  w),  et  l'on  a 

1 .2.3. .  ,(n  —  m)        .  ,  , 
=  A*(i  .2. .  ./w). 

^**,  par  le  théorème  I  (n°  442),  le  premier  membre  de 
^^t.te  égalité  est  précisément  l'indice  du  système  G;  cet 
^•^dice  est  donc  un  multiple  de  i .  2 . . .  m. 

Hemarquè.  —  Le  théorème  que  nous  venons  d'établir 
Comprend,  comme  cas  particulier,  la  proposition  que 
*^ous  avons  présentée  au  n°  436  à  litre  de  lemme.  On 
I^ut  effectivement  conclure  de  ce  qui  précède  le  corol- 
*^ire  suivant  : 

CoEOLLAiBE.  —  Si  uîi  Système  de  substitutions  conju- 
guées formées  avec  n  lettres  est  m  fois  transitifs  et  que 
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V  indice  fi  de  ce  système  soit  supérieur  à  2,  on  peut  for- 
mer un  système  de  substitutions  conjuguées  de  n  —  m 

lettres  dont  r indice  est 5- • 

445.  Théorème  IV.   —  Vn  système  de  substitutions 
conjuguées  de  n  lettres^  dont  r indice  est  supérieur  à  2 

ne  peut  être  plus  de  -fois  transitif  [*) . 

En  effet,  quand  l'indice  (jl  d'un  système  m  fois  transît^  — jf 
de  substitutions  formées  avec  n  lettres  est  supérieur  à  ' — ^^ 
cet  indice  est  en  même  temps  un  multiple  de  1.2... m  -^^i 
un  diviseur  de  i .  2  . 3 . . .  (/^  —  m).  On  ne  peut  donc  p^^s 
avoir 

rnj>n  —  m     ou     /w  ^  -  • 

On  peut  même  ajouter  que  :  Si  n  est  supérieur  à    ^^ 
il  n^ existe  point  de  système  de  substitutions  conjugu&es 
formées  auec  n  lettres  dont  V indice  soit  supérieur  à    2, 

et  qui  soit  -  fois  transitif. 

En  effet,  si  un  tel  système  existe,  désignons-le  par  G  et 
soit  T  l'une  de  ses  substitutions.  Supposons  que  la  sub- 
stitution T  remplace  les  -  lettres 


par 


«0,    fl,,    Oj,  . . .,   «„         5    «„ 

— 2      — I 
'1  a 


(*)  Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Emile  Mathieu  dans  un  Mé- 
moire qui  fait  partie  du  tome  V  du  Journal  de  Mathémaliques  pures  et 
appliquées  {^2.^  série)  j  M.  Mathieu  a  également  démontre  le  théorème  II 
dans  ce  Mémoirer 
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e  système  G  reaferme  une  substitution  U  qui  remplace 
es  -  dernières  lettres  par 


2 


«0,    rt,,    flTa,.  .     ,    flf^  j    b, 


2 

»  ^tant  une  lettre  différente  des  -  lettres  a  dont  est  forn^é 

2 

e  premier  arrangement  5  la  substitution  UT  =  S  ne  se 
éduit  pas  à  Tunité  et  elle  ne  déplace  pas  les  lettres 

^«15  ^iî'-'î  ^„       5  donc  le  système  G  renferme  une  sub- 

—  2 
a 

•titution  qui  ne  déplace  que  — H  i  lettres. 

Décomposons  cette  substitution  S  en  cycles,  et  soit 

sî  T  désigne  une  substitution  quelconque  de  G,  TST~*=S' 
sera  une  substitution  de  G  semblable  à  S*,  posons 

Comme  S  et  S'  ne  renferment  que  — f- 1  lettres,  on  peut 
choisir  T  de  manière  que  l'on  ait 

c;  r=c7',  c;=:C7',...; 

on  aura  alors 

ss'  =  ce. 

^  substitution  SS'  appartient  à  G,  et  Ton  peut  même 
choisir  à  volonté  les  lettres  de  C  à  l'exception  d'une 
Wule,  Supposons  que  Ton  ait 

^  «  =2,  G  se  réduit  à  {^o,  ai),  C'  sera  de  la  forme  (Jo?  ^i) 
^   choisissant  l'une  des  lettres  ioj  *i  parmi  celles  qui 
U.  21 
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ne  figurent  pas  dans  S;  la  substitution  SS'  ne  déplaçant 
au  plus  que  quatre  lettres,  on  a  nécessairement  (n**  443) 

~  5  3     ou    n  5  6. 

Si  i  est  ^  2,  on  peut  faire 

on  n'est  pas  libre  du  choix  de  £  ^  si  cette  lettre  difiC^re 
de  «1,  le  produit  SS'  ou  CC  est  (a^,,  i)  (a^,  a,),  et  l'cMi 
conclut,  comme  précédemment,  que  n  est  au  plus  égal 
à  6.  Si  la  lettre  b  n'est  autre  que  ^i,  on  a 

SS'  =  (<7o,    «2,     ^1)9 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas  de  71  ==  4  ^^ 
l'indice  du  système  deux  fois  transitif  est  2. 

Des  expressions  susceptibles   de  représenter  Vindice  . 

d'un  système  intransitif. 

446.  Soient  G  un  système  in  transitif  de  substitutions 
conjuguées  de  n  lettres,  et 

les  a  lettres  que  «i  peut  remplacer  par  les  substitutions 
de  G.  Si  ai  et  a^  désignent  deux  quelconques  de  ces  lettres, 
le  système  G  renfermera  deux  substitutions  telles  que 

fl, .  .  . \  / aj .  .  .\ 

<r/, .  .  .  J  \ai .  .  .  / 

or  le  produit  de  la  deuxième  substitution  par  FinTenie 
de  la  première  a  pour  eflfet  de  remplacer  la  lettre  a^  par 
a,,  donc  les  substitutions  de  G  peuvent  transporter  l'une 
quelconque  des  lettres  a  à  la  place  d'une  autre  lettre  quel- 
conque du  même  groupe.  Réciproquement,  toute  letir* 
susceptible  de  remplacer  une  lettre  a^  par  les  substi' 


SECTION    IV.  CDAPITRE    III.  3a3 

ations  de  G  appartient  au  même  groupe.  Car  si  la 
ettre  a  peut  remplacer  a,-,  par  une  substitution  de  G, 
;elte  substitution  combinée  avec  l'une  des  précédentes 
permettra  de  remplacer  a  par  a^  et,  conséquemment,  la 
letlre  a  fait  partie  du  groupe  considéré.^ 

Soit  il  l'une  des  lettres  données  non  comprises  dans  le 
groupe  précédent;  le  raisonnement  que  nous  venons  de 
faire  prouve  que  b^  fait  partie  d'un  deuxième  groupe  de 
lettres 

qm  ne  peuvent  que  s'échanger  entre  elles  par  les  substi- 
tutions de  G,  et  en  continuant  ainsi  on  voit  que  les 
«lettres  données  peuvent  être  partagées  en  divers  groupes 

Oxj      6^2,  ...  ,       Og  , 
^l  j       ^2  î   •  •    •  î       C .  ? 


de  telle  manière  que  les  substitutions  de  G  ne  puissent 

qu'échanger  entre  elles  les  lettres  de  chaque  groupe.  En 

d^autres  termes,  chaque  substitution  S  de  G  sera  de  la 

forme 

S  =  A .  B. C  . . , 

A,  B,  C,  • .  .  étant  des  substitutions  qui  ne  déplacent  res- 
respectivement  que  des  lettres  a,  des  lettres  i,  des 
lettres  c,  etc. 

Il  est  évident  que  les  substitutions  A  forment  un  sys- 
tème transitif  relatif  à  a  lettres,  et  de  même  les  substitu- 
ions B ,  C , . . .  forment  des  systèmes  transitifs  relatifs 
*  ^  lettres,  à  y  lettres,  etc.  Désignons  par  X  l'indice  du 
'jsteme  conjugué  formé  des  substitutions  A,  et  par  ^  l'in- 
'^  du  système  G. 

**  f^eut  arriver  que  les  substitutions  A  soient  en  même 

ai. 
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nombre  que  les  substitutions  de  G,  et,  dans  ce  cas,  on 
aura 

I  .2.3.  .  .  /z         I  .2.  .  .a 

Cl  o/lo 

d'où 

(l)  I.2.3...«^ 

^  '  I  .2.3. . .a 

Mais  si  l'ordre  /x  du  système  A  est  inférieur  à  l'ordre  v 
de  G,  il  y  aura  nécessairement  dans  ce  dernier  système  des 
substitutions  telles  que  AT,  AT'  composées  d'une  même 
substitution  A  et  de  deux  substitutions  T,  T'  indépen- 
dantes des  lettres  a  • . .  •  Le  produit  de  l'une  de  ces  sub-r 
stilutions  par  l'inverse  de  l'autre  ne  déplace  pas  les 
lettres  a  et,  en  conséquence,  le  système  G  renferme  un 
certain  nombre  p  de  substitutions 

l  y     Ti  ,      1  2  j  .  .  .  ,     ^p—  I 

qui  ne  dépendent  pas  des  lettres  a  et  qui  forment  un  sys- 
tème conjugué  que  nous  désignerons  par  G'.  Maintenanty 
soit  Al  T'  l'une  des  substitutions  de  G  qui  renferment  le 
facteur  Ai,  ce  système  contiendra  les  p  substitutions 

A|l)   Ajl    il,    AiT  1.2^ ...  ^    A|l  T j  y 

maiâ^.il  ne  contiendra  aucune  autre  substitution  renfer- 
mant ;  le  facteur  Ai  5  car  une  telle  substitution  peut  se 
mettre  sous  la  forme  AiT'0,  et  si  elle  figurait  dans  G> 
0  y  figurerait  aussi.  Comme  Ai  désigne  l'une  quelconque 
des  [L  —  I  substitutions  du  système  A?  distinctes  de  l'unité, 
on  voit  que  G  contient  fxp  substitutions;  ainsi  l'on  * 
V  =  fzp,  ou,  en  désignant  par  ^'  l'ordre  du  système  G', 

1.2.3. ../z 1.2.3. ..a        1.2.3. ..(/{  —  a) 
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ce  qui  donne 

Si  Ton  suppose  que  le  système  G'  se  réduise  à  la  seule 
substitution  égale  à  i ,  on  aura 

Ç'  =  1 .2.3.  .  .(/i  —  a), 

en  sorte  que  l'on  peut  regarder  la  formule  (i)  comme 
ooinprise  dans  la  formule  (2). 

On  peut  raisonner  sur  le  système  G'  comme  nous 
Tarons  fait  sur  le  système  G,  et  l'on  aura  en  conséquence 

f i.2.3...(/2  —  a)  , 

^  ^  (i.2.3...6)[i.2...(/2  — a— 6)]^*"^  ' 

'^  étant  l'indice  d'un  système  transitif  relatif  à  S  lettres, 
€l  ^"  Tindice  d'un  système  relatif  à  n  —  a  —  S  lettres. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre 
dans  la  série  G,  G',  G'', ...  un  système  conjugué  qui  ne 
soit  plus  intransilif  et  qui  se  rapportera  alors  au  dernier 
des  groupes  de  lettres  données  5  les  formules  précédentes 
donneront 

(3)  g  HT  Dîi.X'iibe . . . , 

en  posant 

f^B  I»2«0.     •     »  fi 

(i.2.3...a)(i.2.3...6)(i.2«3...7)... 

/i  =  a-4-6-4-7-+-.... 

La  formule  (3),  qui  a  été  indiquée  par  Cauchy,  nous 
**t  connaître  l'expression  des  nombres  susceptibles  de 
'^x^senter  les  indices  des  systèmes  intransitifs. 
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447.  Il  faut  remarquer  que  la  formule  (a)  peut  s'écri 

et  comme  a  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  i ,  a,. . .,  (ti  «>^ 
le  premier  facteur  de  cette  expression  de  Ç  est  l'un 

nombres 

n        n[n  —  i) 

—  >      »•••? 

I  I  .2 

dont  le  minimum  est  n.  D'ailleurs  X  et  ^'  sont  des«i 
tiers,  donc  ^  est  au  moins^égal  à  n.  On  voit  même<]a 
pour  avoir  g*  :;=  w,  il  faut  que  l'on  ait 

a:=rIOU      =/l — I,       Jlo  =  I,       Q'^zrl, 

et  alors  le  système  proposé  G  est  évidemment  compo 
des  1 . 2 . 3 .  ^ .  (tz  —  i)  substitutions  de'/i  —  i  lettres. 

La  formule  précédente  montre  encore  que  si  Ç  est  si 
pérîeur  à  w,  cet  indice  est  au  moins  égal  à  la  plus  peii 
des  valeurs 

72(72  — l) 


277, 


Sur  la  limite  des  indices  supérieurs  à  2,   dans  le  i 

des  systèmes  transitas. 

448.  Nous  présenterons  ici  avec  quelques  modificatî( 
la  démonstration  que  Cauchy  a  donnée  du  théorème 
M.  Bertrand,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  XXI  < 
Comptes  rendus  de  P  Académie  des  Sciences, 

D'après  ce  qui  précède,  Tindice  d'un  système  intran 
tif  ne  peut  être  inférieur  au  nombre  des  lettres  ;  doi 
pour  établir  le  théorème  que  nous  avons  en  vue,  il  su 
de  considérer  les  systèmes  transitifs. 

Je  dis  que  l'indice  d'un  système   transitif  G  reb 
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à  n  lettres  ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et 
inférieur  à  w,  à  moins  que  n  ne  soit  égal  à  4»  Pour  cela 
nous  distinguerons  trois  cas. 

T^  Le  système  G  est  simplement  transitif*  —  Dans  ce 
cas  le  système  G',  qui  comprend  celles  des  substitutions 
de  G  qui  ne  déplacent  que  n  —  i  lettres,  est  intransitif  et 
son  indicée  est  égal  ou  supérieur  h  n  —  i .  Cet  indice  est 
aussi  celui  de  G,  et  je  dis  qu'il  ne  peut  pas  être  égal  à 

»■ 1  si  n  est  >4«  En  effet,  si  G  et  G'  avaient  n  —  i 

poiir  indice,  le  système  G'  [nP  447)  serait  formé  par  les 
substitutions  de  n — 2  lettres,  et  ces  substitutions  feraient 
pai*tie  de  G;  or  le  système  G  ne  peut  pas  contenir  toutes 
les  substitutions  de  n  —  i  lettres,  car  autrement  il  ne 
sersiîi  pas  transitif,  ou  il  serait  composé  de  toutes  les 
substitutions  des  n  lettres,  et  alors  son  indice  serait  égal 
a  X  •  Cela  étant,  si  w  est  >  4?  ^^  ^^  peut  pas  admettre  que 
le  système  G,  d'indice  n  —  1,  renferme  toutes  les  substi- 
totions  de  n — 2  lettres  5  car  si  cela  avait  lieu,  l'indice 

^^     ce  système  serait  égal  à  l'un  des  nombres  ^5 

^  (^  —  i)  (n*^  429,  Corollaire)^  ce  qui  implique  contra- 
vention. Donc,  si  n  est  >  4?  l'indice  de  G'  ou  de  G  est 
**^    moins  égal  (n^  447)  au  plus  petit  des  deux  nombres 

-*   V  ^  —  ï)î  ^ '  "ï*  suite  cet  indice  est  supe- 

^^^ur  k  n, 

3°  Le  système  G  est  deux  fois  transitif.  —  Alors  le 
*^^tème  G'  est  simplement  transitif,  et  si  l'on  a  /i  — 1^4? 
Xndice  de  ce  système,  qui  est  aussi  celui  de  G,  sera  au 
'^ins  égal  au  plus  petit  des  deux  nombres 

2(/2  —  2)=:n  -h  («  —  4), 

(;i_2)(«  — 3)  (n  —  i){n  —  6) 

:=  n  -{-  j 

2  2 

'^squels  ne  sont  pas  inférieurs  à  71,  quand  n  est  supérieur 
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à  5.  Nous  nous  référons  pour  le  cas  de  «  =  5  au  théo- 
rème du  n*'  433. 

3°  Le  système  G  est  au  moins  trois  fois  transitif*  — 
Soient  ao ,  ai , . . . ,  a„_i  les  lettres  données  et 

I,    Si,    Sa,  ...  ,    ^//.— I 

les  substitutions  de  Q.  Désignons  aussi  par  T/  la  trans- 
position (aoa,).  Si  l'on  multiplie  à  droite,  pour  fixer  les 
idées,  par 

•■■Oj      *!»•••»      ■■■« — I 

les  substitutions  de  G,  on  obtiendra  »|x  produits  qui 
seront  distincts,  si  l'indice  de  G  est  supérieur  à  2 ,  car  si 
Ton  avait 

on  en  conclurait 

Tr*Ty  =  S*S^\ 

et  par  conséquent  la  substitution  T7  T,-  ferait  partie  de  G. 
Or  ce  produit  est  une  substitution  circulaire  de  trois 
lettres,  à  moins  que  l'un  de  ses  facteurs  ne  soit  égal  à  i,  et 
dans  ce  cas  elle  se  réduit  à  une  transposition.  D'ailleurs, 
dans  notre  hypothèse,  le  système  G  ne  peut  renfermer 
une  telle  substitution  (n°  443,  Corollaire)^  donc  les 
hjx  produits  que  nous  avons  formés  sont  distincts,  ce  qui 
exige  que  njx  ne  soit  pas  supérieur  à  1.2. .  .^i,  c'est-»- 
dire  que  l'indice  de  G  soit  au  moins  égal  à  n» 
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CHAPITRE  IV. 

JR  QUELQUES  CAS  PARTICULIERS  DE  LA  THÉORIE 

DES  SUBSTITUTIONS. 


ûx  -4—  b 
Sur  les  fonctions  linéaires  de  la  forme  —, 77  • 

449.  Les  développements  que  je  me  propose  de  pré- 
fnier  ici  nous  conduiront  à  des  conséquences  intéres- 
mtes  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  substitutions,  et 
s  trouveront  en  outre  plus  loin  leur  application  dans  la 
léorie  des  équations. 

Soit  posé 

ax  -\-  b 

Qx  =z  — —1 

a'  x-^  b' 

&,  a',  b'  étant  des  quantités  quelconques  données; 
sons  aussi 

est  très -aisé  d'avoir   l'expression  générale   de  B'^x, 
^X  en  effet 


û    j:  -4- 

m  m 


pourra  écrire,  d'après  la  loi  de  formation  des  fonc- 
^ïisô'j:,  e'x,  etc., 

a    =a'am-.i-i-b^a     ,, 
b„^  =  ab„,^i-\-  ^^'„_,, 


b\^  =  a'b^.,-^b'b\^    , 

\       m  m——  I 


Pour  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  a^,  a^,  &m^  ^m 
L  fonction  des  quantités  connues  a,  a^,  &,  b',  désignons 
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par  z  une  quantité  telle,  que  Ton  ait 

I         £14-  a  z 

les  équations  (3)  donneront 

fl„  4-  d^z  =  (û  -h  a'z)  {a^^,  -\-  a\^_^z), 
b„,^b\^z=  [a-\-a'z)[h^_,^V^^_zy, 
d'où  Ton  tire 

En  outre,  Téquation  (4)i  qui  est  du  deuxième  degré,  a 
deux  racines,  et  si  l'on  désigne  ces  racines  par  z  et  z\ 
on  aura  encore 

g  (  a^^d^z'  =  [a^a'z'Y, 

^  \  h„,-^V^z'  =  7!  {a^dz^Y. 

Les  équations  (5)  et  (6)  déterminent  les  valeurs  de  a«, 

<i,n?    K^   *m- 

En  faisant,  pour  abréger, 

(7)  ^t=isl[a  -^  b'Y-  ^[ab'  —  bd), 
et 

(8)  I        __(a-^b'-{-  itY  —  {a  -^b'  —  2/) 

on  trouve  aisément 

^«  — ^^, ' 

' -./Q" 

^«  ^=^  ^  —  9 

2" 


> 


,    ...0  .- 
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équations  dont  on  déduit 


/  ""-  *'» 

a       b' 

1               / 

1     "" 

«'      ' 

(10)                        {   b„         b 

m 

l  ""bl-b^ 

a^      [aV^ba'Y^ 

en  sorte  que,  si  Ton  a 

ab'  - 

-ba!=L±i, 

on  aura  aussi 

a„,b'  - 

'b^a'^^±i. 

450.  On  connaît  donc  les  coefficients  de  la  fonction 
tTx  en  fonction  des  quantités  connues  a,  b^  d^  V .  A  la 
tëritë,  notre  analyse  semble  en  défaut  si  t  est  nulle,  car 
dans  ce  cas,  les  racines  ^  et  z^  étant  égales,  les  équa- 
tions (6)  ne  diffèrent  pas  des  équations  (5)*,  mais, 
comme  les  équations  (8)  ©1(9)  ont  lieu  quelque  petite 
que  soit  f ,  il  en  résulte  qu'elles  subsistent  pour  Z  =  o  : 
on  a,  dans  ce  cas, 

P„=:2(«H-y)«, 

et,  par  suite, 

__  («H-  b'Y-^-  m  {a—  b')  (a  -f-  ^')'"-' 


2*" 


a.  — 


»') 


m  <>«n— I 


,          mb(a-hb')'^' 
bm  =  z-r, "' 


t. ,     » 


.,         (a  -+-  b'Y—  m(a—  b')(a-h  b' )'»-• 


"t  tytn 


1  ■  .  ■  ■  J  '  .  -  .       '  ;'» 


«i  les  qtiaatUés  a,  b,  d,  b'  doivent  vérifier  l'éqaation 

>2)  {a  +  b'Y  =  ^(ab'—ba'), 


(' 
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et  l'on  peut  écrire  la  valeur  de  6"*x  comme  il  suit  : 

a  —  b'  -{ \x  -\~  7,b 

^X  rzz • 

ia  X —  (a  —  b' ) 

\  ^     J 

Ou  voit  que  si  Ton  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  m, 
OnX  converge  vers  la  quantité 

{a  —  b^)x-hfib 
la!  X  — (a  —  b') 

,          ,,           ,                             a  —  b'     — 26' 
qui  a  pour  valeur  1  une  des  constantes  ;-)  -1 

lesquelles  sont  égales  entre  elles  en  vertu  de  la  rela- 
tion (12). 

451.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  Ton  ait  identique- 
ment 

(i3)  B^x  =  x, 

c'est-à-dire 

(ï4)  ^/^^^'z*'     %=o,     b^  =  o. 

On  voit  immédiatement  qu'on  doit  exclure  le  cas  parti- 
culier où  l'on  aurait 

(a  ^b'Y  —  /^{ab'^ba'), 

car  les  équations  (11)  montrent  que,  pour  satisfaire  aux 
équations  (14)9  il  faudrait  que  Ton  eut 

a  -h  b^  =  0^ 
par  suite, 

ab*  —  ^fl'z=  o, 

et  alors  la  fonction  Ox  ne  dépendrait  pas  de  x.  Cela  étant, 
on  voit  par  les  équations  (9)  que,  pour  satisfaire  aux 
équations  (14)9  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Ton  ait 
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ou 

On  tire  de  là 


a 


-\~b'  -{-it=^ia  -^  b'  —  2f)(co5 — ^  -h  v'— isin 


et 

ei3.  désignant  par  X  un  nombre  entier  qu'on  doit  supposer 
pi:*emier  avec  jx  pour  qu'il  faille  effectivement  exécuter 
f*-  fois  sur  X  l'opération  désignée  par  6  avant  de  repro- 
dvtire  X. 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  a  it  avec  celle  qu'on 
txre  de  l'équation  (7),  donne 

(16)  (û-|-^')»_4(«^'_é>«')cos^^— o; 

Ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

1>         • 
on  ait 

Si  l'on  suppose  que  les  quantités  a,  i,  a',  V  soient 
î^éelles,  l'équation  (16)  montre  que  la  quantité  aV —  ba' 
doit  être  positive,  le  cas  de  fji=  1  étant  excepté.  Et  comme 
On  peut,  sans  changer  la  fonction  ôar,  multiplier  les  con- 
stantes a,  i,  a',  V  par  un  facteur  quelconque,  on  voit  que, 
Sans  altérer  la  généralité  de  la  solution,  on  peut  supposer 

(17)  ab'  —  ba^  =  i; 
alors  l'équation  (16)  donne 

(18)  «4-  ^'  =  2008 

Nous  ne  mettons  pas  le  signe  zt  devant  le  second  membre, 
parce  qu'on  peut,  si  on  le  juge  à  propos,  changer  les 
signes  des  quatre  quantités  a,  b^a',  V , 
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Des  équations  (17)  et  (18)  on  tire 


(19) 


0  :=  —  [a  —  2  ces  —     5 

à^  —  ia  CCS h  I 


a 


et  la  fonction  Bx  s.  pour  valeur 


Xtt 


ax 


a}  —  7.  a  cos h  I 


(20) 


0^ 


/  X7r\ 

û  ^r —  [a  —  2  cos  —  ) 


Les  quantités  ^i  et  a'  demeurent  indéterminées-,  qua 
à  \  c'est  un  nombre  entier  quelconque  premier  avec 
Si  l'on  continue  de  poser 


©"o: 


'  il.'' 


m 


on  trouvera  aisément 


Qm  = 


.     /«>7r  .     (m  —  l)>7r 

«  sm sm  -^^ 


(21) 


sm 


«    r=  fl   :; —  9 

'"  .     >.7r 

sm  — 


sm  — 


^.=r- 


'»n 


a- — 2^2  cos hi  sin 

P P_ 

a'  .    Xtt 

sm  — 


sm  -^ a  sm 


*'„= 


sm  — 


SBCTIOn    lY.   CBÀPITRB   IT.  335 

équations  (19)  et  (21)  on  tire 


(    ^m=—   (««  — 


2  ces ]  ? 


a^n—  afl'^cos^^^^  -f-i 


^«=:- 


m—  , 


an  sm h  sin — 

a  =  ;^ » 

.      /WATT 

sin 


sm  — 
«'-«: ^ 


sin 

I  f* 

\                    ,                      m\it  .    Xir 

û^ — 2«,„cos hi     sin  — 

£  _       (^ fL. 

sm 

V- 

.    {/w-|-l)>jr  .    W 

sm  ^ a^  sm  — 

b'=    •    ^ ^. 

sm 

formules  permettent  de  résoudre  la  question  sui- 


a  X  "A-  h 
mt  donnée  une  fonction  linéaire  -7 rr'*  tromper 

ox  '  I    b 

onction  linéaire  9x=  —, 77  telle ^  que  Von  ait 

€1  X     I     O 

quement 

araX-A-  h 

a'x-\-  b'„ 


e^xnr":"    •    '":     et     ^^xz=x. 


m        '     ^  tn 


Toit  que  le  problème  n'est  possible  que  si  les  quan- 
lonnées  a^^  &,„,  a^?  &m  satisfont  aux  équations  (22). 
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Des  fonctions  rationnelles  linéaires  prises  suivant  un 

module  premier, 

452.  Nous  allons  considérer  ici,  à  un  point  de  Yue 
particulier,  les  fonctions  rationnelles  linéaires  de  la 
forme 

(0  ®2=   "7 T/' 

^  ^  a'  z-^  b' 

dans  lesquelles  z  est  une  variable  indépendante.  Nous 
supposerons  que  les  constantes  a,  by  a\  h'  soient  des 
nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs,  et  nous  con- 
viendrons, en  outre,  de  prendre  les  résultats  suivant  un 
module  premier  impair  p  ;  en  d'autres  termes  nous  re- 
garderons comme  équivalents  les  entiers  qui  sont  con- 
grus relativement  au  module.  Les  développements  qui 
vont  suivre  conduisent  à  de  conséquences  intéressantes 
pour  la  théorie  des  nombres  et  qui  sont  surtout  utiles 
dans  la  théorie  des  substitutions  ^  je  les  ai  présentés,  pour 
la  première  fois,  dans  un  article  inséré  au  tome  XLVIII 
des  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences. 

Comme  nous  faisons  abstraction  du  cas  où  ôz  se  réduit 
à  une  constante,  la  différence  ab' —  ba'  ne  sera  jamais 
congrue  à  zéro  suivant  le  module/?^  cette  différence  sera 
dite  le  déterminant  de  la  fonction  linéaire  Oz.  On  peut 
sans  changer  cette  fonction  multiplier  les  quatre  con- 
stantes a,  è,  a\  i'par  un  même  nombre  k]  le  détermi- 
nant se  trouve  alors  multiplié  par  /c',  et  il  sera,  après 
comme  avant  la  multiplication,  résidu  quadratique  ou 
non-résidu  quadratique  de  p.  D'après  cela,  nos  fonctions 
linéaires  peuvent  être  classées  en  deux  genres  ;  le  pre- 
mier genre  comprendra  les  fonctions  dont  le  détermi- 
nant est  résidu  quadratique,  tandis  que  celles  dont  le 
déterminant  est  non-résidu  constitueront  le  deuxième 
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genre.  Mais  on  voit  que  Ton  pourra  toujours  faire  en 
sorte  que,  dans  le  premier  genre,  le  déterminant  soit  un 
jccsidu  quadratique  quelconque  donné,  i  par  exemple,  et 
pareillement  que,  dans  le  deuxième  genre,  le  déterminant 
soit  un  non-résidu  quelconque  donné. 

L^expression  générale  de  0^  comprend  des  fonctions 
entières  et  des  fonctions  fractionnaires;  les  premières 
peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

et  les  dernières  à  la  forme 
(3)  /-_ 


^  désignant  dans  les  deux  cas  le  déterminant  de  la 
foTictîon. 

Dans  les  formules  (2)  et  (3),  le  déterminant  A  peut 
recevoir  les  p  —  i  valeurs 

I,  2 , . . . ,  p      I, 

P^rmi  lesquelles  il  y  a  autant  de  résidus  que  de  non -ré- 
sidus j  les  constantes  y  et  g  peuvent  rerevoir  les  mêmes 
Valeurs,  et,  en  outre,  la  valeur  zéro.  Il  s'ensuit  que  le 
nombre  des  fonctions  entières  est  p  [p  —  i)  en  compre- 
^^tkt  la  variable  z  elle-même,  et  que  celui  des  fonctions 
fractionnaires  est  p^  [p  —  i)\  par  conséquent,  le  nombre 
^tal  N  des  fonctions  linéaires  suivant  le  module  p  est 

(4>    .  ^  =  [p^i)p[p^i), 

^^   le  nombre  des  fonctions  du  premier  ou  du  deuxième 

S^^re  est  -  N. 
2 

453.  Soient  Qz  et  6iZ  deux  fonctions  rationnelles  li- 
néaires prises  suivant  le  module  p]  pour  abréger  le  dis- 
cours^  nous  nommerons  produit  de  la  fonction  linéaire 

n.  22 
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6i  z  par  02  le  résultat  dOiZ  que  l'on  obtient  en  exécatau^ 
d'abord  sur  la  variable  Zy  l'opération  désignée  par  9j  ^ 
puis  sur  le  résultat  9i  z,  l'opération  désignée  par  0  5  celt^ 
définition  s'étend  naturellement  au  cas  de  trois,  de  qtisi^^ 
tre,  etc.,  fonctions  linéaires.  Le  produit  de  m  fonctiot^^ 
linéaires  égales  à  0z,  c'est-à-dire  le  résultat  que  l'on  ol:^^ 
lient  en  exécutant  m  fois  sur  z  l'opération  0,  sera  1^ 
jj^ième  puissance  de  0z,  et  nous  la  représenterons  par  6^  ^ 

Le  produit  de  deux  fonctions  linéaires  a  pour  déter- 
minant le  produit  des  déterminants  des  facteurs.  Si, 
effet,  on  pose 

az  -h  t  ^  /i,5:  -f-  /;, 

a  z-h  à  a ^z-h  0^ 

on  aura 

__      {rrn^-}- ba\)z'{-(ab^'{- bb\)     _   As -4- B 

*^  ""  («'fl,  -f-  b'a\)z  -+.  {a'b,  -+-  b'b\)  "~  A!z  +  B'' 

et 

(AB'  —  BA')  =  [ab'  —  ba')  [a,  b\  —  b,a\). 

On  conclut  de  là  que  le  produit  de  tant  de  fonctions 
linéaires  que  l'on  voudra  est  une  fonction  linéaire  dont  le 
déterminant  est  égal  au  produit  des  déterminants  des 
facteurs.  D'où  il  suit  que  la  fonction  produit  appartiendra 
au  premier  ou  au  deuxième  genre,  suivant  que  le  nombre 
des  facteurs  du  deuxième  genre  sera  pair  ou  impair. 

Il  est  évident  que  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions 
linéaires  forme  un  groupe  tel,  que  le  produit  de  plusieurs 
fonctions  du  groupe  fait  aussi  partie  de  ce  groupe.  On- 
voit  par  ce  qui  précède  qu'il  en  est  de  même  de  l'ensembl 
des  seules  fonctions  linéaires  du  premier  genre,  mai 
non  pas  de  l'ensemble  des  seules  fonctions  -du  deuxièmi 
genre. 

.  464.  Considérons  la  série  indéfinie 
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brmée  par  la  variable  z  et  les  diverses  puissances  de  la 
onction  linéaire  ^z  pour  le  module  premier  j>.  Comme 
e  nombre  des  fonctions  linéaires  est  limité,  la  suite  pré- 
édente  ne  pourra  jamais  offrir  qu^un  nombre  fini  de 
aleurs  distinctes  suivant  le  module  /?,  et,  par  conséquent, 
tielques-uns  des  termes  de  cette  série  se  trouveront  né- 
^ssairement  reproduits  une  infinité  de  fois.  Supposons 
ne  l'on  ait  identiquement 

fin+flig^Qm^     OU     0'»G'"z^O'"z     (mod. /?), 

i  pourra  écrire  z  au  lieu  de  6"*  s,  et  l'on  aura  identî- 
texnent 

)  0"z^3     (mod. /?), 

^ù  Ton  conclut  aisément 

G  ""*"''z^Ô^2.  (mod.jo), 

^Is  que  soient  les  entiers  positifs  X  et  p.  On  peut  con- 
c^îr  d'étendre  cette  formule  à  toutes  les  valeurs  positives, 
lie  ou  négatives  de  p,  en  sorte  que  l'on  aura  en  parti- 
lier 

I  G'^z^z     (mod. /?), 


>  G-'z^G»-'z     (mod./?). 

n  désigne  le  plus  petit  nombre  tel,  que  la  con- 
^Xence  (6)  ait  lieu  identiquement,  la  série  (5)  ne  com- 
'^îndra  que  les  n  termes  distincts 

0  z,   Gz,   G^z,...,   G»-'z, 

cleux  quelconques  de  ces  termes  serpnt  effectivement 
^ocngrus  suivant  le  module  j>^  au  moins  tant  que  z 

22. 
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restera  indéterminé^  le  nombre  n  sera  dit  VordreAt 
fonction  linéaire  Qz  pour  le  module  p. 

,Si  e  est  un  nombre  premier  avec  n  et  inférieur  a 
la  fonction  B'z  sera,  comme  Qz^  de  l'ordre  /i;  car^i  ] 
suppose  les  termes  de  la  suite  (9)  rangés  en  cercli 
qu  on  les  compte  de  e  en  e'  à  partir  du  premier  r,  c' 
à-dire  en  suivant  Tordre 

il  est  clair  qu'on  ne  reviendra  au  point  de  départ  q 
près  lavoir  rencontré  les  n  termes.  Au  contraire,  si 
nombres  n  et  e  ont  un  plus  grand  commun  diviseï 
supérieur  à  1 ,  on  se  trouvera  ramené  au  point  de  dé 

après  avoir  rencontré  -  termes,   et  Tordre  de  la  f( 

tion  6'z  sera  égal  à  -• 

a 

La  fonction  O^^z  définie  par  la  congruence  (8) 

dite  Tinverse  de  0^^  on  peut  obtenir  immédiatemer 

valeur.  Car  si  Ton  remplace  z  par  0"^  z  dans  la 

giiience  (i),  il  vient 

..   .  nO-'z  -h  ù 

û'Ô-'z  -4-  b' 

d'où 

(10)  0-»3=:— ; j 

^     ^  a  Z  —  a 

en  sorte  que  les  fonctions  0z  et  Q"^  z  se  déduise 
de  l'autre  en  changeant  a  et  h'  en  —  i'  et  — a 

"  455,  Soit,  comme  précédemment, 

az  -\-  b 


Bz  —  —, 77t 

,     .  ,.a'z-^b' 

et  posons  en  outre 


6«.  f' 

2  =  -/ 


ft„,  z  -{-  b 


«mZ  H-  ^m 


/   1 
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si  l'on  fait,  pour  abréger,  comme  au  n®  449, 

{12)  2(  =:  v/(a  -^b'Y-^  ^[ab'  —  ba')y 

{a-^b'  -h  it)'^  —  (fl  -f-  ^'  —  7.tY 

on  aura  les  équations  déjà  considérées 

P«  +  («  — ^')Q«,       ,         ,Q« 
Zi;:ir, »     ^'n=''^-^^ 

(4)  < 


,      6.= 


"»  «»«-»- 1  ' 


et  qui  sont  comprises  dans  les  formules 

/_*'\  ^        ,      »  f  "m  ^n«  ^m  ^m 

(.5)      «»  +  *,„=-,     __^  =  _  = 

Désignons  par  A  le  déterminant  aV —  ba'  de  la  fonc- 
tion 0z  et  par  A^  celui  de  0"*^  5  posons  en  outre 


_Q« 

«'  ~ 

2™ 

>n  aura  par  les  formules  (i4)  ou  (i5) 

,7)  7  =  ï.'    ^'■  =  ^°'- 

Dn  voit  que,  dans  le  passage  de  la  fonction  Qz  à  sa 
71'*^*  puissance  0"*-Z,  les  rapports  des  quantités  a  —  i\ 
&,  â',  f  à  Tune  d'elles  restent  invariables  et  que  le  détei^ 
minant  se  trouve  remplacé  par  sa  m'*'"*  puissance;  cette 
dernière  propriété  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui  a  été  dit 
plus  baut. 

Les  formules  (i4)  montrent  que  Q'^z  ne  peut  jamais  être 

une  fonction  entière  autre  que  z^  à  moins  que  d^  ne  soit 

elle-même  entière  \  car  si  a'  n'est  pas  nul,  a',^  rie  peut 

s'évanouir  que  dans  le  cas  où  Ton  a  Q^  =  o,  et  alors  on 

a  &„,  =  o  et  a^  =  i'„. 
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Pour  satisfaire  à  la  congruence  (6),  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

(i8)  Qn^o     (mod.p); 

mais  pour  que  n  soit  effectivement  l'ordre  de  la  fonc- 
tion Oz^  il  faut  en  outre  que  pour  toute  valeur  de  m  infé- 
rieure kn  la.  quantité  Q«  soit  différente  de  zéro  j  nous  fai- 
sons ici  abstraction  du  cas  où  0^  est  du  premier  ordre, 
c'est-à-dire  du  cas  où  Oz  se  réduit  à  z. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  les  fonctions  linéaires 
6z  aax  point  de  vue  de  leur  ordre.  Il  convient  dans  cette 
recherche  de  distinguer  trois  cas,  suivant  que  la  quan- 
tité t*  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  p,  résidu 
quadratique  de  ce  module,  ou  non-résidu  quadratique. 

456.  Examinons  d'abord  le  premier  cas  où  la  quan- 
tité t'  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  p  \  la  con- 
gruence (i8)  devient  alors 

2/i(a  4- i')"~'^o     (mod. /?). 

On  ne  peut  pas  avoir  a  +  h'^o  (mod.  p),  car  autre- 
ment la  condition  t^o  (mod./?)  se  réduirait  à 

ab^ — ba'^o     (mod. /?); 

le  déterminant  àe  Qz  serait  nul  et  cette  fonction  se  rédui- 
rait à  une  constante.  La  congruence  (i8)  ne  peut  donc 
avoir  lieu  que  si  n  est  un  multiple  de  p,  et  par  consé- 
quent, dans  le  cas  qui  nous  occupe,  l'ordre  de  la  fonc- 
tion linéaire  Qz  est  toujours  égal  au  module  p.  La  con- 
dition t^o  (mod.  p)  donne 

a-{-b'^2:s/^      (mod./?); 

d'où  il  suit  que  le  'déterminant  A  est  résidu  quadratique 
de /?,  et,  par  conséquent,  la  fonction  6z  appartient  au 
premier  genre. 
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On  obtiendra  toutes  les  fonctions  linéaires  d'ordre  p 
en  prenant  tous  les  systèmes  de  solutions  distinctes  des 
deux.congruences 

<î -f- 6'^a\/S,     ab' — ba'^à.     (mod. /?); 

si  l'on  veut  d'abord  les  fonctions  entières,  on  posera 
a'  =  G,  i'  =  I,  ce  qui  donnera  a  =  A  =  1 5  on  aura 
donc  les  p  —  i  fonctions  d'ordre  p 

(19)  Bzz=z-hb^ 

en  prenant  pour  b  les  valeurs  successives  i,  OL^...^p  —  i . 
Pour  avoir  les  fonctions  fractionnaires,  nous  ferons 
a'  =  I  et  nous  poserons 

ce  qui  donnera 


a=\fi'^g,     b'z=y/à  —  g,     b  — 


s  9 


^n   sorte  que  l'expression  des  fonctions  fractionnaires 
d'ordre  p  sera 

^20)     Gz  =  ~ -^ ^  —  g.  _i-  y'A  — • 


S 


z-{-[sfL  —  g)  z-f-y^- 

On  peut  attribuer  à  la  quantité  g  les  p  valeurs 

o,    I,  2,.. .,/?  —  !, 

et  à  la  quantité  sfK  les  mêmes  valeurs,  zéro  excepté; 
on  obtiendra  ainsi  p[p  —  i)  fonctions  fractionnaires.  Il 
suit  de  là  que  le  nombre  total  N^  des  fonctions  linéaires 
d'ordre  p  est 

(21)  N^  =  (^  +  ,)(^__ij. 

Comme  tout  nombre  inférieur  à  p  est  premier  avec  ce 
nombre,  toutes  les  puissances  d'une  fonction  linéaire 
d'ordre  p  sont  aussi  de  cet  ordre  5  il  en  résulte  que  les 
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Tfp  fonctions  dont  nous  venons  d'établir  Texistence  for- 
meilt  p  -ht  groupes  renfermant  chacun  p  —  i  fonctions 
qui  sont  les  puissances  de  Tune  quelconque  d'entre  elles. 
Les  p  — I  fonctions  comprises  dans  la  formule  (19)  con- 
stituent évidemment  l'un  de  ces  groupes,  et  Ton  obtien- 
dra les  p  autres  groupes  par  la  formule  (20)  en  associant 
successivement  chacune  des  p  valeurs  de  g  avec  le  système 

des  p  —  i  valeurs  de  v/A.  Effectivement,  si  Ton  forme, 
en  se  servant  des  formules  (i4)  ou  (i5),  la  puissance 
jj^ième  Jq  ]g^  fonction  9z  donnée  par  Téquation  (20),  on 
trouve 

(22}  ô'"s 


m  ^ 


^  +  (  ^  V^^  —  5^ 


expression  qui  se  déduit  de  celle  de  0z  par  le  seul  chan- 
gedoent  de  ^  en  —  ^A . 


457.  Lorsque  la  quantité  t*  est  différente  de  zéro,  la 
congruence  (18),  savoir, 

(23)  {a-hb'  -h2tY=(a  -{-  b'  —■  ut)"     (mod.o), 
peut  être  mise  sous  la  forme 

(24)  a-hb' -h  ^t^i{a -h  b' —  2t)     (mod. /?), 

en  désignant  par  i  une  racine  de  la  congruence 

(25)  /"==!     (mod./>). 

En  outre,  pour  que  n  soit  effectivement  l'ordre  de  la 
fonction  6z^  il  est  nécessaire  que  i  soit  une  racine  primi- 
tive de  la  congruence  précédente. 

Si,  dans  la  congruence  (24),  on  substitue  à  ^  sa  valeur 
tirée  de  la  formule  (12),  puis  qu'on  fasse  disparaître,  par 


SECTIOM    IV. CHAPITRE    IV.  345 

rélévation  au  carré,  le  radical  introduit,  il  viendra 

^     ^  ,  ab'  —  ba'  i  ^  ^^' 

telle  e&t  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  con- 
stantes a,  &,  a',  b\  pour  que  le  nombre  n  soit  Tordre  de 
la  fonction  Bz,  dans  Thypothèse  où  t  est  différent  de 
zéro.  Si  l'on  pose 

on  pourra,  au  moyen  des  formules  (12),  (24)  et  (37), 
exprimer  les  quantités  a,  i',  ba'  et  le  déterminant  A  en 
fonction  des  quantités  g^  t,  i  ;  on  trouve  ainsi 


(28)    • 


t  —  I 

Sy 

b' 

J 

/-f-r 
1  — 

i  —  I 

gy 

1  ba' 

— 

t'-8\ 

\      ^ 

— 

4/v» 

Ces  formules  serviront  à  construire  les  fonctions  linéaires 
^^  nous  considérons  5  on  pourra  faire  a'  =  i  quand  cette 
quantité  a' ne  sera  pas  nulle.  Il  est  aisé  de  former  aussi 
^*  puissance  m'^'^  de  6z^  savoir 


ûm.  Z    -\-     bn, 

'  I      /  I 

a    z  -{-  o 


m"     •     *'  m 


^^  trouve,  en  faisant  usage  des  formules  (i4)  ou  (i5)  et 
^*i  supprimant  un  facteur  commun,  ce  qu*il  est  permis 
^e  faire, 


346  COURS   D^AI^GÈBRE   SUPÉRIBCJIIE. 

en  sorte  qu'oD  passe  de  Texpression  de  Oz  à  celle  deS"z 
en  remplaçant  simplement  /  par  i"^  sans  changer  les  va- 
leurs de  g  et  de  t. 

458.  Supposons  que  la  quantité 

soit  résidu  quadratique  du  module  p.  Alors  les  quantité^ 
t  et  z,  respectivement  définies  par  les  formules  (i  2)  et  (a4)  ^ 
sont  l'une  et  l'autre  réelles  ;  par  suite  i  ne  peut  être  raci».^ 
primitive  de  la  congruence  (aS)  que  dans  le  cas  ou. 
l'ordre  n  de  la  fonction  dz  est  égal  k  p  —  i  ou  à  un  di- 
viseur de  p  —  I.  Les  fonctions  linéaires  qui  répondent  â 
une  racine  primitive  i  de  la  congruence  (aS)  peuvent  êiM:*^ 
formées  immédiatement  au  moyen  des  formules  (28). 

Pour  avoir  en  premier  lieu  les  fonctions  entières,  omi 
fera  «'  =  0,  i'  =  i ,  et  l'on  aura  ces  deux  solutions  : 

i  —  I  .  /  —  I  I 

t=:g  = 9    a=i    et    t  =  —  gz= r-,    «  =  -, 

2  21  I 

qui  donneront  les  2p  fonctions  entières  /z  -H  i,  -z-H  A 

si  l'on  attribue  à  b  les  valeurs  successives  o,  1,2,...,/? — 1« 

,   Mais  nous  considérerons  seulement  les  p  fonctions  fouiv 

nies  par  la  première  formule 

(3o)  iz-hb 

comme  appartenant  à  la  racine  / ^  les  p  autres  seront  rela- 
tives à  la  racine  primitive  -7  si  n  est  ^  2,  .et,  dans  le  cas 

'  1     f 

particulier  de  n  =t:  2,  elles  coïncideront  avec  celles  de  la   Iw 

formule  (3o).  I, 

Pour  avoir  en  second  lieu  le&  fonctions  fractionnaires,   1^ 
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on  fera  a'  =^1  dans  les  formules  (28)  et  Ton  aura 

le  changement  de  £  en  —  t  dans  les  formules  (3i)  équî- 
vaut  au  changement  de  1  en  -7*  donc,  lorsqu'on  doit  em- 
ployer successivement  toutes  les  racines  i,  on  peut  se 

borner  à  donner  à  t  toutes  les valeurs 

2 

I9  2, . . . , 

Quant  à  la  quantité  g',  elle  peut  recevoir  les  p  valeurs 

O9       ly      Ij   .   .    ,    f     p    I. 

()q  obtiendra  de  la  sorte,  au  moyen  des  formules  (Si), 

fonctions  fractionnaires  relatives  à  la  racine  /, 

2  ' 

ce  qui,  avec  les  p  fonctions  entières,  donnera  un  total  de 

^{p4-i)y[?  fonctions  linéaires.  Et  cela  aura  lieu  encore 

^s  le  cas  de  n  =  2,  bien  qu'alors  la  congruence  (25) 
^  ait  que  la  seule  racine  primitive  — i,  car  cette  racine 
^taut  égale  à  son  inverse,  les  formules  (3i)  ne  cbange- 
ï^oni  pas  par  le  changement  de  t  en  —  t. 

Il  est  facile  de  voir  que  les-(p  4-i)p  fonctions  qui 

Xi 

^pondent  à  une  racine  î  sont  distinctes  de  celles  qui  se 
l'apportent  à  une  deuxième  racine  primitive,  en  sorte  que 
sîç(w)  désigne  le  nombre  des  racines  primitives  de  la 
congruence  (25),  il  y  aura  un  nombre  de  fonctions  d'or- 
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dre  n  égal  à 


-(/?  +  l)/?<J)(/2), 


pour  lesquelles  la  quantité  t^  est  résidu  quadratiqi 
En  particulier,  le  nombre  des  fonctions  linéaires 
p  —  I  sera 

-(/?-f-i)/?y(/?  — i), 

y  (p  —  i)  désignant  ici  le  nombre  des  racines  prî 
pour  le  nombre  premier  p. 

Quant  au  nombre  total  des  fonctions  linéair 
lesquelles  i*  est  résidu  quadratique  de  /?,  et  dont  1 
est  en  conséquence  un  diviseur  de  p  —  i ,  il  serj 
par  la  formule 

l'expression  \^  y  (»),  qui  s'étend  à  tous  les  divi 

de  p  —  I,  I  excepté,  est  égale,  comme  on  sait,  à 
on  aura  donc 

.(32)  N^i  =  i(/?-{-i)/p(/?  — 2). 

Ces  Np_i  fonctions  linéaires  peuvent  être  p 

en  —  (p  -f- 1)  p  groupes  contenant  chacun  p  —  a  fc 

qui  sont  les  p  —  2  puissances  d'une  fonction 

d'ordre /?  —  i  relative  à  une  racine  primitive  donn 

En  effet,  il  est  évident  que  toutes  les  Np_i  fc 

que  nous  considérons  seront  données  par  les  fc 

(3o)  et(3i),  en  employant  toutes  les  racines  de 

gruence 

iP"^  —  I  ^  o     (mod,  p)^ 

excepté  i  \  et  ces  racines  ne   sont  autre  chose 
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i       /?—  2  premières  puissances  d'une  racine  primitive  i.  Or, . 
/       en  employant  cette  racine  primitive,  les  équations  (3o) 

et  (  3i)  donnent  -(p  -h  i)/?  fonctions  d'ordre p — i  ;  d'ail- 

leurs  les  formules  (29)  montrent  que  les  puissances  de 
ces  fonctions  se  déduisent  des  fonctions  elles-mêmes,  en 
reoiplaçant  la  racine  primitive  î  par  ses  puissances;  on 
aura  donc  toutes  les  fonctions  linéaires  que  nous  consi- 
dérons en  prenant  Ies-(p-t- i)/7  qui  répondent    à    la 

raicine  primitive  donnée  /,  et  en  formant  le  groupe  des 
P —  2  premières  puissances  de  chacune  d'elles. 

Les  formules  (3i)  montrent  que  A  et  £  sont  en  même 
temps  résidus  ou  non-résidus  quadratiques  de  /?  ;  il  s'eri- 
suît  que  les  fonctions  dont  nous  nous  occupons  appar- 
tiendront au  premier  ou  au  deuxième  genre,  suivant  que 
la   racine  i  à  laquelle  elles  se  rapportent  sera  résidu  ou 
non- résidu  quadratique  de  p..  Or,  pour  les  fonctions 
a  ordre  p  —  i,  i  est  non-résidu;  donc  ces  fonctions  et  leurs 
piiîssances  impaires  appartiennent  au  deuxième  genre, 
tarxdîs  que  les  puissances  paires  appartiennent  au  premier 
g^ixre.  On  voit  aussi  que  parmi  nos  N^^i  fonctions,  il  y 
en   a 

ï^î  appartiennent  au  premier  genre ,  et 

J(P-^,^)P(P—^) 

ï^i  appartiennent  au  deuxième  genre. 

4>59.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  quantité 


=("4^) -(«*'-*''') 
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est  non-rësidu  quadratique  du  module  p.  Alors  la  quan- 
tité t  est  imaginaire,  et  pour  que  a  et  i'  soient  réelles,  il 
faut,  par  les  formules  (^8),  que  la  racine  /  soit  elle-même 
imaginaire,  ou  qu'elle  soit  égale  à  —  i;  dans  ce  dernier 
cas  on  a  nécessairement  n  =  2.  Je  dis  que  généralement 
le  nombre  ti,  qui  marque  Tordre  de  la  fonction  0z,  est 
égal  à  p  +  I  ou  à  un  diviseur  de  p  +  i .  Si  l'on  a  n  =  2^ 
la  proposition  est  évidente,  car  2  divise  p  +  i  ;  supposons 
donc  n  ]>•  2.  Si  l'on  pose 

là  congruence  (26)  devient 

(34)  i^ — 2A-/-f-i^o     (mod. /?). 

On  sait  (n**  372,  théorème  HI)  que  les  racines  de  la  con- 
gruence irréductible  (34)  peuvent  être  représentées  par  £ 
et  2'',  et  comme  le  produit  de  ces  racines  est  congru  à  i, 
on  a 

(35)  //'+»=!      (mod./?); 

z  ne  peut  donc  être  racine  primitive  de  la  congruence  (  25  ) 
que  si  n  est  égal  à  /?  -i-  i  ou  à  un  diviseur  de  p  H-  1. 
D'après  la  congruence  (34),  k  désigne  la  demi-somme 

des  deux  racines  conjuguées  /  et  -5  et  il  en  résulte  que 
l'on  a 


/  -{-  I  //.  +  I 

i  —  I       y  X-  —  I 


nous  attribuerons  au  radical  qui  figure  dans  le  second 
membre  de  cette  formule  celles  de  ses  deux  valeurs  qui 
fait  partie  de  la  suite 


I,  2, . .  . ,        -     ; 
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la  seconde  valeur  du  radical  sera  alors  relative  à  la  ra- 
cine -7  inverse  de  L  Cela  posé,  comme  l'hypothèse  al=o 

rendrait  t*  résidu  quadratique  de  p,  le  cas  que  nous  exa- 
niînons  ne  comprend  pas  de  fonctions  entières;  on  peut 
donc  faire  £«'  =  i  et  les  formules  (28)  donneront  alors 


m) 


-v/^ 


t'-^gy       h=t'  —  S\      «'=1, 


CL^s  formules  feront  connaître  les  fonctions  linéaires  qui 
répoxident  à  la  racine  i  en  donnant  à  g:  les  ^  valeurs 


o,    I,  2,... ,  />— - 1 


9 


et  en  prenant  successivement  pour  t^  tous  les non- 
résidus.  On  aura  ainsi  -  p(p  —  i)  fonctions  linéaires 

d  ordre  n  relatives  à  la  racine  /,  et  il  faut  remarquer  que 
Von  obtiendrait  en  même  temps  les  puissances  de  ces 
fonctions  en  remplaçant  la  racine  i  par  ses  diverses  puis- 
sances. On  voit  aussi  que  le  nombre  de  toutes  les  fonc- 
tions d'ordre  n  que  nous  considérons  est 

?  (1)  désignant  comme  précédemment  le  nombre  des 
'Peines  primitives  de  la  congruence  (aS).  Cette  conclu- 
*ïon  s'applique  au  cas  de  »  =  2  ;  alors  on  n'a  que  la 
'cnlè  racine  primitive  /  =  —  i  qui  donne  aussi  A  =  — i. 

Les  formules  (36)  font  ainsi  connaître  -"p^p  —  i)  ou 
\V\f  —  i)  ç  (2)  fonctions  linéaires  du  deuxième  ordre 
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pour  lesquelles  t^  est  uon-résîdu  quadratique  de  p.  Si 
l'on  suppose  n  ==  p  + 1 ,  ou  obtient  l'expression 

du  nombre  des  fonctions  linéaires  d'ordre  ^  4-  i. 

Enfin,  si  N^i  désigne  le  nombre  total  des  fonctioii.s 
linéaires  pour  lesquelles  t^  est  non-résidu  quadratiqix.c 
de  /7,  et  dont  l'ordre  est  en  conséquence  un  divisecu 
de  /?  -h  I ,  on  aura 

or  l'expression  2  ?  ('*)9  ^"^  s^étend  à  tous  les  divisean 
de  p  -h  I  autres  que  i,  est  égale  à  p  ;  donc 

(37)  N,^,  =  l/,M/'-i). 

Ces  Np+i  fonctions  linéaires  peuvent  être  partagées  en 

-'p(p  —  i)  groupes  contenant  chacun  p  fonctions  qoî 

sont  les  p  premières  puissances  d'une  fonction  linéaire 
d'ordre  p  -h  i ,  relative  à  une  racine  primitive  donnée 
de  /?. 

En  effet,  lesNp4.i  fonctions  dont  il  s'agit  seront  données 
par  les  formules  (36)  en  employant  toutes  les  racines  de 
la  congruence  (35  )  excepté  i,  et  ces  racines  ne  sont  aulre 
chose  que  les  p  premières  puissances  d'une  racine  pri-- 
mitive  z.  Or,  en  employant  cette  racine  primitive,  les 

formules  (36)  donneront  -p(p  —  i)  fonctions  linéaim 

d'ordre  p  + 1  ;  d'ailleurs  les  puissances  de  ces  fonctioos 
se  déduisent  des  fonctions  elles-mêmes  en  remplaçant  liu 
racine  primitive  /par  ses  puissances.  On  aura  donc  toutes 
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onctions  linéaires  dont  nous  nous  occupons  en  pre-^ 

,  parmi  ces  fonctions,  les  -p  {p  —  i)  qui  répondent 

racine  i,  et  en  formant  le  groupe  des  p  premières 
sances  de  chacune  déciles. 
!s  formules  (36)  montrent  que  les  quantités  A  et 

-sont  toutes  deux  résidus  quadratiques  de  p,  ou 

;s  deux  non-résidus;  je  dis  que  ces  quantités  sont 
lus  ou  non-résidus,  suivant  que  Tordre  n  de  la  fonc- 

Oz  diviëe  ou  ne  divise  pas^ •  On  a  en  effet,  par 

mgruence  (34)) 

A-4-l_(/-4-i)2 


2  4' 

n  élevant  à  la  puissance 


(mod.  /?), 


\     ^     )  /^~'  v-^^ 

i   ''  i  ^    [i -h  i))  [moà.  pY, 


p-hi 


S  on  a 

I  '^    ^H-i     ou     i  ^    ^  —  i     (mod./?), 

^antque  n  divise  ou  ne  divise  pas^- ;  on  aura  donc, 

s  les  mêmes  hypothèses, 

•^y      =-hi     ou     (-7—)         =—1     (mo(l./?), 

H.  23 
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c'est-à-dire 


A'*^-4-i     OU     A*^  —  I     (mod. /?)• 

Il  résulte  de  là  que  les  fonctions  linéaires  d'ordre  p  +  i 
appartiennent  au  deuxième  genre,  ainsi  que  leurs  puis- 
sances impaires  ;  au  contraire  les  puissances  paires  appar 
tiennent  au  premier  genre.  Donc,  parmi  nos  fonction 
dont  le  nombre  est  N^i,  il  y  en  a 

qui  appartiennent  au  premier  genre^  et 

qui  sont  du  deuxième  genre. 

460.  Si  l'on  ajoute  l'unité  et  les  trois  nombres  N^, 
Np_i5  Np+i,  on  doit  retrouver  le  nombre  Nde  toutes  les 
fonctions  linéaires  prises  suivant  le  module  p  ;  on  vérifia 
eflfectivement,  au  moyen  des  formules  (4),  (21)7  (Sa)  et: 
(37) ,  que  Ton  a  bien 

N  =  I  H-  N^  +  N^^i  H-  1?^+,; 

si  l'on  désigne  en  outre  par  G  le  nombre  des  groupe^^ 
distincts  qui  sont  formés  par  les  puissances  d'une  fonc— — 
tion  linéaire  d'ordre  p,  p  —  i  ou  ;?  4-1,  il  est  aisé  d^^ 
s'assurer  que  l'on  a 

G  =p^  -+-/?  +  !. 

Il  convient  de  remarquer  les  fonctions  du  deuxièm^^^ 
ordre  qui  se  distribuent  dans  les  deux  genres  que  noQ£ 
avons  distingués.  Les  unes  sont  les  puissances  de  degré 

■  des   fonctions   d'ordre   p  —  i ,    leur  nomlnre  es 
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-  ^  (p  -f-i),  et  elles  appartiennent  au  premier  genre  ou 

aïs.  deuxième  genre  suivant  que est  pair  ou  impair, 

c'^st-à-dire  suivant  que  ;;  a  la  forme  4^  -t- 1  ou  la  forme 
4^   4-3.  Les  autres  sont  les  puissances  du  degré  ^ 

de^  fonctions  d'ordre  /?  H-  i ,  leur  nombre  est  -  p  (yr?  —  i), 
et  ^les  appartiennent  au  premier  ou  au  deuxième  genre 
5»^  vaut  que^- est  pair  ou  impair,  c'est-à-dire  suivant 


/7  a  la  forme  4^  +  3  ou  la  forme  49-t-i.  On  voit  que 
lô  nombre  total  des  fonctions  du  deuxième  ordre  est  égal 
a  A^*«  Dans  ce  cas  de  w  =  2  où  l'on  a  /  =  — i,  la  con- 
gr^xaence  (26)  se  réduit  à  a  -f-  i'^o  (mod.  p)  5  il  en  ré- 
sixXte  que  l'expression  générale  des  fonctions  du  deuxième 
o**c3re  est 


Bzz=     , , 

a  z  —  a 


arrive  au  même  résultat  au  moyen  de  la  formule  (10), 
pvi.îsqu'une  fonction  du  deuxième  ordre  est  égale  à  son 
**^ 'Verse. 

461.  On  voit,  par  les  développements  qui  précèdent, 
I^^e  pour  former  les  différents  groupes  qui  contiennent  les 
P^stissances  d'une  même  fonction  linéaire  pour  le  module 
P^^^mier  p,  il  suffira  de  connaître  une  racine  primitive  de 

Lacune  des  congruences 

j/»-'^!,     «P+'^i     (mod./?). 

Les  racines  de  la  première  ne  sont  autres  que  les  l'acines 
imitives  du  nombre  premier  p,  et  on  a  vu  au  n"  372 
^^^feonment  on  peut  obtenir  les  racines  primitives  de  la 
^^uxième  congruence.  Veut-on,  par  exemple,  former  les 

23. 
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fonctions  linéaires  d'ordre  p4-.i  pour  les  modules  5,  7, 
1 1 5  il  suffira  de  trouver  une  valeur  de  k  pour  chacun  dé 
ces  modules.  Or  les  racines  primitives  i  sont  données^ 
pour  ces  différents  cas,  par  les  congruences 


('■'—  Oi'"'— ï) 


^o     (niod.  5), 


ou 


^——  =  0     (mod.  7), 

/'  —  /  -h  I  ^  o  (mod.  5) , 
n±^i-h  I  ^o  (mod.  7), 
/^ztôj-hi^o     (mod.  Il); 

on  a  donc  k=  2,  pour  le  module  5,  Ar  =  zfc  2  pour  le  me 
dule  7  j  et  ft  =  it  3  pour  le  module  11.  x 

Des  Jonctions  analytiques  propres  à  représenter  les  sul 

stitutions, 

462.  Dans  la  plupart  des  cas  où  Ton  a  à  considérer  I 
substitutions  de  plusieurs  quantités  données,  il  convient 
représenter  ces  quantités,  comme  nous  avons  d'éjà  eaT 
casion  de  le  faire,  par  une  même  lettre  affectée  d^uiii  m* 
variable,  z  susceptible  de  prendre  un  nombre  de  viîl 
distinctes,  égal  au  nombre  n  des  quantités  données,  i 
les  substitutions  qu'on  dpit  exécuter  portent  sur  le 
dices. 

Attribuons  successivement  k  z  \es  n  valeurs  (jloi 
indice  est  susceptible,  et  supposons  qu'une  fonctiqr 
néef[z)  de  z  prenne  en  même  temps  les  mêmes  vi 
abstraction  faite  de  l'ordre  \  on  exécutera  sur  les  cjq 
données  une  certaine  substitution  en  y  remplaçant 
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indice  z  par/(z).  Cette  substitution  pourra  être  repré- 
sentée par 


rn 


.5 
Z 


OU  plus  simplement  par/* (z). 

Toute  substitution  peut  ainsi  être  représentée  analyti- 

ç|uement  par  le  moyen  d^une  fonction  *,  supposons,  par 

es:emple,  que  les  valeurs  de  l'indice  z  soient  lès  n  nom* 

l>i*es 

o,   I,  2,... ,  (/i  —  i), 

e£,  que  ces  mêmes  nombres  soient  dans  un  ordre  différent, 

Q^        Dy      C  j    ,    ,    .    y         Ky 

si  l'on  fait,. pour  abréger, 

F{z)=:z{z  —  i)  {z  —  a). .  .(z —  n  -i-i)y 

^t:  qu'on  désigne  par  F'  (z)  la  dérivée  de  F  (z),  la  fonc- 
^^c>n  entière 


Pi^endra  les  valeurs  a,  A,  c, . . . ,  /î,  quand  on  donnera  à  z 
l^s  valeurs  o,  i,  a, . . . ,  (/i  —  i)î  en  conséquence,  elle  sera 
Pï'opre  à  représenter  une  substitution. 

463.  Lorsque  le  nombre  n  des  quantités  données  est 
^gal  à  un  nombre  premier  p,  il  y  a  souvent  avantage  à 
t^^endre  pour  indices  un  système  de  p  nombres  entiers 
^luelconques  incongrus  suivant  le  module  /?,  et  à  regarder 
^^nx -nombres  congrus  suivant  le  module  comme  pouvant 
^^Vdifféremment  représenter  le  même  indice.  Alors  la  fonc- 
^fm  représentée  par  F  (z)  au  numéro  précédent  se  ré- 
duit à 

F(2)=aP  — s, 
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et  Ton  a 

F'{z)^— I     (mod.p). 

En  même  temps  l'expression  des  fonctions  entières /"(g), 
propres  à  représenter  les  substitutions,  devient 

on,  en  efieetuantles  divisions, 

f{z)  =  —  a  [zP-'—i)  —  ^ (zP-'-l-  zP-^-h.  ..-hz) 

—  c  (zP-'  -+-  izzP-^  + . . .  +  nP-H) [  (mod,  py    ^. 

Comme  on  a 

aH-^-t-c+...-1-iî-^o     (mod. /s»), 
on  peut  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  à  z^ 

f(z)^a  —  [b-h  iP-^c  -f-. . .  -I-  (/?  —  iy-H']z 
—  f  ^  -t-  nP-^c  -!-...  +  (/?  —  i)P-^lc]z^ 


(mod.  p  )  - 


—  [6-f-2tf     •    H-.  ..-}-(/>  — i)     k]zP-^ 


464.  Dans  un  article  qui  fait  partie  du  tome  LVH des 
Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences,  M.  Hermit^ 
a  démontré  que  les  polynômes  y  (-?)  dont  nous  venons  d^ 
donner  Fexpression  possèdent  une  propriété  qui  pea& 
servir  à  les  caractériser.  On  a  effectivement  ce  théorème  • 

Théorème.  —  Soient  f  [z)  une  fonction  entière  d&i^p 
à  coefficients  entiers  et  du  degré p  —  2,  etf^  [z)  lafonc^ 
tion  entière  obtenue  en  rabaissant  au-'dessous  de  py  à 
Vaide  de  la  congruence  z^^z  (mod.  p)^le  degré  de  la 
puissance  m'^^  du  polynôme  f(z).  Pourque  la  fonction 
flz)  soit  propre  à  représenter  une  substitution  de  p  m* 
dices  incongrus  suivant  le  module  premier  p,  U  faut 
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et  il  suffit  que  dans  chacune  des  fonctions 

le  coefficient  de  z^^^  soit  congru  à  zéro  suivant  le  mo^ 
duicp» 

£n  effet,  soit 

i)  /[z)  =  Ao  -4-  A|Z  4-  Ajz'  -t-, .  .H- A^_j  zP-«; 

devons  ce  polynôme  à  la  mf^""'  puissancei  et  redtiisoiia 
ensuite  par  le  moyen  de  la  congruence 

zf^z    (mod.p); 

on  aura  un  résultat  de  la  forme 

(2)      1/(3)]-=/. (z)  =A^-^+a["'z  + . . .  -f-A^y-  (mod./»). 
Posons  en  outre 

si  l'on  donne  à  z»  dans  la  formule  (a),    les  valeurs 

O,     I,    2,    3,..  .  ,    (/?  —  l), 

6^  9^'on  «joute  les  résultats,  il  viendra 

(4)  '  s«  =  -Ai'"^,      (mod./.); 

c«i»  ^/>-i  ^gj  congru  à  zéro  ou  à  i ,  suivant  que  z  est  nul 

^ïïaiUérentJexéro,  et  la  somme  1^*4-  a'*-»-. ..-!-(/?  —  i)'^ 
«t  Congrue  à  zéro  si  ^  est  inférieur  à  p  —  i . 
^^la  posé,  supposons  quey(r  )  soit  propre  à  représen- 
^  ^^Mae  substitution.  Alors  la  formule  (3)  se  réduit  à 

<y"-f-  i*-f-  2*  4-... -»-(/?  — i)'"=s«, 

*^  Psir  suite  S,„  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  p, 
PûH^  toutes  les  valeurs  de  m  inférieures  h  p  —  1 5  on  a 
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donc,  par  la  formule  (4) >  '"  ' 

(5)  A^!.^.^o    {mod.p). 


En  second  lieu,  supposons  la  fonction y*(^)  telle,  que  Lsi. 
congruence  (5)  ait  lieu  pour  les  valeurs  2,  3,  • .  • ,(/'  —  x  3 
de  m.  On  aura  par  la  formule  (4) 

S«,so    {mod.p)y  ' 

pour  les  mêmes  valeurs  de  m;  cette  congruence stibsisieir^s 
aussi  pour  m  =  i ,  d'après  la  formule  (i),  et  pour  m  =  p^ , 
puisque  z^^z  quel  que  soit  z^  On  voit  alors,  en  se  r^* 
portant  aux  formules  de  Newton,  que  la  congruence 

[Z-/(o)][2 -/(!)].. .[Z-/(/.-i)]  =  o     (inod.p) 

'.  »    i  ' 
a  la  forme 

ZP  — aZ^o    (mod.p), 

ou  même  la  forme 

ZP  —  Z^o    (mod. /?); 

effectivement,  toute  valeur  de  a  autre  que  i  ou  zéro  ne 
laisserait  subsister  qu'une  seule  racine  réelle  Z  qui  serait 
égale  à  zéro  ;  la  valeur  a  =  o  donnerait  p  racine»  iiuUe»9 
ce  qui  est  inadmissible,  car  la  congruence 

f(z)^o     (mod.p), 

étant  du  degré  p —  a,  ne  peut  avoir  plus  àep  —  a  racines» 
Il  résulte  de  là  que  si  Ton  donne  à  z  les  valeurs 

o,   I,  2,...,  (/?  — 0 

la  fonction  f(z)  prend  successivement  les  mêmes  vt-— 
leurs,  abstraction  faite  de  Tordre  5  elle  est  donc  propre 
à  représenter  une  substitution. 

465.  Si  la  fonction  entière /(z)  représente  une  $nl>— 
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stitution  de  p  indices  incongrus  saivaut  le  modale  pre- 
mier p^  il  est  évident  que  la  fonction 

Ô2  =a/(2-f-6) -+-7 

représentera  aussi  une  substitution.  Or  on  peut  disposer 
de  l'indéterminée  a,  de  manière  à  réduire  à  Tunité  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z;  Tindétermi- 
née  £  permet  ensuite  de  faire  disparaître  la  puissance  de  z 
iixxmédiatement  inférieure  \  enfin  on  peut  disposeï*  de  y 
de  manière  à  faire  évanouir  le  terme  indépendant  de  z. 
L^i  fonction  Qz  aura  alors  la  forme 

V  étapt  égal  ou  inférieur  à  p  —  a. 

M.  Hermite  a  donné  aux  substitutions  de  la  forme  dr' 
le  nom  de  substitutions  réduites^  il  est  clair  que  ces  sub* 
stîtulions  en  fourniront  d'autres  plus  générales,  y*(z),. 
^^  moyen  de  la  formule 

/(z)à^  aô  (s  -t-  g)  H-  7, 

^ù.  flf,  6,  y  désignent  des  indéterminées.  Il  faut  remar- 
ftier  que  les  substitutions  réduites  ne  déplacent  pas  Tin- 
**«0'Z!ëroi' 

Le  théorème  du  n**  464  prend  une  forme  plus  simple 
ï^and  on  Tapplique  aux  fonctions  réduites.  Eflfective- 
^ï^ent,  si  Ton  élève  la  fonction  Oz  à  la  puissance  de  de- 
5**^  OT,  et  qu'on  réduise  av  moyen  de  la  congruence 
^''^-8  (mod.  p)y  on  n'introduira  aucun  terme  indépen- 
dant de  z'j  si  donc"  on  remplace  ensuite  z^"^  par  i,  le 
Coefficient  de  z^^^  deviendra  le  terme  indépendant  de  z. 
^ti  peut  alors  énoncer  comme  il  suit  le  théorème  établi 
plus  haut  : 

Pour  que  la  fonction  réduite  6z  puisse  représenter  une 
^^^titution^  il  faut  et  il  suffit  qu^en  élevant  Bz  aux 
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puissances  a,  3, .  •  •  ,(je7 —  2  ),  et  eTz  réduisant  les  résiliais 
par  la  congruence  z^"^^  i  [moà.  p)^  les  termes  indA^ 
pendants  de  z  soient  congrus  à  zéro. 

Les  fouctions   réduites  Qz    sont  encore  susceptibles 
d^une  r^uction  ultérieure,  car  si  Ton  pose 

on  pourra  disposer  de  Findéterminée  a  de  manière  à  ré^ 
duire  à  l'unité  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  z,  dans  0  (z),  et  il  restera  une  indéterminée  a  dont 
on  pourra  disposer  à  volonté.  Ces  considérations  trouve- 
ront  plus  loin  leur  application. 

466.  Lorsque  le  nombre  n  des  quantités  données  est 

égal  à  une  puissance  p^  d'un  nombre  premier ,  on  peut 

choisir  pour  indices,  avec  Galois,  les/?^  valeurs  que  peut 
prendre  l'expression 

dans  laquelle  i  désigne  une  racine  d'une  congruence  irré- 
ductible 

F{a:)^o     (mod./?) 

du  degré  v.  Si  la  fonction  irréductible  ^  (x)  appartient  i 

Texposant  p* —  i ,  i  sera  une  racine  primitive  pour  la  con- 
gruence 

xP -^ — 1^0     (mod./?) 

et  les  indices  autres  que  zéro  seront  représentés  par  les 
puissances 

Enfin,  lorsque  le  nombre  n  est  un  nombre  composé, 
Py  qy  r,.«.  étant  des  nombres  premiers,  et  y,  |x,  l,... 
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des  exposants  quelconques,  il  peut  être  avantageux  de 
repirésenter  les  quantités  données  par  une  même  lettre 
afffectée  de  plusieurs  indices  «,  6,  y, . . . ,  en  nombre  égal 
à  celui  des  nombres  premiers  ;>,  y,  r, . . . ,  et  de  prendre 
pour  valeurs  des  indices  les  fonctions  entières  composées 
respectivement  avec  une  racine  des  congruences 

F,  (jc)^o     (mod.  p)y 

I 

Fa(ar)  ^o     (mod.  y), 
Fs(a:)^0     (mod.  r), 


Pi  (x),Fj(a:),F3(x),...  désignant  des  fonctions  entières 
des  degrés  v,  fx,  X^. . . ,  irréductibles  relativement  à  leurs 
nH>dulcs  respectifs  p,  y,  r, . . . . 

Des  substitutions  rationnelles  et  linéaires, 

4f67.  Les  fonctions  entières  et  linéaires  az  -h  h^  prises 
suivant  le  module  premier  p,  donnent  des  substitutions 

des  p  indices 

o,   I,  2,. . .,  (p  —  i). 

Le  nombre  total  de  ces  substitutions  est  p  (p  —  i),  et  il 
est  évident  qu'elles  forment  un  système  conjugué. 
Les  fonctions  rationnelles  de  la  forme 


o'z 


F' 


pHses  suivant  le  module  premier  p^  peuvent  être  em- 
^oyccs  pour  représenter  des  substitutions  de  p  H- 1  in-» 
^ccs;  les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  à  ces  indices  sont 
alors 

O,    I,    2,...,   (y>— l),   00, 

^  on  doit  toujours  regarder  deux  nombres  congrus  suî- 
^^Ht  le  module  p  comme  pouvant  représenter  le  même 


364  COURS  p'algèbee  supérieure. 

indice.  La  substifution  de;  Tinfini  à  z  se  fait  d'après  ks^ 
règles  de  FAIgèbre  ordinaire»  et  lorsque,  pour  une  valeur 
particulière  dez,  le  dénominateur  dz  est  congru  à  zéro^ 
la  fonction  prend  la  valeur  oo  .  C^est  là  une  conventioi^ 
qu'on  est  libre  de  faire,  attendu  qu^elle  n^cst  ea  contra*^ 
diction  avec  aucun  des  principes  fondamentaux  de  1^ 
théorie  des  congruences. 

En  résolvant  la  formule  (i)  par  rapport  à  z,  il  vient 


cette  formule  montre  qu'il  n'existe  qu'une  seule  valeiu 
de  z  propre  à  faire  acquérir  kOz  une  valeur  donnée,  ce 
qui  est  nécessaire  pour  que  dz  puisse  représenter  ixne 
substitution. 
La  congruence 

(2)  Bz^z     [mod.  p) 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  rt'z' — [a — b')z  —  b==o     (mod. /^), 

OU 

[2û'«  -^  («  —  à')]^  =  (a  H-  b'Y^ilab'  —  ba' )     (mod./»). 
Elle  n'aura  aucune  racine  réelle  si  la  quantité 

(4)  (^a  +  by  —  ^{ab'—ba') 

est  non-résidu  quadratique  relativement  à  ^;  alors,  1a 
congruence  (2)  ne  pouvant  subsister  pour  aucune  valeair 
de  z^  la  substitution  6z  déplace  tous  les  indices.  Si  1^ 
quantité  (4)  est  congrue  à  zéro,  la  congruence  (2)  ou  (3) 
a  deux  racines  réelles  et  égales^  par  conséquent,  la  sub — 
stitution  Oz  déplace  p  indices.  Enfin,.si  l'expression  (4  3 
est  résidu  quadratique  de  /7,  la  congruence  (a)  a  dea^ 
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rst<nnes  réelles  m> inégales;  en'<Gf)fiséquence^  la  substiCu- 
tion  9z  ne  déplace  que  p  —  i  indices.  < 

-  '  *  468.  Désignons  par  n  Tordre  de  la  fonction  linéaire 
9  j^^  et  considérons  la  suite 

-  Si  la  congriience  ôz^z  (mod.  p)  a  mie  racine  réelfe 
^09  ^^s  termes  de  la  suite  précédente  se  réduiront  tous 
k  js^  pour  z  =  Za  ;  mais,  pour  toute  autre  valeur  Zi  de  z, 
aixcun  de  ces  termes  ne  se  réduira  à  Zq,  Laissant  de  côté 

ces  valeurs  Zo  s'il  en  existe^  je  dis  que  les  termes  de  la 

sixite  précédente  auront  toujours  des  valeurs  distinctes. 

Car  si  Ton  avait,  par  exemple, 

j'.       .  j  ô       ''«f  =  ô    z,     (mod./?), 

en  posant 


Zjir^  0*^  Z,  , 


il  en  résulterait 

9^ Z2^Z2     (mod.  p); 

ce  qui  est  impossible,  car  v  étant  inférieur  à  w,  on  ne  peut 
^voir  identiquement 

G^z^z     (mod./?); 

d  ailleurs,  par  les  formules  du  n**  455,  la  précédente  con- 
jruence  n'est  autre  chose  que 

Qz^z     (mod.  /?), 

®^  en  conséquence,  elle  n'admet  pas  la  racine  z^. 

'  On  peut  conclure  de  là  que  la  fonction  linéaire  6z  re* 
P'^^cnte  une  substitution  d'ordre  n,  et,  d'après  la  classifi* 
^tit^n  que  nous  avons  établie  j  on  voit  que  le  système  des 
*^l^stitutions  linéaires  ne  comprend  que  des  substitutions 
ttFCîiilaîres,  dont  l'èrdre  est  l'un  des  nombres  p  -hiy  p^ 
P  — ^  1  avec  les  puissances  des  mêmes  substitutions. 
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Le  nombre  total  des  substitutions  linéaires  est 
(p  -hi)  p  (p  — i),  et  parmi  ces  substitutions  il  y  en  a 

^^ ^-J-^ 1  dont  le  déterminant  est  résidu  quadra- 
tique du  module.  De  là  résulte  la  proposition  suivante: 

Théorème.  —  L'ensemble  de  toutes  les  substitutions 
linéaires,  relatives  à  un  module  premier  p^  constitue 
un  système  conjugué  trois  fois  transitif  d*ordre 
{P'hi)p{p  —  i).  En  outre,  les  substitutions  linéaires 
dont  le  déterminant  est  résidu  quadratique  forment 
un    système    conjugué    deux   fois    transitif  d^ordre 

1{P^^)P{P  —  ^)' 

Effectivement,  le  premier  de  ces  systèmes  renferme  d 
substitutions   circulaires  d'ordre    p  -h  i ,    d'ordre  p  e 
d'ordre  p  —  i .  Quant  au  second  système,  il  renferme  d 
substitutions  circulaires  d'ordre  p  avec  des  substitution 

régulières  d'ordre  ?  et  parmi  ces  dernières  on  e 

peut  toujours  trouver  une  qui  remplace  un  indice  données.  "= 
par  un  autre  indice  donné  Zi, 

Dans  le  cas  de  p  =  5,  on  retrouve  immédiatement!^ 
système  triplement  transitif  de  substitutions  de  six  lettres^ 
dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n^  440. 

De  quelques  propriétés  des  substitutions  linéaires, 

469.  Théorème  I.  —  Si  FsZ  désigne  généralement 
les  p  [p  —  i)  substitutions  linéaires  et  entières,  relati"^ 
i^ement  au  module  p,  et  que  (^z  soit   une  fonctiort 
linéaire  quelconque  donnée,  les  substitutions  de  la 
forme  ç^^Eyz  formeront  un  système  conjugué  d'or* 
dre  p  (p'-^i)  qui  ne  déplaceront  pas  l'indice  z  pour 
lequel  la  fonction  cpz  est  infinie. 
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En  effet,  en  premier  lieu,  les  substitutions  <f^  Ef  z 
foxment  un  système  conjugué  semblable  à  celui  des  substi- 
tutiODS  E^  (n^  415).  En  second  lieu,  soit  Zo  Tindiceque 
les  substitutions  f ~^  Ef  z  laissent  immobile  ;  on  aura 

■ 

f^^EtfZo^Zo     (mod. /?), 
d*où 

Q    résulte  de  là  que  les  substitutions  E;z  ne  déplacent 
pa.s  Tindice  (fz^^  on  a  donc 

Corollaire  I.  —  Il  existe  /?  -H  i  systèmes  conjugués 
c?  ^ ordre  p(p  —  i)  dont  chacun  est  composé  de  substitu- 
t£'ons  linéaires  qui  toutes  laissent  immobile  un  même 
indice. 

Corollaire  II.  —  Chaque  système  d"* ordre  p  (p  —  x) 

s^ obtient  en  multipliant  Vun  par  Vautre  les  systèmes 

fiyrmés  respectiv^ement  par  les  puissances  de  deux  substi- 

^^^tions  linéaires  qui  ne  déplacent  pas  un  même  indice  Zq, 

Gt  qui  sont  Vune  d'ordre  p^  Vautre  de  l'ordre  p  — i. 

Car  soient 

z,   0z,    0^3,...,   BP-^Zj  ô/'-'z, 

les  systèmes  formés  par  les  puissances  des  substitutions 
^2  et  f  z  des  ordres  respectifs,  p  etp  —  i ,  qui  ne  déplacent 

pas  un  indice  ^o*  Le  nombre  des  produits  cp^  9^  z  étant 
p(p  —  i),  il  suffit  de  montrer  que  ces  produits  sont  dis- 
tincts. Or,  si  Ton  avait 

ou.en  conclurait 
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ce  qui  exige  que  l'on  ait'  fi'  =  jut,  v'=;  v,  puisque  la  substi- 
tution (^z  d'ordre  p  —  i  laisse  deux  indices  immobiles, 
taudis  que  6z  déplace  p  indices.  Notre  proposition  est 
donc  établie.  f  «  :  -.  « 

Corollaire  III.  —  Le  système  des  (p-hi)  p(p  —  i^ 
substitutions  linéaires  s^ obtient  en  multipliant  l'un^de;^ 
systèmes  d^ ordre p(p — i),  dont  les  substitutions  laisseim,  ^ 
un  indice  immobile,  par  le  système  des  puissances  d^um.^ 
substitution  linéaire  d^ ordre  p  -h  i . 

Soient 

et 

a,   9z,  ô'z,. . . ,   QPz' 

les  deux  systèmes  dont  il  s'agit.  Les  produits  (f„6^z  étan  c 

au  nombre  de  (p  -^  ^)  P  {p  —  i)?  il  suffit  d'établir  qu'ils 
sont  distincts.  Or,  si  p'  et  v'  ne  sont  pas  égaux  respecti- 
vement à  p  et  V 5  on  ne  peut  pas  avoir 

car  il  en  résulterait 

ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substitution  0  déplace  un 
indice  que  les  substitutions  (f  laissent  immobile. 

470.  Théorème  II.  —  Soient  6z  une  substitution  /e- 
néaire  d*  ordre  p  qui  ne  déplace  pas  V  indice  Zo?  ^^  9* 
une  substitution  linéaire  quelconque.  Pour  que  Von 
puisse  avoir 

//  faut  et  il  suffit  que  la  substitution  (SjZ  ne  déplace  pas 
l'indice  Zq, 
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En  effetf  la  congruence 

Bzo^Zo    (mod,  p) 
entraine 

B^Zo^z^     (mod.p). 
Si  donc  on  a 

il  viendra,  pour  z  =  Zq, 

GfZ^^^Zo     (mod./?), 


,.  puisque  la  substitution  9z  déplace  tous  les  indices  à 
1^ exception  de  ^09  on  a 

<fZo^Zo     (mod.p)j 

Ce  qui  exprime  que  la  substitution  <fz  laisse  Zq  immobile. 
Réciproquement,  si  q>z  ne  déplace  pas  Zq,  il  en  sera  de 
méixie  de  la  substitution  c^"^  6(^z  ]  celle-ci  est  d'ailleurs  du 
ïiièœe  ordre  que  6z.  Donc  les  deux  congruences 

Bz^z^     <f-^B<fz^z     {mod,  p) 

30^  Tune  et  Fautre  la  même  racine  unique  Zq*^  il  en 
*^^xlte,  d'après  le  mode  de  formation  des  fonctions  li- 
lés^ires,  que  les  fonctions  ç~**6cj)z  et  Oz  font  partie  d'un 
i^^x^e  groupe  de  puissances,  et  on  a 

ff''*B(fZ=:B^Z. 

^  ^^ut  remarquer  que  Tordre  nde(fz  est  égal  à  p  ou  à  un 
"^îaeur  de  p  —  i .  Mais,  si  le  premier  cas  a  lieu,  cyz  n'est 
wi^x^  chose  qu'une  puissance  de  6z. 

C^oaoLLÀiRE  I.  —  Une  substitution  linéaire  d 'ordre  p 
^^^t  échangeable  a^ec  aucune  autre  substitution  li^ 
^^^ire,  si  ce  n^est  as^ec  ses  puissances» 

effet,  si  la  substitution  9z  est  d'ordre  p  et  que  ffz 
IT.  4 
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ne  soit  pas  une  puissance  de  âz,*régalilë      ■    '  ■  ,       > 

(l)  BfZ=:<fBz.     ou      tf*6ffZ=:9z 

exige,  comme  nous  venons  de  le  dire,  que  l'ordre  de'f  ^ 
soit  un  diviseur  de  p  —i.  Alors  la  congruence 

{2)  ffz=~z     [moA,  p) 

a  une  racine  z^  distincte  de  j^q,  et  régalitë  (i)  donae^ 
pourz  =  2ri, 

d'où  il  suit  que  la  congruence  (2)  a  la  racine  Oz^.  Or,  les 
racines  de  cette  congruence  sont  Zi  et  ^0  ==  ^'^O)  donc  il 
faudrait  que  Ton  eût 

Osi^^i     ou     6Z|^9zo> 

et,  par  suite,  z^  =  z^^  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

Corollaire  II.  —  Soient  dz  une  substitution  linéaire' 
d* ordre  p  etffz  une  substitution  linéaire  dont  V ordre  r^ 
est  un  diifiseur  de  p — i.  Si  les  substitutions  Qz  et  çi^ 
laissent  immobile  un  même  indice  Zo-,  on  obtiendra  ur^^ 
système  de  substitutions  conjuguées  d^ ordre  np  en  mul- — • 
tipliant  le  système  des  puissances  de  Oz.par  celui  de^ 
puissances  de  t^z.  En  outre ,  ce  système  d* ordre  np  reri"-^ 
fermera  toutes  les  substitutions  linéaires  d'* ordre  n  quin^' 
déplacent  pas  V indice  Zq. 

Il  est  évident  qu^on  obtiendra  un  système  conjugua 
d'ordre  np  «n  multipliant  l'un  par  l'autre  les  deux  s] 

tèmes 

Zy  Oz,   Ô^z,.  . .  ,   ô/^'s, 

En  outre,  ce  système  d'ordre  np  renferme  toutes  leî 
substitutions  d'ordre  n  de  la  forme  6"'  (f9^z,  et,  comme 
peut  avoir  l'une  quelconque  des  valeurs 

o,   1,  2,  3,...,  (p  — 1)1 


0*^  tnmféra  p  syfttëtnès  foniiës  ûh«:cufi  piir  les  paissan^eé 
^*«iiie  êàbstitution  d^ordre  71  qui  ne  dëpla^<^  pàè  l'in-^ 
iîce  Zq.  Or,  il  n'existe  pas  un  plus  grand  nombre  de  tels 
systèmes^  il  suffit  donc  d'établir  que  ceux  dont  nous  ve- 
nons de  parler  sont  distincts.  Je  dis  que  Tégalité 

^t  impossible,  car,  si  elle  avait  lieu,  il  en  résulterait       , 
ïnai  Qif  bn  a  ff^Q^zz=.  fl^z,  et,  par  conséquent, 
on  ^i.Tirait  donc 

cç  cj-uî  exige  ft  =  i ,  (x=  i .  Mai»,  sî  Ton  avait  p  =  ï ,  les 
8^9 dilutions  Oz  et  (^iz  seraient  échangeables,  ce  qui  n'a 
pa»     lieu. 


•  Théorème  III.  —  Soient  6z  une  substitution 
Un^^re  d* ordre  pdzi,  et  cp^  une  substitution  linéaire 
^^^^ncte  des  puissances  de  dz.  Pour  que  F  on  puisse 

^  fi:9ut  et  il  suffit  que  f  z  soit  une  substitution  du  deuxième 
^■oÉTTe  et  que  les  racines  réelles  ou  imaginaires  x«,  Zi 

^  ^^i  congruence 

Bz^z     (mod. /9) 

^^^^^t  telles,  que  ton  aà 

<pz«^2i,     fZi^^o     (mpd./?)* 

*^^^^zs  le  cas  oii  l^ ordre  de  6  z  est  p  —  i^les  racines  z^y  Zi 

24* 
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sont  réelles  et  Icl  dernière  condition  expnme  que  la  sub- 
stitution (f  z  transpose  les  deux  indices  que  6z  laisse 
immobiles. 

Si  Fégalité  (1)  a  lieu,  le  système  des  puissances  de 
y*6cf-2,  savoir, 

coïncide  avec  le  système 

(3)  z,  Ô2,  ô^z,..., 

des  puissances  de  Oz.  Chacun  des  systèmes  (2)  et  (%  ^ 
renferme  une  substitution  du  deuxième  ordre,  et  alors  c 
deux  substitutions  doivent  être  égales;  on  a  ainsi 

pdzi  pdoi  p±\  p±:t 

(4)  ©""'0     ^      ffZ=:zB    '^     z      OU   /G     '-^     ffZ  = 


2 


z. 


Réciproquement,  si  cette  égalité  (4)  a  lieu,  les  systèm< 
(2)  et  (3)  étant  du  même  ordre  ^  dz  i  et  ayant  une  sul^  ^ 
stitution  commune,  ils  coïncident  nécessairement. 

Si  Ion  remplace  z  par  Q  ^    9  z,  l'égalité  (4)  devient 

pdbi     pzhi 


pj±l 

0  2  (^z  et  ^z  ont  donc  le  même  carré,  et  il  en  résul 
que  ces  fonctions  sont  du  deuxième  ordre.  En  efiet»  si  I^ 
contraire  avait  lieu,  les  deux  substitutions  dont  il  8*agi>  '^ 
appartiendraient  Tune  et  Tautre  au  groupe  des  puissance  ^ 
d'une  même  substitution  linéaire  ^z;  on  aurait 

ô    '-*      f^Z  =  '^^Z^       ç8  =  >[/'' 3, 

d'où 

p±^ 


0   '^-  z  =  ^^     "z 


J 


etp^^mte  les  fonctions  ^«t  0  feraient  partie  dà  même 
gfoti^cHle  puissances,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Ainsi 
Von  a 

(5)  ff^zz=Zy     0 


et  réciproquement  ces  ^alités  entraînent  la  formule  (4). 
Cela  posé,  soient  z^  et  z^  les  racines  réelles  ou  ima- 
ginaires des  congruences 

pûix 

02^2,     0  *    z^z     (mod. /?), 
''égalité  (4)  donnera 

p-àix  p-±i 

^— »Ô  *    ifZt^Zty     ff^B  '■*    fZt^Zt     (mod. />), 
ou 

0  *    ç«a^ç«o,     0   *    çzi^^îi     (mod. /?), 

d'où  il  suit  que  (^z^ei(f  z^  ne  sont  autre  chose  que  z^^  et  z^ . 
Mais  si  Ton  a  tfz^^z^^  (fz^^z^^  les  fonctions  (fz  et 

9  ^  z,  qui  sont  du  deuxième  ordre,  coïncideront;  donc 
on  a 

(o)  ^2a^z, ,     fs,  ^Zo     (mod./?). 

Réciproquement,  si  ces  congruences  (6)  ont  lieu,  les 
^Dgruences  du  deuxième  degré 

p-àzi  pzhi 

ç— «0  *    ^3^2,     0^    «^2     (mod. /?), 

^^ront  les  mêmes  racines,  et  comme  leurs  premiers 
ambres  sont  des  fonctions  du  deuxième  ordre ,  ces  pre- 
miers membres  seront  égaux  entre  eux. 

CoROLLAiEB  I.  —  //  cxistc  p±i  substitutions  du 


deuxième  ordre  ffz  telles,  que  Voip  ait 

sai^oir  ;  /;  -H  i  si  Qz  est  de  l'ordre  p  4- 1,  et  p  —  i  siSz 
est  de  Tordre :p  —  i.» 

.    En  effet,  z^  et  z^  désignant  comme  précédemment  tes 
racines  de  la  congrnenceâz^s  ^mod.  p),  si  l'on  a 

çso=3z,,     (fZi^z^    (mod.  p)f  ^ 

la  fonction  linéaire  du  deuxième  ordre  <s^z  sera 

a(z  —  Zo — z,) -h /ï'«««i^ 


ffZ  r=r 


a'z 


cette  expression  renferme  une  indéterminée  -7  à  laquelle 


a 
a' 
on  peut  attribuer  les  p  -f-  i  valeurs 


o,  I,  2,  3,...,  {p  —  i)f  Qo; 
toutefois,  quand  Zq  et  Zi  sont  réelles,  il  faut  rejeter  le^ 
deux  valeurs  -^  =  r^ ,  —  =  ^j  pour  lesquelles  l'expres- 
sion de  (fz  se  réduit  à  une  constante.  Donc  le  nombre  des 
substitutions  (fz  est  toujours  égal  à  l'ordre  de  6z, 

Corollaire  II.  —  Si  Qz  est  une  substitution  d^ordr^ 
p  ±1  et  que  ojz  soit  Tune  des  p±i  substitutions  dU' 
deuxième  ordre  telles,  que 

on  obtiendra  un  système  de  a  (p  ±  i)  substitutions  con^ 
juguées,  enjoignant  aux  puissances  de  6z  leurs  produits 
par  <fz.  En  outre,  ces  p±i  produits  seront  précisfémen^ 
les  pdzi  substitutions  du  deuxième  ordre  qui  satisfont 
à  la  précédente  égaUté. 

D'abord  il  est  évident  qu'on  obtiendra  un  système  con- 
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PHS^éj  en  multipliant  l'un  par  l'autre,  à  droite  ou  à 
Souche,  les  deux  systèmes 

Zy    <uZ» 

Ensuite,  si  l'on  considère  un  des  produits  obtenus, 

(i)  iJ»S  =  ô'^Z, 

oiûme  Tégalité 

ff^QffZ  =  Bf^z 
t.X'aine 

4Biura  aussi 
^  ^z  —  f^f^'z. 

^  formules  (i)  et  (a)  donnent 

^  ^  esi|;e  que  Ton  ait 

^^z  =  z^ 


autrement  les  fonctions  ^  et  9  appartiendraient  au 
c>upe  des  puissances  de  d,  ce  qui  est  contre  Tliypoihèse. 
Ss  produits  S'cpz  sont  donc  tous  du  deuxième  ordre. 
Illégalité  (1)  donne 

et  il  en  résulte  que  toute  substitution  linéaire  6'z  est  le 
produit  de  deux  substitutions  du  deuxième  ordre. 

Reuarque.  —  On  obtient  un  système  conjugué  d'ordre 
an  si,  en  posant  p±  1  =  mn^  on  multiplie  l'un  par 
l'autre  les  deux  systèmes 

Zy       ^Z. 
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Corollaire  III.  —  Pour  que  deux  •  substitutionM>fk 
néaires  qui  ne  sont  pas  des  puissances  d^une  méme^sul 
stitution  soient  échangeables^  il  faut  et  il  suffit  qu^eU 
soient  toutes  deux  du  deuxième  ordre ^  et  que  les  indic 
[réels  ou  imaginaires)  que  Vune  des  substitutions  lais 
immobiles  soient  transposés  par  Vautre  substitution»  ' 

En  efTet,  soient  f  et  <p  deux  substitutions  linéaires  q 
ne  sont  pas  des  puissances  d^une  même  substitution, 
ces  substitutions  sont  échangeables,  aucune  d^ellef  \ 
sera  d'ordre  p  (n^  470)*,  ^z  sera  donc  une  puÎMaiu 
d^une substitution  Qz  d'ordre p±i.  L'égalité 

ne  peut  avoir  lieu  que  si  le  groupe  des  puissances  c 
(f~^9(^z  coïncide  avec  celui  des  puissances  de  0^;  ce 
exige  que  tfz  soit  du  deuxième  ordre.  Le  même  raisonn 
menl  prouve  que  ^z  est  aussi  du  deuxième  ordre;  alor 
d'après  le  tbéorème  qui  précède,  si  z^  et  z^  désignent  1 
racines  de  la  congrucnce  (fz^z  (mod. p),  les conditioi 
pour  que  tfz  et  ^z  soient  échangeables  sont 

tpZo^Zi,     '^Zi^Zo     (mod,  p)} 

il  est  évident  que  l'une  de  ces  conditions  entraine  l'autr 

/ 

472.  Théorème  IV.  —  Soient  6z  une  substitutif 
linéaire  d'ordre  p  -h  i ,  pour  le  module  p,  etxsz  une  su 
stitution  linéaire  quelconque.  On  pourra  satisfaire 
VégaUté 

oii^z  désigne  une  substitution  linéaire  et  entière, 
attribuant  à  Vun  quelconque  des  nombres  met  n  Vu 
quelconque  des  valeurs  o,  i,2,3,...,p;/a  valeur 
Vautre  nombre  sera  alors  déterminée. 

En  effet,  la  substitution  Qz  étant  d'ordre  p  +  i, 
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prendront  dans  un  certain  ordre  les  valeurs 

o,    I,  2,  3,. . . ,  (/>  — l),  QO, 

quelle  que  soit  la  valeur  que  Ton  attribue  à  z.  Cela  étant, 
posons 

Ô"QO=ao>      TSZ^  =  Zi^       Ô"Z,  =00. 

Si  le  nombre  n  est  donné,  la  première  de  ces  formules 
détermine  .^0,  .1^  deuxième  donne  ensuite  ^i,  et  alors  le 
noniLre  m  est  déterminé  par  la  troisième  formule.  Si  au 
coatraire  le  nombre  m  est- donné,  la  troisième  formule 
détermine  ^i,  après  quoi  la  deuxième  donne  Xq  =  cj'~*Z| 
et  le  nombre  n  est  ensuite  déterminé  par  la  première  for- 
^tilc.  D'après  cela  on  a 

cesc-à-dire  que  la  fonction  linéaire  d^nO^'z  devient  iu- 
hûî^  pour  z  =  00 ,  et  par  conséquent  elle  est  entière. 

CHoROLLAiRE.  —  Si  le  déterminant  de  la  substitution  xsz 
est  wésidu  quadratique  du  module  p,  que  r  désigne  une 
Tocine  primitive  pour  ce  module  et  que  les  entiers  /n,  n 
soî^jit  tels^  que  la  substitution 

so£^  entière^  si  Von  pose  en  outre 

«*.  Substitution 

entière  et  son  déterminant  sera  résidu  quadratit/ue 


3^8  couRs^  d'aioèbre  sdpébiboi^. 

En  effet,  suivant  que  mein  sont  pairs  ou  impaiia,  la 
substitution  dont  il  s^agit  a  l'une  des  formes 

e-*»nT9"a,      ô-^i!iô'»/-z,      -Gr^xnO^Zf      -  Ô-:*"  oô* /«; 

r  T 

9 

elle  est  donc  entière.  D'ailleurs,  son  déterminant  est  résidm. 
quadratique  dep,  car  elle  est  le  produit  de  trois  substitua 

lions  y^'  r,  X3z^  fn  z^  dont  les  déterminants  sont  résidu^ 

quadratiques.  / 

Exemple.  —  Supposons  ;?  =i=  7,  r  =  3,  et  prenons 

^        js  -f-  6  2-1-2 

©«=:=  — : 7>       XS9z= 7-^> 

2  +  4  2 

on  aura 


0»cr0  32i=2,  -^000*32=:  23  4-6, 

•çô*CT9»a=:4«H-4»  6<Bt9«Z  z=:2-h  3, 

O'crÔ^Sz— 2Z  +  6,      i©'cT0'32  ==424- 4. 


Sur  les  substitutions  de  cinq  et  de  sept  lettres • 

473.  Lorsque  le  nombre  premier  p  est  égal  à  3,  \^ 
substitutions  des  p  —  i  indices  z 

o,    1,2,  3,. ..,    (p  —  \) 

sont  toutes  linéaires  et  entières. 

M.  Betti  a  donné  pour  le  cas  de  cinq  lettres  l'exprc»'^ 
sion  analytique  des  substitutions,  et  M.  Hermite  a  résol 
ensuite  le  même  problème  à  l'égard  des  substitutions 
sept  lettres.  Nous  allons  exposer  ici  ces  importants 
sullats. 
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IhsS    SUBSTITUTIONS    DE    CINQ  I.BTTRE8.    CoDsidérons 

l'abord  le  cas  de  cinq  indices  ;  diaprés  ce  qui  a  été  dit  au 
1^465,  les  formes  réduites  des  substitutions  sont 

Bz^Zf  z%  z^-haz     (mod.  5). 
1  deuxième  forme  doit  être  exclue,  car  on  en  tire 

[ezy  =  »^  =  i     (mod.  5); 
.  troisième  donne 

''  pour  faire  disparaître  le  terme  indépendant  il  faut 
oser  a  =  o.  Toutes  les  autres  conditions  se  trouvant 
'ailleurs  remplies  (n**  465)  par  F  expression  &i;^js',  il 
u  résulte  que  la  totalité  des  substitutions  pour  un  sys~ 
ïoke  de  cinq  indices  sont  comprises  dans  les  deux  formes 

as -h  6,     «(z -»- 6)' -f- 7, 

^  l'on  n'excepte  que  la  valeur  de  a  =  o. 

'4'74.'  Des  substitutions  de  sept  lettres.  —  Dans  le 
i^  de  sept  indices,  les  formes  réduites  ne  peuvent  être 
*e  les  suivantes  : 

'  ^s z,    z^y    z*  -h  azj    z*  -^-  az^  -h  bz^    z*  -î-  az^  -f-  bz>^  H-  c», 

^t'^ni  lesquelles  on  doit  rejeter  d'abord  la  deuxième  et 
t.roisième,  parce  que  le  terme  indépendant  de  r  subsiste 
^Oessairement  dans  le  cube  de  Tune  et  dans  le  carré  de 
^^tre. 

Soit 

ôz^z*  -f-  az*  -^  bz^ 

^  voit  immédiatement  que  le  terme  indépendant  dans 
«9]*  est  a  ;  on  a  donc  a  ^  o.  On  trouve  ensuite 

[z^-hbzY^zz'^-h^bz^ -{-^b^z* -hb^z^  \ 
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ce  qui  exige  que  Ton  fasse 

3^'-hi  =  o,     b==±:3     (mod.  7). 

On  a  ainsi  les  deux  formes 

Bz=:z*  4-  3z,     92  =  z*  —  3a, 

mais  la  seconde  se  ramène  à  la  première  par  la  transfor- 
mation indiquée  au  n^  465,  car  si  Ton  fait 

cette  formule  se  réduit  à 

Sz^=:  z*  —  32, 

si  Ton  suppose 

a^^ —  I     (mod.  7), 

c'est-à-dire  si  l'on  prend  a  non-résidu  quadratique  de  7- 
Cela  étant,  on  a  la  série  des  puissances  qui  suit  : 

Qz^  z*H-3z 
[02p  =  6z*-f  3z' 
[Ôz]*^    z*  ^  (mod.  7), 

[0z]<  =  33* -f- z 
[BzY  =  3z'-h6z^J 

en  sorte  que  toutes  les  autres  conditions  se  trouvent  rem* 
plies  d'elles-mêmes. 
Soit  en  dernier  lieu 

6 3  ^  z* -f- as' H- ^z' -4- cz     (mod.  7]; 

on  aura,  en  égalant  à  zéro  le  terme  indépendant  de  z  dan^ 
le  carré,  dans  le  cube  et  dans  la  quatrième  puissance 
de  0z, 

ab^  -f-  ^b^c^  4-  2  (2a  4-  c')  (i  4-  lac  4-  b^)  ^o. 


SECTION    IV.  —   CHàPITRB   IV.  38l 

!!ia  deuxième  condition  est  satisfaite  en  posant 

e  qui  réduit  la  troisième  à 

(2a  -f-c»)  (i  H-  2ae)^o; 

SOI  plaçant  c  par  la  valeur a'  ^  3  a*,  tirée  de  la  pre* 

lière  congruence,  on  obtient  Tidentité 

^  a  ainsi  cette  expression, 

a  ^  reste  indéterminé,  mais  que  Ton  peut  ramener  au 
is  de  a  ^  o  et  à  ceux  de  a ^  i ,  a^ 3,  au  moyen  de  la 
'I^^tion 

a9(az)  =z  z*  —  aa^z^  4-  3fl^a'z. 

Cfe.  vérifie  facilement  que  la  cinquième  puissance  dé 
^  txe  expression  de  6z  ne  renferme  pas  de  terme  indépen- 
t,  en  sorte  que  la  dernière  condition  exigée  se  trouve 
isfaite  d'elle-même, 
upposons  maintenant  que  b  ne  soit  pas  nul  suivant  le 
dule  7.  La  première  des  conditions  écrites  plus  Haut 
donne 

^9  en  substituant  cette  valeur,  les  deux  autres  se  rédui- 

enta 

3  — 3û»-f-  ^'=0, 

il  suit  de  là  qu'on  a  ces  deux  solutions 

^s^ —  I,      b^dzi. 
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On  conclut  de  là  ces  notivelles  formes  réduites 

a  étant  ici  un  non-résidu  quadratique  de  7;  enfin,  parla 
*  transformation  déjà  employée  plus  haut,  on  ramènera  ces 
deux  formes  aux  suivantes  : 

En  résumé,  toutes  les  substitutions  des  indices 

o,  I,  2,  3,  4>  5,  6, 
acf  nombre  de 

1.2.3.4-5.6.7  =5o4o, 

peuvent  être  représentées  par 

az+6,     «0  (2 -H  6)  4- 7, 

la  fonction  ^z  prenant  successivement  ces  formes  : 

a*  ±3.2, 

«*  -haz^  -h3a^z     (a  quelconque) , 

z*  -h  a2*dt  «*  4-  3/1*2     (tf  non-résidu  de  7  ). 

475.  M.  Hermite  a  publié  d'abord  les  résultats  qui 
précèdent  dans  les  Annales  Ae  M..  Tortolini,  et  il  les  a 
complétés  ensuite  par  des  remarques  que  nous  croyons 
utile  de  reproduire. 

Considérons  les  deux  formes  réduites  :z*-f-  3  r,  ir'-f-  a  Ji* 
qui  font  partie  de  celles  que  nous  avons  obtenues,  et 
distinguons  les  valeurs  de  z  en  deux  groupes,  contenant 
l'un  les  résidus  quadratiques,  Fautre  ]es  non-résidus,  re- 
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Utivement  au  module  7.  On  trouvera 

z*  -h  Sz^2z     (2  résidu  quadratique  de  7),    .  . 

^  4  ^     (  ^  non-résidu  de  7  ) , 
et 

jç*  H-  2 z'  ^  3 «*     (z  résidu  quadratique  de  5 ) , 

^z*       (z  non-résidu  de  7), 

Considérons    en    deuxième    lieu    la    forme    réduite 
^^-h.^' -h  3^,  et  distinguons  les  indices  en  résidus  cu- 
qaes  et  en  non-résidus  relativement  à  7  ^  on  aura 

z*  H-  z*  H-  3z  ^  —  HZ     (z  résidu  cubique  de  7), 

^  -4-  2z     (z  non-résidu  cob^ue  de  7)* 

Considérons  enfin  les  deux  substitmSons  -e*  -fr  3 2'  —  z 
^*  +  3^'  ±  i'  -^  r.  On  pourra  encore  ramener  ces 

^Xibstitutions  à  la  forme  monôme,  mais  d^une  manière 

V)ute  différente.  On  a  en  effei, 

—  3.'  .(z>2), 

d'où  Ton  conclut^  en  faisant  e  =  d=  i, 

j5*-ï-3z»-l-fz»  — jss{3-f-f)«»  r<~)' 

Ces  résultats,  dît  M.  Hermlte,  autorisent  jusqu'à  un 
certain  point  à  supposer  que,  dans  Tétude  des  formes 
analytiques  des  substitutions  pour  un  noùibre  premier  p 
de  lettres,  les  expressions  nommées  réduites  se  ramènent 
elles-mêmes  à  d^autres  beaucoup  plus  simples,  en  consi- 
dérant les  valeurs  de  l'indice  cojnme  résidus  ou  non- 
résidus  de  puissances  dont  Texposant  diviserait  p — i, 
ou  bien  encore  comme  divisées  en  deux  séries  formées 
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l'une  de  nombres  inférieurs  à  -9  et  l'autre  de  nombres 

2 


*  • 


supérieurs. 

476.  Par  exemple,  le  nombre  premier  p  étant  quel- 
conque, si  Ton  a  une  substitution  réduite  de  la  forme 

il  est  clair  que  l'on  peut  écrire  d^une  manière  plus  simpl  e 

02  =  2û2^     (si  z  est  résidu  de  p) , 
Qzz=i  bz^     (si  z  est  non-résidu  àep). 

C'est  à  cette  catégorie  de  substitutions   qu'appartien.tj 
dans  le  cas  de  p^^^j^  la  substitution  réduite 

ez=:  — «*  — 22% 

qui  est  telle,  que  Ton  a 

0[Ô2]^2, 

et 

G[a0(s)4-^]r=2ûô*0^2+^Wi^(^*-+-2Ô»), 

pourvu  que  a  soit  un  résidu  quadratique  de  7. 

Il  résulte  de  là  que,  a  étant  résidu  de  7,- les  substit 
tions  représentées  par  les  expressions 

az-^by     «0(2-f-^)4-c 

forment  un  système  conjugué.  La  première  expressio 
donne  3X7  ^^  ^'  substitutions,  la  seconde  en  donit^ 
3  X  7'  ou  x^'j.  Donc  il  existe  un  système  de  168  substî^ 
tutions  conjuguées  de  sept  lettres^  l'indice  de  ce  systèia-^ 
est  égal  à  80.  Cet  important  résultat  a  été  constaté  poa^ 
la  première  fois  par  M.  Kronecker. 
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CHAPITRE  V. 

APPUCATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  SUBSTITUTIONS. 


^es  valeurs  dwerses  que  prend  une  fonction  de  plusieurs 
•  variables  par  les  substitutions  de  ces  variables, 

411,  Je  me  propose  ici  d'appliquer  les  principes  éta- 
is dans  les  Chapitres  précédents,  à  Tétude  des  fonctions 
plusieurs  variables,  au  point  de  vue  des  valeurs  diverses 
e  prennent  ces  fonctions  par  les  substitutions  des  va- 
blés. 

[1  suffit  pour  notre  objet  de  considérer  les  fonctions 
ionnelles  et^mèmeles  fonctions  entières;  mais  les  déve- 
pements  qui  vont  suivre  s'appliquent  à  toutes  les  fonc- 
tàs  bien  déterminées. 

Désignons  par  V  une  fonction  bien  déterminée  des 
siriables 

KiQons  les  N  =  i .  2 . 3 . . .  ^  substitutions  de  ces  variables 
^iKécutons  successivement  toutes  ces  substitutions  dans 
^onction  V  5  nous  obtiendrons  ainsi  N  résultats 

^î  la  fonction  V  est  symétrique,  les  N  résultats  (i)  se- 
^%  tous  égaux  entre  eux;  au  contraire  ils  seront  tous 
minets  si  la  fonction  V  n'offre  aucune  symétrie.  Ceder- 

•  ^  cas  se  présentera  en  particulier  si  l'on  a 

V  =  ao  .Tu  4-  aj  .r,  -}-  a^  Xa  -I- ,  .  .4-  a;,_t  x„_t , 

*  c(i, . . .  a„.i  étant  n  coefficients  inégaux. 

II.  25 
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.  Désignons  généralement  par  /x  le  nombre  de  celles  d^^ 
fonctions  (i)  qui  sont  égales  à  Y  ^  alors  //  sera  le  nombc:-'^ 
des  substitutions  que  l'on  peut  exécuter  sur  Y  sans  cbac^^ 
ger  cette  fonction.  Soient 

(2)  I>    Si,    Sa,...,    S^_j 

ces  fi  substitutions.  Comme  la  fonction  Y  ne  change  pas 
quand  on  exécute,  dans  un  ordre  quelconque,  deux  ou  un 
plus  grand  nombre  des  substitutions  (2),  il  est  évident 
que  ces  substitutions  constitueront  un  système  conjugue. 
Nous  avons  vu  (n^413)  que  Les  N  subslitutions  des 
n  variables  peuvent  être  représentées  par 

I>  S|,  Sa,  ...  ,  S^_,, 

T| ,         T|  S| ,        T|  02, .  .  .  ,         "'•'^tt i> 

(3)  {Ta,         TaSiji         T1S2,...,         TjS       ,, 


9 


V^^  désignant  généralement  le  résultat  obtenu  en  exéc 

tant  sur  Y,  d'abord  la  substitution  S,-,  puis  la  substit^^' 
tion  Ti^  dans  le  cas  de  7  =  o,  la  substitution  S,  doit  êt^ 

réduite  à  l'unité,  et  nous  écrivons  Y,  au  lieu  de  Yf  ^* 

Comme  les  substitutions  S  ne  changent  pas  Y  ou  Vp,  o^ 


{ 


Tj,_p  Tj,_jS„  T^^iSa,...,  Tj,_jS^_j, 

donc  les  N  =  f*v  fonctions  (i)  pourronx  être  représenl^^*   m 
par 

^^'  I    Va,  »,    9        ^i    »•••»         »j  5 


Fi 
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voit  que,  dans  le  tableaa  (4) ,  les  termes  d'une  même  ligne 
horizontale  sont  égaux  entre  eux,  et  que  lesseules  valeurs 
distinctes  de  Y  sont 

(5)  y«,  V,,  V.,...,  v,_,. 

478.  Lorsqu'une  fonction  ne  sera  pas  altérée  par  une 
substitution,  je  dirai,  pour  abréger  le  discours,  que  la 
fonction  admet  la  substitution;  on  peut  alors  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Théokeke  I.  —  Les  substitutions  d!une  fonction  de 
plusieurs  variables  forment  un  système  conjugué  y  et  Vin-- 
licG  de  ce  système  est  égal  au  nombre  des  valeurs  diS' 
''ne  tes  que  la  fonction  peut  acquérir  par  les  substitutions  * 

Ce  théorème  entraine  diverses  conséquences  {n°*414 
432),  parmi  lesquelles  nous  devons  signaler  les  sui- 
tes : 

lonoLLÀiRE  I.  —  Le  nombre  des  valeurs  distinctes 
fonction  de  n  variables  '  est  un  dis^iseur  du  prO' 

I.2.O.  .  •Ttf 

OROLi.AiRE  II.  —  Le  nombre  des  valeurs  distinctes 
^^^e  fonction  de  n  variables  ne  peut  s'abaisser  au- 
^-^sous  de  n  sans  se  réduire  à  i  ou  à  2^  le  cas  de  n  =  4 
'^9,nt  seul  excepté. 

Corollaire  III.  —  Une  fonction  de  n  variables^  qui  a 
ff^écisément  n  valeurs  distinctes^  est  symétrique  par  rap- 
port an  —  I  variables ,  le  cas  de  n=z6  étant  seul  ex- 
cepté. 

n  faut  remarquer  que  si  Ton  exécute  une  substitution 
quelconque  sur  les  v  fonctions  (5),  ces  fonctions  ne  pour- 
ront que  s^échanger  les  unes  dans  les  autres.  Si  donc  on 
lésigneparV  une  indéterminée,  le  produit 

(V-V.)(V-V,)...(V-V,_,) 

9.5. 
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sera  une  fonction  symétrique.  Il  en  résulte  que  toute  fonc- 
tion symétrique  des  fonctions  (5)  est  une  fonction  symé- 
trique des  variables  x  \  nous  avons  déjà  eu  Poccasion  de 
faire  cette  remarque  au  n**  180. 

479.  La  proposition  que  nous  venons  d^établir. admet 
une  réciproque  que  Ton  peut  énoncer  comme  il  suit: 

Théorème  n.  —  //  existe  toujours  des  fonctions  (jiù 
admettent  les  substitutions  d'un  système  conjugué  donné 
et  qui  n^ admettent  aucune  autre  substitution. 

En  effet,  soient 

(0  I>    Si,   Sa,  .  .  •  ,    S^_x 

les  substitutions  conjuguées  données,  et  désignons  par 
une  fonction  des  n  variables 

"•'O    •*'i  >    •*'J>  •  •  •  >     •*'IJ— I 

dont  toutes  les  N  valeurs  soient  distinctes;  on  pourr* 
prendre,  par  exemple, 

«oî  ^19-  •  •>  «n-i  étant  des  nombres  inégaux. 
Soient 

les  résultats  obtenus  en  exécutant  sur  X  les  jx  substitu- 
tions (i),  et  posons 

V  3=  A© Xi Xj. .  «x  j, 

il  est  évident  que  la  fonction  V  admet  les  (x  substitu- 
tions (i)  et  qu'elle  n'admet  aucune  autre  substitution. 

Remarque.  —  SI  l'on  pose 

»  ^^^y  (Xo,  Xi,  Xz,..*,  X  jj 
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^désignant  une  fonction  symétrique  deXo,Xi,.-«9X  ^^ 
a  foncûon  Y  admettra  les  substitutions  (i);  mais  elle  peut 
lussi  en  admettre  d'autres,  si  la  fonction  f  a  une  forme 
K)Dvenable.  Si  Ton  fait,  par  exemple, 

V  =  Xo-+-X,-f-.,.H-X^     ,, 
S  sera  une  fonction  symétrique  des  variables  x^^  ^iv^ 

Des  fonctions  semblables . 

480.  Deux  fonctions  de«  variables  sont  dites  sembla- 
bles, lorsqu'elles  admettent  les  mêmes  substitutions. 
Ainsi  les  fonctions 

des  quatre  variables  Xo,  Xi,  x^^  x^  sont  semblables,  car 
elles  admettent  les  huit  mêmes  substitutions, 


(x^.Xy) 

(«^0»   ^l]  (J*I9    «2^3) 

\X(iy    Xj,     J?!  ,    X^) 

(^a ,  J^3  ) 

(Xo,  X^)  [Xx  ,  X2) 

\Xq  y     X|)    \X'iy      X^) 

qui  forment  un  système  conjugué  dont  l'indice  est  égal  à  3 . 
Lagrange  a  fait  connaître  une  propriété  importante  des 
fonctions  semblables  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  données  deux  Jonctions  semblables  dès  n  vU' 
fiables  Xqj  o^i ,  0:2 , .  . . ,  Xn-.i ,  chacune  de  ces  fonctions 
est  exprimable  par  une  fonction  rationnelle  de  Vautre 
dans  laquelle  les^  coefficients  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  n  variables. 

Cette  proposition  est  contenue  dans  une  autre  plus 
générale  que  nous  allons  établir. 

Théorème.   —  Étant  données   deux  fonctions   des 
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sera  une  fonction  symétrique.  Il  en  résulte  que  toute  foncr 
tion  symétrique  des  fonctions  (5)  est  une  fonction  syiné- 
trique  des  variables  x  \  nous  avons  déjà  eu  roccasion  de 
faire  cette  remarque  au  n**  180. 

479.  La  proposition  que  nous  venons  d'établir. admet 
une  réciproque  que  Ton  peut  énoncer  comme  il  suit: 

Théorème  H.  —  //  existe  toujours  des  fonctions  gui 
admettent  les  substitutions  d'un  système  conjugué  donné 
et  qui  n^ admettent  aucune  autre  substitution. 

En  effet,  soient 

(0  I>    Si,   Sa,  .  .  •  >    S^_x 

les  substitutions  conjuguées  données,  et  désignons  par  X 
une  fonction  des  n  variables 

^j^               ^J^                ^B^                                        ^^ 
»*.Qy       *C|    ,       «1,3,    •     •     •     ,        •*'|1 1 

dont  toutes  les  N  valeurs  soient  distinctes;  on  pourra 
prendre,  par  exemple, 

^0)^1,...^  a„.i  étant  des  nombres  inégaux. 
Soient 

^oj    A.| ,    JV3,  •  .  .  ,    X   j 

les  résultats  obtenus  en  exécutant  sur  X  les  jx  substitu- 
tions (i))  et  posons 

V  :^=  A©  Xi  Xj.  .  «X    j, 

il  est  évident  que  la  fonction  V  admet  les  (x  substitu- 
tions (i)  et  qu'elle  n'admet  aucune  autre  substitution. 

Remarque.  —  SI  l'on  pose 

V=/^Xo,  X|,  Xz,..*,  X   ___jj 


SECTION    TV.  CHAPITaE    V.  SSp 

'désignant  une  fonction  symétrique  deXo,Xi,.-«9X  ^^^ 

a  foncu on  Y  admettra  les  substitutions  (i )^  mais  elle  peut 
lussî  en  admettre  d'autres,  si  la  fonction  f  a  une  forme 
convenable.  Si  Ton  fait,  par  exemple, 

V  =  Xo-f-X,-f-...-hX^^    ,, 
S  sera  une  fonction  symétrique  des  variables  o'^,  :ri,..., 

Des  fonctions  semblables. 

480.  Deux  fonctions  de  n  variables  sont  dites  sembla- 
bles, lorsqu'elles  admettent  les  mêmes  substitutions. 
Ainsi  les  fonctions 

des  quatre  variables  Xo,  Xi,  x^^  Xz  sont  sem.blables,  car 
elles  admettent  les  huit  mêmes  substitutions, 


(^0,^l) 

(a:o,a:j)(-r,,  x^,) 

[Xfif   Xj,    J?|  ,   JTs  ) 

(^3  ,  J^3  ) 

(xo,  jr3)(j:, ,  Xi) 

[Xo ,  JTi)  (JT-i,  j:3) 

qui  forment  un  système  conjugué  dont  l'indice  est  égal  à  3 . 
Lagrange  a  fait  connaître  une  propriété  importante  des 
fonctions  semblables  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  données  deux  fonctions  semblables  dès  n  vU' 
fiables  j:©  >  o^i ,  Xj , . . . ,  a:„_, ,  chacune  de  ces  fonctions 
est  exprimable  par  une  fonction  rationnelle  de  Vautre 
dans  laquelle  les^  coefficients  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  n  variables. 

Cette  proposition  est  contenue  dans  une  autre  plus 
générale  que  nous  allons  établir. 

Théorème.   —  Etant  données   deux  fonctions   des 


6gQ>  COURS  d'algèbre  supérieure. 

a,.,.,  (v  —  i),  et  que  l'on  pose 

(3){  v;ro+vîj.+vîj.+  ...+vj^,j,^,=^„ 


y 


_-y— I  __v— I  _,v  —  I 

Vo  rO  +  V,  J-,-f- +  V.^_^J-^_,  =/y«I, 

^0,  ?!,.••  seront  des  fonctions  symétriques. 

Ajoutons  les  équations  (3),  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les' facteurs  indéterminés 

Ao,    Al,    A],...,    A^ 2>     ï> 

et  faisons,  pour  abréger, 

(4)     y(v)  =  v^--'-h>^_^v^-^H-...-f->.v.-f-^, 

on  aura 

g       (     ro?(Vo)-f-r.?(v.)+...+r,-.?(v.,.0 

et  si  l'on  veut  la  valeur  de  r   par  exemple,  il  suffira  de 
déterminer  les  facteurs  Ao,  ^i,.*»?  ^^  manière  que  l'on  ait 

(6)       ç(V„)==o,     ç(V.)=o,...,     ç(V,_,)  =  o, 
excepté  9( V  )  =  o  ;  alors  l'équation  (5)  donnera 


2  +  ',-.. 


(7)        ^P  = 


_  /,>.  +  /,>,+..  .+  ',_2\  _,  +  '„_, 


> 


'  et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  X©  ?  liv*' 
ce  que  l'on  peut  faire  très-aisément  de  la  manière  sui^ 
vante. 

Les  équations  (6)  qui  déterminent  ces  facteurs  expri^ 

ment  que  l'équation 

?(V)  =  o 
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i:».x  racines  Vo ,  V, , . . . ,  V,^  __  ^ ,  excepté  V  •,  maïs  Téqua- 

»    :inèines  racines^  y  compris  V  :  et  comme  d'aîlleurs 

^Irnis  hautes  puissances  de  V  dans  <^{y)  et  dans  ^{V) 
|>our  coefficient  l'unité,  on  aura  identiquement 


?(V)  = 


V  — V 


développant  le  quotient  de  tf*  (V)  par  V — V  , 


>        = 


•V 2 


P.Y^ 


yv 


3 


-f  P       V 


P        oV^ 

V 0       /!> 


f-P.V 
V 


V— 2 
y  —  I 

p 


a  identifiant  cette  valeur  de  (f  (V)  avec  celle  donnée  par 
é^ation  (4)^  on  obtient  les  valeurs  suivantes  des  fac- 


■ors  X  : 


P. 
P. 
P» 


P.V, 
P=V 


V' 

P.V 


i.- ••=?,_, -HP, 


■2      p 


P.V 


V — a 


rr'. 


Ces  facteurs  étant  tous  exprimés  en.  fonction  de  V  et  des 
ODCtions  symétriques,  il  en  sera  de  même  dejy  .  On  peut 
ionner  à  Texpression  de  r  une  forme  très-simple  5  si  Ton 
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fait,  pour  abréger  l'écriture,  1* 


*,_3  =  'v_3  +  P''v-4  +  -"  +  Pv-3'«. 


et  que  l'on  désigne  par  0  (  V^)  le  numérateur  de  la  va- 
leur de  r  ,  donnée  par  Téquation  (7),  on  aura 

(9)    e(V  =  *.V'-^"''^r'"^-'-^*»-='^/»-^*->- 

Quant  au  dénominateur  de  l'expression  dej^  ,  il  estéga. 
à  9(V  ),  c'est-à-dire  à  la  valeur  que  prend  la  fractioi 

^;     ^;  pour  V  =  V^  :  cette  valeur  est  . 

P 

(10)  f(Vp)=vv;-'  +  (v-i)p.v;-"+...+p,_., 

t|^'  désignant  la  dérivée  de  ({;.  On  a  donc 

ou 

,     >  «(V) 

en  désignant  simplement  par  V  l'une  quelconque  de^ 
valeurs  Vo,  Vi,. . . ,  et  par  y  la  valeur  correspondante 

de  la  suite  j^oî  Ji^  •  •  •  • 

La  formule  précédente  démontre  le  théorème  encmcej^ 
et  elle  donne  l'expression  dej^  en  fonction  rationnelle 
de  V.  Ajoutons  que,  par  la  méthode  exposée  au  n*^  182, 


[\ 
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on,  pourra  donner  à  la  formule  (la)  la  forme  plus  simple 

r  =  n(V), 

il  (V)  désignant  une  fonction  entière  du  degré  v  —  i  au 
pimas,  dans  laquelle  les  coefficients  de  Y  sont  des  fonctions 
sy  cnétriques  des  variables  x. 

SiLM^r  la  formation  des  fonctions  de  n  "variableSy  qui 
admettent  des  substitutions  données. 

481.  Le  problème  qui  a  pour  objet  de  former  les  fonc- 
tions de  n  variables,  dont  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
est:  égal  à  un  nombre  donné  v,  se  ramène,  d'après  les 
théorèmes  précédents,  à  la  détermination  des  systèmes 
d^   substitutions  conjuguées  dont  Tindice  est  égal  à  v. 
Elflectivement,  quand   on  connaîtra  un  tel  système,  on 
obtiendra,  sans  difficulté,  par  le  théorème  du  n^  479,  unç 
fonction  particulière  V  correspondante,  qui  aura  préci- 
sément V  valeurs  distinctes.  Et,  quant  aux  autres  fonctions 
semblables,  elles  seront  toutes  exprimables,  comme  on 
vient  de  le  voir,  par  des  fonctions  entières  de  V  du  degré 
^ — I,  dans  lesquelles  les  coefficients  des  puissances  de  V 
seront  des  fonctions  symétriques. 

Considérons,  par  exemple,  les  fonctions  qui  ont  deux 
valeurs  distinctes.  Les  substitutions  de  ces  fonctions 
forment  un  système  conjugué  dont  l'indice  est  égal  à  a; 
^système  est  unique,  comme  on  l'a  vu  au  n**  417,  et  il 
^  Compose  des  substitutions  qui  équivalent  à  un  nombre 
pair  de  transpositions.  Les  fonctions  V  dont  nous  nous 
^ctipons  sont  donc  semblables,  et  si  l'on  désigne  par  P 
*  ^ïte  d'elles,  l'expression  générale  de  V  sera 

V  =  AH-BP, 

^  ^t  B  étant  des  fonctions  symétriques.  On  peut  prendre 
P^U.r  P  la  fonction  alternée  des  n  variables  Xt,  J^j,. . . , 
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^n-i9  dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n^  236  et  quia 
pour  expression 

Il  est  évident  que  les  fonctions  qui  ont  deux  valeurs 
distinctes  admettent  toutes  les  substitutions  circulaires 
du  troisième  ordre  qu'on  peut  former  avec  les  variables, 
et  qu'elles  n'admettent  aucune  transposition. 

Parmi  les  fonctions  qui  répondent  à  un  système  donné- 
de  substitutions  conjuguées,  on  peut  se  proposer  de  dé- 
terminer les  plus  simples,  par  exemple  celles  qui,  élani 
rationnelles  et  entières,  ont  le  plus  petit  degré.  Enonce 
dans  ces  termes^  le  problème  qui  nous  occupe  exige  des 
considérations  d'un  tout  autre  ordre,  et  sa  solution  offn 
de  sérieuses  difficultés.  Nous  n'aborderons  point  ici  l'é- 


tude de  ce  nouveau  problème  qui  est  d'ailleurs  tout  à  fai 
en  dehors  de  notre  sujet  ;  toutefois,  afin  de  présenter  un  - 
application  de  la  théorie  que  nous  avons  développée  dau. 
les  Chapitres  précédents,  nous  croyons  utile  de  faire  con- 
naître ici  un  procédé  particulier  par  lequel  on  obtîe 
facilement  les  fonctions  qui  répondent  à  certains  système  ^ 
de  substitutions  conjuguées. 

Si  un  système  de  substitutions  conjuguées  est  m  foi  ^^ 
transitif,  nous  dirons,  avec  Cauchy,  que  les  fonctîoi»-  ^^ 
qui  admettent  ces  substitutions  sont  m  fois  transitit^es , 

Des  fonctions  doublement  transitives  de  n  "variabl^-"^ 
qui  ont  1.2. 3. .  .[n  — ■  2)  valeurs,  n  étant  premier, 

482.  Les  fonctions  dont  il  s'agit  ici  jouent  un  rôl-  ^* 
considérable  dans  la  théorie  des  équations  algébriqu( 
Elles   répondent  au    système    conjugué    formé    par  1« 
n[n  —  i)  substitutions  linéaires  et  entières  de  la  form< 
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S   désignant  snccessivement  tons  les  indices  o,  i,  a,  •  » . , 
[^rM.  —  i)  des  n  variables 


(O 


^0  >    «^1  >    "^a  j  •  •  •  •    ^n — I  y 


et|les  valeurs  de  a^  +  ^  étant  prises,  suivant  le  module  n^ 
ei3tre  les  limites  o  et  w  —  i. 

Soit  a  une  racine  de  Téquatîon 

^  X I 

et  posons 


,n—\  «.         . 


^3)  /  =  j7o  -H  a  x,  -h  a'Xj  -4- ...  -I-  a' 

il  est  évident  que  t  est  une  fonction  des  n  variables  (i) 
^i  a  1 . 2 . 3 .  •  •  71  valeurs  distinctes.  ' 

Exécutons,  sur  la  fonction  t^  la  substitution  d'ordre  n 


r'> 


^losi  que  les  puissances  successives  de  cette  substitution. 
Ott  obtiendra  n  résultats 

^^comme  t    se  déduit  de  t  en  remplaçant  chaque  indice  z 
P^ï*    je  -f-  /ui,  on  aura 

Soît: 

IL-hJ^i    ou    y^/ — f*     (mod. /i), 

'  ^^^nt  compris  entre  o  et  tz  —  i ,  il  viendra 
ou. 
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ainsi  chacune  des  fonctions  (4)  est  égale  au  produit  de  t 
par  une  puissance  de  a,  et  comme*  on  a 

les  fonctions  dont  il  s'agit  ont  la  même  puissance  n'^* 
Si  donc  on  pose  6  =  i",  ou 

la  fonction  6  sera  invariable  par  la  substitution  circtt> 
laire  (  Jj  et  il  est  évident  que  le  nombre  de  ses  va- 

leurs distinctes  sera 

1.2.3. ..(/{  —  i). 

Maintenant  désignons  par  r  une  racine  primitive  poos^ 
le  nombre  premier  n^  et  exécutons  sur  les  indices  z  àe^ 
variables  x  les  puissances  o,  i,  2, . . . ,  (fi  —  2)  de  la  siil>— 
stitution  circulaire,  d'ordre  n  — i. 


d' 


on  obtiendra  ainsi  n  —  i  résultats  que  nous  représent 
rons  par 

(6)  0o>    Oi>    0ij  •  •  •  »    O»— a» 

On  aura  généralement 

et  si  Ton  pose 

yy*  =  /,     J=ir''-'-^     (mod.  72), 
i  étant  compris  entre  o  et  w  —  i ,  il  viendra 

0    zrr  \^a:o  4-.  .  .-t- a  '^JTj-h.  .  .)  , 

d'où  il   suit  que  9     se   déduit  de  9  en    remplaçant  « 
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par  ^K  .  Or,  si  l'on  donne  à  [i  les  valeurs  successives 

o,   I,  2,...,  («  —  2), 
r""  ^  prendra  toutes  les  valeurs 

I,  a,  3,...,  (/î  — 1) 

suivant  le  module  tï,  et,  par  conséquent,  l'expres- 
sion, a*"  donnera  successivement  les  n  —  i  racines 
{7)  a,  6,  7,...,   w 

de  l'équation  (2).  Donc  les  valeurs  des  fonctions  (6)  s'ob- 
tieixclront  en  remplaçant  a  par  chacune  des  racines  (7) 
daii^s  l'expression  de  d  ;  on  a  ainsi 

00  =  (xo  -h  ax,  +  a'  47j  -f- .  .  .  H-  a»~'  x„_, )", 
G,  =  (Xo-t-  6a:,  H-  ê^aîj-f-.  .  .-h  ê'-'x».,)", 


> 


0n_2  =  (âT.  -h  w  j:,  -h  a>'^2  -+-  .  ,  .  H-  w"~'  ^«-i)". 

Chacune  des  fonctions  (8)  est  invariable  par  la  substi- 
tution (  U  et  quand  on  applique  à  ces  fonctioi^s  la 

^^d^titution    l      U  elles  se  changent  les  unes  dans  les 

^^tres;  si  donc  on  désigne  par  9  une  indéterminée,  la 
foxictîon 

(0  _  0,)  (0  _  0,)  (0  _  0,) . .  .(0  _  0^,) 

admettra  les  substitutions 


<  {'":)• 


rz 

5 


par  suite^  elle  admettra  toutes  les  substitutions  linéaires 
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et  entières  ^    t   jii/i*,j         4     /*  .a  i^c 


5  • 


•        ri 


elle  nombre  de  ses  valeurs  distinctes  sera  1.2. 3...  \n — 2). 
Il  est  évident  que  toutes  les  fonctions  symétriques  deflo, 
9i,-''>  ^n-î  admettent  les  substitutions  linéaires  et  en- 
tières I  ces  fonctions  sont  donc  deux  fois  transitives. 

483.  Si  d  désigne  un  diviseur  de  n  —  i ,  que  l'on  fasse 

n  —  I  z=i  dCy 

et  qu'on  applique  à  la  fonction  d  les  puissa^ncç^  de 
substitution  régulière  ,| 

r:).      ' 

qui  est  de  Tordre  e,  on  obtiendra  e  résultats 

et  il  est  évident  que  la  fonction 

(9-0„)(O-G.)..:(0-9^,) 
aura  i.2.3...(/z  —  2)x^  valeurs  distinctes. 

Des  fonctions  triplement  tvansitiy^es  de  n  +  i  variahle^^^ 
qui  o/zfi.2.3...(7X  —  1)  valeurs  y  n  étant  premier, 

484.  L'existence  des  fonctions  dont  il  s'agit  est  érideùt^'' 
à  priori^  ces  fonctions  répondent  au  système  conjugua 
formé  par  les   [n-\'i)n[n  —  i)   substitutions  linéaires^^ 
relatives   au  module  premier  n,    La  règle  que  je  vais^ 
exposer  pour  les  obtenir  ne  diffère  que  dans  la  forme  d^  , 
celle  qui  a  été  donnée,  pour  la  première  fois,  par  M.  Emil^ 
Mathieu.  i, 

Le  nombre  71  étant  supposé  premier,  considérons  d'a-^  ^ 
bord  les  n  variables  . ,  /, 

\  I  j  «^0  )    «^1  >     ^2  9  '  •  •  j     *^n—\  ï 

,11 
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et  posons,  comme  au  n^  482, 

Op  =r  (xt-\-  OLXi  -4-  a* X.  -h  ...  -t-  a"-'  a:„_.,)", 
,    \  F       0|==  (a:o-f- Sx, -h  6*^:2  4-.  .  .-h  6''-'a:„_,)'', 

• y 

ô/,_a  =  (x,  -h  wx,  4-  w^  Jîi  -I-  .  .  .  +  w"~'  ^n-i)", 

flty  6,  y, . . . ,  co  étant  les  «  —  i  racines  de  l'équation 


JC"  —  I 


X  —  I 


G. 


H>it  u  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  quelconque 
les  n — I  expressions  (a)  :  cette  fonction  v  sera  înva- 
îaMe,  comme  nous  l'avons  vu,  par  toute  substitution  de 
a  forme 


**  étant  une  fonction  entière  quelconque  de  l'indice  z, 
Diaprés  la  théorie  des  fonctions  semblables,  toute  fonc- 
^on  des  variables  (i)  qui  admet  les  substitutions  (3)  est 
*Mie  fonction  rationnelle  de  j^  dans  laquelle  les  coefficients 
^*  puissances  de  j^  sont  des  fonctions  symétriques.  Dési- 
stons donc  par  Vo  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de 
'•  quantité  v  et  d'une  nouvelle  variable  que  je  représen- 
tai par  x^  ;  Vo  sera  une  fonction  des  n  -h  i  variables 

^i  sera  invariable  par  toutes  les  substitutions  entières  et 
Iméaires  ;  on  peut,  si  l'on  veut,  prendre  pour  Vq  la  fonc- 
^ou  u  elle-même. 

Cela  posé,  soit  Oz  une  fonction  rationnelle  linéaire 
i*Ordre  w  -f-  i  pour  le  module  w,  et  désignons  par  V,-  la 
^cur  que  prend  V^  quand  on  exécute  i  fois  sur  cette 

faction  la  substitution 

Oz 


(' 


9 

Z 


IL  26 


I    ■ 
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ce  que  l'on  peut  exprimer  en  écrivant^  d'apràs  la  nota* 
tion  de  Cauchy, 

(4)  ^'^C';)^.- 

Soit  encore  C7Z  une  fonction  rationnelle  linéaire  d'ordr 
quelconque  pour  le  module  n,  et  exécutons  sur  Y^  la  s 
stitution 

'cxs 

on  obtiendra  un  résultat  qui  peut  être  représenté  par 

Or,  si  j  désigne  un  entier  quelconque,  comme  la  foi 
tion  Qz  est  d'ordre  w-4-i,  on  pourra  eflTectuér  la 

tution  (       "  j  en  faisant  d'abord  la  substitation  (-  )^^J 

j  •  On  peut  donc  écrire 

(°:) -'=(-""':)  r':)--. 

égalité  où  chacun  des  nombres  i  et/  est  arbitraire.  Mais — ^> 
d'après  le  théorème  du  n*^  472,  à  chaque  valeur  de  Vv^^^^ 
des  nombres  t*,  /  correspond  pour  l'autre  nombre  uc^  ^ 
valeur  telle,  que 

est  une  substitution  entière  \  et  en  outre,  quand  Tun  àes 
nombres  /,  /  reçoit   successivement  les  n  -f-  i   valeur^ 
o,  1,2,..  .  ra,  Tautre  nombre  prend  aussi  toutes  ces  mêmes    I    . 
valeurs.  Si  donc  z  et  jf  sont  choisis  de  manière  à  réaliser 
les  conditions  du  théorème  que  je  viens   de   rappeler, 
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coinme  Y^  est  inyariable  par  les  snbstitutioiis  linéaires  et 
entières,  on  aura 


C:)"=r"">" 


on,  d'après  la  formule  (4)^ 


V^,-/, 


et,  je  le  répète,  si  dans  cette  formule  Tun  des  nombres  i, 
j  prend  successivement  les  n  +  i  valeurs  o,  i,  2, . .  ./z, 
Tautre  nombre  prendra  aussi  successivement  toutes  ces 
mêmes  valeurs. 

La  formule   (5)  exprime  cette  conséquence  remar- 
quable, que  les  n-hi  fonctions 

(O)  Voj    Vi ,    Vj,...,    Vn 

forment  un  système  qui  est  ini^ariable  par  une  substitu- 
tion  linéaire  quelconque^  c'est-à-dire  qiiune  telle  sub- 
stitution ne  peut  qu  échanger  entre  elles  les  fonctions  du 
système. 

Si  donc  T  désigne  une  fonction  symétrique  des  expres- 
sions (6),  que  Ton  fasse,  par  exemple, 

(7)  T  =  (V-V.)(V-V.)...(V-V,), 

V  étant  une  indéterminée,  la  fonction  T  admettra  toutes 
les  substitutions  linéaires^  elle  sera  donc  triplement  tran- 
sitive, et  elle  aura  i.2.3...(/2  —  2)  valeurs  distinctes. 

Si  Ton  désigne  par  Ti  et  T^  deux  fonctions  semblables 
à  la  fonction  T,  par  P  la  fonction  alternée 

des  n-f-  I  variables,  et  que  l'on  fasse 

S=T, -f-PT,, 

26* 
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la  fonction  S  admettra  toutes  les. substitution^ rUi|^pr9 
dont  le  déterminant  est  résidu  quadratique,  de. 't»  et  qui 
équivalent  en  conséquence  à  un  nombre  pair  de  transposi- 
tions. S  aura  donc  2Xi.2...(»  —  2)  valeurs  distinctes, 
ainsi  que  M.  Mathieu  en  a  fait  la  remarque.  On  peut  aussi 
former  les  fonctions  S  de  la  mê.me  manière  que  les  fpncr 
tions  T,  en  faisant  usage  du  corollaire  du  n^  472;  m^s 
nous  devons  nous  borner  à  cette  indication. 

Sur  les  fonctions  triplement  transitives  de  six  variables 

qui  ont  six  valeurs  distinctes, 

485.  On  peut  donner  plusieurs  formes  diverses  aux 
fonctions  dont  nous  venons  de  nous  occuper;  nous  prear- 
drons  comme  exemple  le  cas  des  fonctions  transitives  de 
six  lettres  qui  ont  six  valeurs  distinctes. 

Les  variables  étant  désignées  par 

nous  poserons 

Vo  <3?oo  "^O       •"  ^1  "^4      ""  «^2  ^3  > 

et  les  indices  z  étant  pris  suivant  le  module  5,  nous  efifec- 
tuerons  sur  Vq  la  substitution  du  cinquième  ordre 

et  ses  puissances  ;  on  trouve  alors  les  résultats  suivant 

V 0  — ^  "^oB  ^9      •"  "^1  *^4    "•     *^2  "^3  ? 

V|   ''*^m  ^i      •*  •'^2  ^0  *"~  "^3  •'^4  » 

\  2   '■  X^  X2   ~r~  X^  X^   -î—  X^  Xq  . 

V3  —  «Z*^  Jr3  — r~  x^  Xi  — r~  ^o  <^*i  ^ 

V4  t'V^  X^  — T"  J?o  ^3  "r"  •''I  «^i  • 

Ensuite,  si  l'on  fait 

.       ,T  =  (V-V.)(V-V,^(V-V,)(.V-V,)(V— V*)^^ 
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V'étadit  utie  inâétërminée,  la  foiiction  T  sera  invariable 
^pÂk*  toutes  1ers  substitutions  linéaires  et  entières,  et,  comme 
elle  n'est  pas  symétrique,  elle  aura  précisément  six  valeurs 
distinctes.  Pour  justifier  cette  assertion,  il  suffit  d'établir 
que  la  fonction  T  est  invariable  par  deux  substitutions 
linéaires,  Tune  du  quatrième  ordre,  l'autre  du  sixième. 
La  substitution  du  quatrième  ordre 


( 


!!  =  (ï>  2,  4,  3) 

z 


laisse  Vq  invariable,  et  elle  change 

V| ,    Va ,    Va  5    V4 

en 

Va,   V.,  V.,  V,; 

ensuite  la  substitution  du  sixième  ordre 


change 


V 0 ,   V| ,   Vj ,   V3 ,   V4 


en 


▼  15   Vo ,    V3 ,   V4 ,    Vi , 

ce  qui  achève  la  démonstration  de  notre  proposition. 

Méthode' de  Lagrange  pour  calculer  une  fonction  des 
racines  d^une  équation  donnée^  quand  on  connaît 
une  autre  fonction  quelconque  des  racines. 

486.  Parmi'les  travaux  publiés  depuis  un  siècle  sur  la 
théorie  algébrique  des  équations,  l'un  des  plus  importants 
est,  sans  contredit,  le  célèbre  Mémoire  de  Lagrange,  que 
nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer  (n**  189),  et  qui 
fait  partie  des  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  -poMT 
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I770ét  1771.  On  reneiomtre,  eiitre  autres  résultats  remar- 
quables, dans  ce  graud  trayail,  lé  bea^  thëorème  que 
voiri:  f 

Dès  qu*on  aura  trou\^éy  par  un  moyen  quelconque, 
ta  valeur  d^une  fonction  rationnelle  des  racines  '^un\ 
équation  y  on  pourra,  en  général^  trouv^er  la  valeur  d^une 
autre  fonction  rationnelle  quelconque  des  mêmes  racines, 
et  cela  par  le  moyen  d^une  équation  simplement  linéaire.  '  *  '  ^ 
Quelques  cas  particuliers  exigeront  cependant  la  réso^ 
lution  dune  équation  du  deuxième,  du  troisième,  etc., 
degré.  ' 

/ 

Soient 


les /i  racines  de  r équation   . 

(i)         ar^-h  piJc"-' -h p^af-^ -4- .  . .  -f-)E7„_V^  -hfpn=o  , 

et  /     , 

V  — ^  r  ^.To  ?   "^1  ?  »  •  •  j   «^/i — I  )  >     • 

deux  fonctions  rationnelles  de  ces  racines  dont  la  pre- 
mière a  une  valeur  donnée. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  fonction  f  admette 
toutes  les  substitutions  de  F  5  dans  ce  cas,  on  peut  déter- 
miner la  valeur  de  /^par  la  méthode  dont  nous  avons  fait 
usage  au  n°  480.  Effectivement,  si  l'on  représente  par 

(2)  Vo,    V|  ,    V2,  .  .  .  ,    Vy_j 

les  valeurs  distinctes  que  prend  F  par  les  substitutions,  et 
par 

les  valeurs  correspondantes  de/,  que  l'on  pose  eh  outre, 


I  _  
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mme  au  n^  480, 

pourra  exprimer  ^05  ^1  v?  ^y—i  ^n  fonction  des  quan^ 
s  connues,  puisque  ce  sont  des  fouctions  symétriques 
racines  de  Féquation  (1).  Ensuite  la  résolution  des 
ations  (4)  fera  connaître  les  inconnuesj^ojJTi)  etc» 
fous  avons  vu  que  si  Ton  représente  par 

4,(v>==v^-'-f-p.v''-^-^----+-Pv-iV-+-P, 

«olynôme  égal  au  produit 

(V-Vo)(V-VO...(V-V^_.,), 

(p'  (V)  la  dérivée  de  V,  puis  que  l'on  fassCj  pour 
éger, 

• «... f 


e (V)  =  *.  V - ' H- *.  V -^ -j- . .  .n- f,_a  V  +  .v„  _j , 
valeurs  des  inconnues  j'  sont 

_  e(v.)         _  e(V.)  _Q(V.-.) 

)ans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placé,  la  fonc- 


tien  F  a  V  valeurs  distinuiesr  aJgébr^iç^iieméM^'hnn^^.iA 
Xo ,  OTi , . . . ,  Xn-i  ne  sont  plus  des  indéterminées^  letjil 
peut  arriver  que  plusieurs  des  quantités  [2)  soient  nume- 
riquement  égales  entre  elles.  Lorsque  ce  cas  se  présente, 
l'équation  ^         k.U       j       i 

(9)  ^{V)=.o  '•■  '■* 

a  des.  racines  multiples,  et  quelques-unes  des  formules  (8) 
deviennent  illusoires;  mais,  dans  tous  les  cas,  si  V  esl 

une  racine  simple  de  Téquation  (9)9  la  formule   « 

donnera  toujours^  comme  lious  allons  le  démontrer,  1^ 
valeur  dej^  qui  répond  à  la  valeur  V    de  V. 

487.  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  est  néces- 
saire de  compléter  l'analyse  du  n°  480  pour  Tadapter  aa 
cas  qui  nous  occupe  ici.  Supposons  qiie,  parmi  les  quan- 
tités (2)^  il  y  en  ait  i  qui  soient  numériquement  distinctes 
et  représentons-les  par  ■  ;■    ' 

(10)  Vo,  V.,  V,,...,  v,_..      ■    '''  ''"  '  ■"' 

Soient  Y    Tune  des  quantités   (10)  et  Y    la  somme  de 

toutes  les  valeurs  de  y  qui  répondent  aux  valeurs  de  ,^. 
égales  à  V  .  Les  équations  (4)  deviendront 

,    Vo  Yj  -;f-  Yi fY|  H- f. ...  -4-  V/^i -Yi'—i  n^ /fc ,    -  »  1  « I /  I 
•.'•••  ••î'/'  VUj'    -  - 

(11)  ^    v;-'T,  +  v;-'Y,-f-...+v;:;Yi_.=v,_,, 

» 

Vr  '  Y.  4- Vp- Y, -f...  +  V;'_7' ¥,_,=/,_,; 
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il')ê6irfé«iddiitMC[uWles   ite  peuvent  déterniinér  que  les 
/Iquandtés  t    ;    -    . 

et  ^e  Ies,i  premières  équations  suffisent  en  toute  rigueur 
pour  cet  objet.  Mais  nous  en  emploierons  un  plus  grand 
nombre  afin  d'arriver  à  des  formules  où  ne  figurent  que 
les  deux  seules  fonctions  0  (V),  ^  (V)  déjà  introduites. 

(  Désignons  par  r  le  nombre  des  quantités  (2)  qui  sont 
^fSiies'à'V  «t  considérons  les  v  — ^  r-f- 1  premières  équa- 
tions (11)  ;'ilan9  le  cks  de  r=^i^  aucune  équation  ne  sera 
exclue.  Ajoutons  les  équations  dont  il  s'agit,  après  les 
avoir  multipliées  par  les  facteurs 

^H^^isons,  pour  abréger, 

f/a^     y (V)  =  V''-'-  -i-  Ô^_^_,  Y'-'-'  4-.  .  .  +  0. V  +  00, 
•'"     £iura 

^  ^i  l'on  détermine  les  facteurs  0,  de  manière  que  Ton  ait 
*^  ^^  tiquemen  t 

^  f^rëcédien't€  équation  donnera 


I 


"  f(vj' 


^  ^^pressîon  de  9  (V)  s'obtient  facilement  en  multipliant 
le»  <leux  expressions     


_   I         r    Vp         r(r+i)   V^ 

—  —  -1-  •  -t-  -^^^-    .   . . 


(V  — V^)''       V       i  V+'  1.2      V 
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et  en  négligeant  dans  le  produit  les  puissances  ^g«;^Te$ 
de  V.  En  comparant  le  résultat  obtenu  avec  la  forinnle  (i  a), 
on  obtient 


ôfl  =  p       H p  Vh — i — I :  p 

rfr  +  i)...(v— i)     v-r 

-j ; ; '        '     ■  V«  J 


V— r-^ 


I  .2.  •  .  (v 


— .  r  —  r\     P 


0 


ôi— Py_r-*-r."+'7^v~ 


V 


(î4) 


r(r-h  i). . . (v  —2)  _,v— r-i 

1.2. ..(i» — r  —  2)     ^ 


e 


V  — r — 2 


P2-+--PiV^4- 


(''-^O,,, 


I    •  p 

r 


Y' 

1,2       ^P' 


0_.^,=p.h-yV^. 


D'après  ces  formules  (i4)  et  en  se  servant  des  for- 
mules (6),  on  trouve  que  le  numérateur  de' l'expres- 
sion (i3)  de  Y   est  le  produit  du  polynôme 


(v  —  l).  .  .  (v  —  r]soY 


V  — r 


(i5) 


( 


-I-  (v  —  2).  .  .(v  —  /•—  l)5,V 


—  r— ! 


par  le  facteur  numérique  r ^^ ■;  on  voit  que 

cette  expression  (i5)  est  précisément  la  valeur  que  prend 
pour  V  =:  V  la  dérivée  d'ordre  r  —  i ,  0*^"*  (  V) ,  du  pdiyr 
nome  0(V).  Quant  au  dénominateur  de  l'expressîoB 
de  Y^ ,  il  est  égal  à  9  (V^)  ou  à 

1  «^«ly*  •  •' 
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fôntiÀle  (Ï3)''9è'^eni  alors 


!•     1 


I         ©'"'fvj 

5\  -Y  =  —L-iL.. 

ns  le  cas  de  r  =  i ,  Y    doit  être  remplacé  par  y    et 

~*(V  )  par  0(V  );  on  retombe   ainsi  sur  celle  des 

rniules  (8)  qui  détermine  r. 

La  formule  (i6)  exprime  ce  résultat  remarquable,  que 
xpression  générale 

_e(V) 

^      f(V) 
nvient  à  tous  les  cas,  pourvu  que,  si  le  second  membre 
réduit  à  -  pour  V=V  ,  on  supprime  les  facteurs  V — V 

mmtins  aux  deux  termes,  avant  de  faire  V  =  V  ,  et 

l'on  remplace  y  par  Ja  moyenne  arithmétique  des  va- 
ors  qui  répondent  à  la  valeur  Y  . 
Soient 

!»r  valeurs  de  j^  qui  répondent  à  la  valeur  V  -  la  mé- 

lode  que  nous  avons  développée  nous  permet  de  cal- 
nier  la  somme 

^pourra  aussi  calculer,  de  la  même  manière,  la  comme 
S8  carrés  de  ces  quantités,  la  somme  de  leurs  cubes,  etc., 
enfin  la  somme  de  leurs  puissances  r*^*"*'  ^  on  pourra 
^c  former  Téquation  de  degré  r,  qui  a  pour  racines  les 
ittititéâyo9jri  9*  •  •9jKr-f  •  Ainsi,  quand  Féquation  en  V 
les  racines  ^ales,  la  détermination  de  la  fonction  y 
Ut  dépendre  d'une  équation  du  deuxième,  ou  du  troi- 
nne,  on  etc.,  degré. 
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488.  L'analyse  qui  ]^récède  peut  èlte  ^tendM'aa-bii 
où  la  foncti/iH^y  n'admet  pas  toutes  les  substitations  di 
la  fonction  donnée  V. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  v  des  valeurs  distinctes  de  T 
est  moindre  que  N  =  i .  a . . .  //  ;  et  si  Ton  pose  -  >{ 


I 


N 


f*^> 


A 


f'i 


les  N  valeurs  de  V  se  partageront  en  v  ^roujies  conttt«| 

A' 


chacun  |x  valeurs  égales.  Soient; 


>   î    I 


T|5  T|^...,  T,.  ] 


ces  V  groupes,  et  j^^^'  la  valeur  de  jr  qui  correspmil 


à  vw. 


Désignons  par  z  une  fonction  symétrique  et  ratiooi; 
nelle  quelconque  des  quantités  .  \À 


jp^  jp  »• 


X 


(/^-O 


il  est  évident  que  la  fonction  z  admettra  toutes  les  sub- 
stitutions de  V  5  on  pourra  donc  exprimer  z  en  génmr 

par  une  fonction  rationnelle  de  V  .  Quand  on  aura  ainig, 

calculé  (X  fonctions  symétriques  des  quantités  r,j^p* ,..., 
/p'*^  5  on  pourra  former  l'équation  du  degré  (x,  qui  1 
pour  racines  ces  (x  valeurs  de  y. 

489.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'on  pourra  tou- 
jours déterminer  les  n  racines  oTo  ,  Xi , . . . ,  x„_i  d'une  éq»» 
tion  donnée  du  degré  tz,  si  l'on  connaît  la  valeur  d'aôe 
fonction  V  de  ces  racines,  pourvu  que  les  i .  2 . 3. .  .h  ti- 
leurs  que  prend  V,  quand  on  y  permute  les  racines,  soient 
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iifférantCByin^n-seiilmnexit  SOU3  le  rapport  de  la  forme 
algébrique,  mais  encore  au  point  de  vue  numérique. 

En  effet,  on  peut  supposer  que  la  fonction  inconnue  j^ 
se  réduise  à  l'une  quelconque  des  racines,  à  Xq  par  exem- 
ple; alors  on  pourra  exprimer  Xq  en  fonction  rationnelle 
de  y  et  des  coefficients  de  Téquation  proposée  :  si  ensuite 
on  suppose  que  y  se  réduise  à  une  autre  racine  Xi,  on 
pourra  de  même  exprimer  Xi  en  fonction  rationnelle 
ieV^  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  de  là  que  si  la  valeur 
ionnée  de  V  est  commensurable,  c'est-à-dire  exprimable 
en  fonction  rationnelle  des  quantités  que  Ton  regarde 
Comme  connues,  les  racines  de  l'équation  proposée  seront 
toutes  commensurables. 

Mais  si  la  fonction  Y  n'a  pas  toutes  ses  valeurs  dis- 
tinctes, qu'elle  prenne,  par  exemple,  h  valeurs  égales  par 
lèii8i^titution&  auxquelles  répondent  les  valeurs 

lïPlà'*fbrictîbtiy^'=ii  a:,  la  mélbode  précédente  ne  fera 
plus  connaître  ces  racines,  elle  permettra  seulement  de 
Ebrmer  l'équation  du  fr^"**  degré  dont  elles  dépendent. 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  comprend  tout  ce 
mbe  l'on  sait  de  plus  général  sur  l'abaissement  des  équa- 
tions quand  on  connaît  une  relation  entre  les  racines, 
f$là'*ce  cas  est  évidemment  le  même  que  celui  où  l'on 
donnq  la  valeur  d'une  fonction  des  racines. 

Recherches  de  Galois  relatwes  à  la  théorie  précédente, 

^48jp,  L'anal^^se^fjue  pouf^^vpponç.  de  pré^ente^  nous  a 
conduit  a  up  tnéôrème  dont  oi^cpnfp^çn^d.iiPUjLç  l'impor- 
tance et  que  l'oi^  peut  énoncer  comii^e  il,  suit  : ,    . 

-bI/héoreice.  —  «SÏ         ."   n         ^  .1-  .»  <  -  I 


I 
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est  wie  équation  4]uelconque  de  dega^  fig  •  nuti$  qm  n'a 
pas  de  racines  égales,  et  que 

soit  une  fonction  rationnelle  des  racines  x^j,  Xi^.,.,  jt..} 
de r équation  (i),  tellement  choisie^  que  les  i.2^i,.M*oa- 
leurs  quelle  prend ,  par  les  substitutions  des  racmes, 
soient  toutes  différentes,  on  pourra  exprimer  ces  n  nh 
cines  Xq^  Xi,...,  x„^i  en  fonction  rationnelle  de  Y, 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  connaître  ici  la  dëmoiH« 
tration  que  Galois  a  donnée  de  ce  théorème  dans  le 
lèbre  Mémoire  inséré  au  tome  XI  du  Journal  de  Mathi» 
matiques  pures  et  appliquées. 

Nous  désignerons  par  Vo  la  valeur  donnée  de- V,  et  par 

les  (X  =  1 . 2 . 3 . . .  ( /J  —  i)  valeurs  que  prend  V,  par  les 
substitutions  des  n  —  i  racines 


•19 


jr, 


•ij   •   •   •   J      •*B— 1 


X, 


On  aura  alors  une  équation  en  Y  du  degrlS  |ix.,  savoir, 
(2)  (V-V,)(V~V.)...(V-V^^,)  =  o, 

dom  les  racines  Vo,  Vj,.  - .  seront  toutes  difiereates  et 
dont  les  coefficients,  qui  sont  des  fonctions  syniétri^ues 
des  racines  Xi ,  Xj , . . . ,  j*,,.,  de  Péquatîon 


=r  O 


Xn 


s'exprimeront  rationnellement  par  les  coefficients  de  cette 
équation,  6'est-à-<lire  en  fonction  rationnelle  de  x^  et  des 
coefficients  de  l'équation  proposée  (i).  Par  suite^  Téqua- 
tion  (2)  pourra  être  mise  sous  la  forme 


(3) 


r(v,*.)=o, 
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F  désignant  ube  fonction  rationnelle  de  V  et  de  x^^.  Or 
Téquation  (a)  ou  (3)  est  satisfaite  pour  V  =  V<j;  on  aura 
donc  identiquement 

en  sorte  que  Téquation 

(4)  F(Vo,  x)z=o 
sera  satisfaite  en  posant 

et,  en  conséquence,  les  équations  (i)  et  (4)  auront  une 
racine  commune  Xq*  Je  dis,  de  plus,  que  ces  équations  ne 
sauraient  avoir  d^autre  racine  commune.  Supposons,  en 
effet,  que  Téquation  (4)  soit  satisfaite  pour  a:  =  Xi,  on 
aura  identiquement 

F(Vo,  a:,}  =  o; 
par  suite,  Féquation 

(5)  F(V,  x,):=o 

sera  satisfaite  pour  V==Vo.  Or  l'équation  (5)  se  déduit 
de  l'équation  (3),  ou  de  l'équation  (2),  par  la  transposi- 
tion des  racines  Xq  et  Xi  ;  d'ailleurs,  par  cette  transposi- 
tion, les  quantités  Vo,  Vj, .  . . ,  V         se  changent  en  d'au- 

très  V^,  V|,...,  V  _p  toutes  distinctes  des  premières  par 

hypothèse 5  donc  l'équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(v-v',){v-v'.)...(v-r^_,)=o, 

et  l'on  voit  qu'elle  ne  saurait  avoir  V^  pour  racine. 

Les  équations  (i)  et  (4)  n^ ayant  que  la  seule  racine 
commune  Xo,  on  déterminera  facilement  cette  racine. 
Pour  cela  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  f(x)  et  F  (Vo,  x),  et  l'on  poussera  l'opération  jus- 
qu'à ce  qu'on  obtienne  un  reste  du  premier  degré  en  x  : 
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en  égalant  k  zéro  ce  reste,  on  aura  une  équation  qui  fera 
connaître  la  Taleur  de  x^j 

^o  =  ^(Vo)     ou     Xo=='^(V); 

et  cette  valeur  de  Xq  sera  évidemment  rationnelle  en  V, 
puisque  Topera tion  du  plus  grand  commun  diviseur  ne 
peut  pas  introduire  de  radicaux. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  pour  trouver  le» 
autres  racines,  et  Ton  obtiendra  ainsi  des  expressions 
rationnelles,  telles  que 

Corollaire  I. — L' équation  en\  du  degréT^=  i,ii»i,..n^ 
qui  a  pour  racines  toutes  les  N  valeurs  de  V,  et  dont  le^ 
coejficients  s*  expriment  rationnellement  par  ceux  de  fc— 
quation  proposée ^  jouit  de  cette  propriété  remarquable 
que  toutes  ses  racines  peui^ent  être  exprimées  rationnel- 
lement par  Vune  quelconque  d! entre  elles. 

Soient,  en  effet,  V  et  Vi  deux  valeurs  de  V5  V|  es  i 
une  fonction  rationnelle  des  racines  Xo,  Xi,.  . .,  x„_i  - 
lesquelles,  d'après  ce  qui  précède,  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  V  :  on  aura  donc 

V.=:0(V), 

0  désignant  une  fonction  rationnelle. 

Corollaire  IL  —  Etant  données  tant  d! irrationnelle 
algébriques  quon  voudra^  on  peut  toujours  les  exprimer^ 
toutes  en  Jonction  rationnelle  d^une  même  irrationnelle^ 

Nous  nommons  irrationnelle  algébrique  toute  quantité 
qui  est  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les  coeffi — 
cients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  regar-^ 
dées  comme  connues.  Cela  étante  soient 

m  irrationnelles  algébriques  quelconques  ;  on  pourra  for- 
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mex*  nne  équotscm'flP'Qti  certain' degré  n,  k  coefficieiiii 
commensurablea,  dqnt  ces  m  quantités  seront  racines,  el 
cpti  n^aura  pas  de  racines  égales.  Spiei^t 

les  n  racines  de  cette  équation,  et  désignons  par  Y  une 
fonotion  ratiomielle  de  ces  n  racines  telle,  que  les  valeurs 
qu^ellc  prend  par  les  substitutions  soient  toutes  distinctes. 

V  sera  une  irrationnelle  algébrique  en  fonction  de  la- 
quelle les  m  irrationnelles  données  pourront  s'exprimer 
i^ationnellement^  d'après  le  théorème  précédent. 

Nous  admettons  comme  évident  qu'on  peut  toujours 
former  une  fonction  rationnelle  de  m  quantités  inégales 
t:clle,  que  les  i .  a  •  3 ...  m  valeurs  qu'on  en  déduit  par  les 
Substitutions  soient  différentes . 

V  491.  AppLicÀTioir  A  UN  EXEMPLE.  —  Le  théorèmc  pr^ 
oédent  fournit  une  méthode  beaucoup  plus  simple  que 
Nielle  qui  résulte  de  la  théorie  de  Lagrange^  pour  déter- 
^3iiner  les  racines  d'une  équation  quand  on  se  donne  une 
fotiction  de  ces  racines.  Nous  prendrons  comme  exemple 
le  cas  de  l'équation  du  troisième  degré. 

Soit  Téquation' 

^t  posons 

V=  ojcq  •+-  bxi  H-  cXf 

ïln  transposant  les  lettres  Xi  et  Xj,  on  obtient  ces  deux  va- 
leurs de  V, 

V,  =  oxq  -h  bxi  -t-  cjr,  j 
l'^ation  en  V  sera  alors 

(V-V.)(V-V.)  =  o, 
ou 
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On  peut  chasser  x^  et  a:,  de  cette  équation  à  l'aide  des 
relations 

•^1  H~  ^t  ^^^^  —  Pi  —^  Xq  , 

•*?  ■*-  -«^î  ==  [P]  —  ^Pi)  —  •»•% 

et  Ton  aura 

(  \^-^[{^a  --  b  —  c)œo  —  p,{b  -h  c)]y 
(2)  I        -h[{a^ -h  b^ -{-  c^  —  ab  —  ac — bc)  jr] 


(b^-hc^  — ab  —  ûrc)/;,x,4-  bcp\  —  [b  — c)-/?j]=o. 

II  faudra  maintenant,  pour  avoir  x^,  faire  x  =  x^  dans 
le  premier  membre  de  Téquation  (i)  et  chercher  le  plos 
grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  que  l'on  ob^ 
tiendra  ainsi  et  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  :  il 
n'y  a  même  aucun  calcul  à  faire  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  a 

û' -h  6* -h  c'  —  ab  —  ac  —  bc  =  o; 

car  l'équation  (^)  ne  contient  plus  alors  que  la  première 

puissance  de  Xo,  et  elle  en  fait  connaître  immédiatement 

la  valeur.  Ce  cas  simple  se  présente  si  Ton  prend  pour  â, 

£,  c  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité. 

Soit  a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité,  et 

posons 

û  =  i,     b  =  oLf     c  =  oi'^ 

on  aurai  à  cause  de  a*  4-  a  -H  i  =0, 

^"-  3V 

492.  Le  théorème  démontré  au  n**  490  a  pour  complé- 
ment la  proposition  suivante  qui  n'a  pas  moins  d'impor- 
tance dans  la  théorie  des  équations. 

Théorème.  —  Soient 

(0  /W  =  o 
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r  équation  de  degré  n  qui  n'a  pas  de  racines  égales ^ 

i fonction  rationnelle  des  racines  .To,  Xt, . . . ,  Xn^i  et 
quantités  connues,  tellement  choisie,  que  les 
:s  1 . 2 . 3 . . .  n  fonctions  qu'on  en  déduit  par  les  substi" 
'ans  des  racines  aient  des  valeurs  numériques  iné- 
es.  Soient  aussi 

juation  de  degré  N  qui  a  pour  racines  les  N  valeurs 
\j  et  F  (\)  un  di\fiseur  irréductible  de  degré  v  du 
jnôme  ^  (V)  ^  désignons  enfin  les  racines  de  Véqua- 

.    F(V)=o 


^Ot      ^l>      ^2>  •  •  •  >      ''y I* 

les  racines  de  V équation  proposée  (i)  sont  représen- 
f  par 

f  pourront  l'être  aussi  par 

Gsignant  l'une  quelconque  des  quantités  (5). 

^  effet,  Téquation  (i)  admet  par  hypothèse  la  racine 
0)9  on  a  donc /*<|'jt(Vo)  =0,  et,  par  conséquent, 
^t  racine  de  Téquation 

^^est  Fane  des  racines  de  l'équation  (4)  et,  comme 
>^ci  est  irréductible,  toutes  ses  racines  doivent  satis- 

^7- 
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faire  à  l'ëquaiion  précédente,  on  a  donc  f^i^Vi)  =  o,  ce 
qui  exprime  que  les  quanlités  (7)  sont  racines  de  Téqua- 
tion  (i). 

Pour  achever  la  démonstration  du  théorème  énoncé,  il 
reste  à  prouver  que  les  quantités  (7)  sont  distinctes.  Je 
dis  qu'on  ne  peut  pas  avoir  (p*  (V,)  =  (py  (V,),  si  7  est  dif- 
férent deÂr;  en  effet,  si  cette  égalité  avait  lieu^  Y/  serait 
racine  de  Téquation 

laquelle  admettrait  alors  chacune  des  racines  (5)  de  Fé- 
quation  irréductible  (4)9  on  aurait  donc  eu  particulier 
^*(Vo)  —  ^/(Vo)  =  o,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Corollaire.  —  Les  substitutions  i,  Si,  St,  r . . ,  S,^_, 

par  lesquelles  on  passe  de  la  permutation  (6)  des  racines 
a^o,  Xi,.  . .,  T„_i  aux  V  permutations  (7),  forment  un 
système  conjugué.  En  d^ autres  termes^  les  v  permuta- 
tions (7)  constituent  un  groupe. 

En  effet,  on  a  V,-  =  9  (Vo),  B  étant  une  fonctiori  ration- 
nelle*, il  s'ensuit  que  Vq  est  racine  de  F8(V)=  o;  celle 
équation  admet  donc  la  racine  Vy,  et  d(V/)  est  Tune  des 
racines  Y;t  de  Téquation  (4)*  Cela  posé,  désignons  par  Al- 
la permutation  (7)^  on  aura 

et,  en  faisant  la  substitution  Sy , 
d'où 

Sy  S|-  =:  Sk. 
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SECTION  V. 

LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  ET  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 
CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LA  RÉSOLUTION  ALGÉ- 
BBIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


Résolution  de  V équation  générale  du  troisième  degré. 

4'93.  Méthode  de  Huddb.  —  Parmi  les  méthodes  cou- 
rues pour  la  résolution  de  rëquation  générale  du  troisième. 
^Ggré,  la  plus  simple  est,  sans  contredit,  celle  de  Hudde. 
^  est  aussi  celle  que  nous  exposerons  la  première. 

Comme  on  peut  toujours  faire  disparaître  le  deuxième 
^erme  d^une  équation,  nous  considérerons  l'équation 

V')  x*  H- /M? -f- 9  nz  o 

«él>arrassée  du  terme  en  x*.  Posons 

y  ^tant  une  nouvelle  variable  et  z  une  fonction  de  y^ 
^^«  nous  nous  réservons  de  déterminer,  de  manière  que 
^  ^cjuation  transformée  en  y  rentre,  s'il  est  possible,  dans 
*^^  classes  d'équations  que  nous  savons  résoudre.  Rem- 
plaçons dans  l'équation  (i)  x  par  sa  valeur  tirée  de  (2), 
^"^^  am^a 
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ou 

(3)  (r'  -+-  «"  -4-  9)  -f-  (r  -t-  a)  (3ra  -4-/ï)  =  o. 

Si,  maintenant  on  idëlermine  z  par  la  condition 

3>-«-f-/i=:o, 


ce  qui  donne 

% 

s  —  — 

P 

"3r' 

l'équation  (3)  deviendra 

y'- 

p' 

27/» 

H-?  = 

0» 

ou 

(4) 

7«H- 

qf- 

27 

:0. 

Cette  équation  en  y  peut  se  résoudre  à  la  manière  des 
équations  du  deuxième  degré,  car  elle  ne  contient  que  le$ 
puissances  j^'  6t  j**.  Ensuite,  quand  j*  sera  connUt  on 
aura  a?  par  la  formule 

(5)  *=:^-^- 

L^équation  du  sixième  degré  (4)9  ^  laquelle  nous  ra- 
menons ainsi  l'équation  proposée,  a  été  nommée  par 
Lagrange  la  réduite  ou  la  résonante  de  Téquation  (i). 

Quoique  cette  résolvante  ait  six  racines,  la  formule  (5) 
ne  donnera  pourtant  que  trois  valeurs  de  x,  comme  cek 
doit  être.  En  effet,  la  résolvante  ne  change  pas  quand  on 

change  j^  en  —  -^î  en  sorte  que  ses  six  racines  forment 
trois  groupes  tels,  que  le  produit  des  deux  racines  de 
chaque  groupe  est  égal  à  —  ^5  et  il  est  évident  que  la  for- 
mule (5)  donnera  la  même  valeur  pour  x  quand  on  rem- 
placera j^  successivement  parles  deux  racines  d'unmëme 
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f^oupe.  Ceci  va  résulter,  au  surplus,  de  Texpression  même 
des  valeurs  de  x  dont  nous  allons  nous  occuper. 
De  Téquation  (4)  on  tire  cette  valeur  de /'*, 


•^  !2      V  4       ^7 

ou 

(6)  r*  =  ^|d=^, 

en  faisant,  pour  abréger, 

4      217 

enfin,  on  tire  de  l'équation  (6) 


(7)         .  :r=y/-f±v/R. 

Cette  expression,  à  cause  des  valeurs  multiples  des  radi- 
caux, donne  les  six  racines  de  Téquation  (4)9  mais  nous 

admetti'ons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  l/  —  -dby^ 

représentera  seulement  l'une  des  trois  racines  cubiques  de 

—  ~±  v^R.  Ce  sera  celle  que  Ton  voudra,  mais  ce  sera 

toujours  la  même  ;  en  sorte  que,  si  a  et  6  désignent  les 
deux  racines  cubiques  imaginaires  de  Funité,  les  six 
racines  de  l'équation  (4)  pourront  être  représentées  par 


(8)   y/-f±v/R,   ay/-i±s/R,   e^Z-liv^R. 


Et  comme  des  deux  radicaux 


le  premier  nous  représente,  par  notre  convention,  celle 
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des  trois  racines  cubiques  de  —  -  -+-  \K  que  nous  vou- 
drons, le  second  également  celle  des  trois  racines  cu- 
biques de  —  -  —  \/R  q^®  nous  voudrons,  et  qu'en  outre 

pi 
leur  produit  a  pour  cube  —  —  >  nous  pouvons  cboîsir  les 

valeurs  de  ces  deux  radicaux  de  manière  que  leur  produit 

soit  égal  à  —  Ç;  on  aura  alors 


^     "l-^.fE ---P 


(9)  Y/-^f=pv/R  = 


s/-l±^ 


Si  maintenant  on  porte,  dans  la  formule  (5),  chacune 
des  valeurs  (8)  de  y^  en  se  servant  de  la  formule  (9)  et 
en  se  rappelant  que  a6  =  i,  on  obtiendra  les  valeurs  sui- 
vantes de  X  : 


qui  se  réduisent  évidemment  à  trois  distinctes,  savoir 
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Ces  trois  racines  de  Téquation  (i)  peuvent  être  repré- 
sentées par  la  formule  unique 


(Mie  formule  de  Cardan,  pourvu  qu'alors  on  laisse  aux 
radicaux  cubiques  toute  leur  généralité,  mais  qu'on  n'as- 
socie ensemble  que  les  valeurs  de  ces  radicaux  qui  donnent 

un  produit  égal  à  —  ^* 

Si,  dans  la  formule  (lo),  on  combine  chaque  valeur  du 

premier  radical  cubique  avec  chaque  valeur  du  second,  on 

aura  en  tout  neuf  valeurs  de  x,  qui  seront  les  racines  des 

trois  équations 

a^  -î-  px     -+-  (7  =:  o , 

x^ -+-/?6a:  H- 7  r=  o, 

ainsi  qu'on  s'en  assure  aisément  en  faisant  disparaître  les 
radicaux  de  l'équation  (10). 

494.  L'analyse  qui  précède  s'applique  à  tous  les  cas, 
quelles  que  soient  les  quantités  p  et  q^  réelles  ou  iînagi- 
naires.  Nous  allons  ajouter  quelques  détails  relatifs  au 
cas  où  les  coefficients  sont  réels. 

Discussion  de  la  fobmule  de  Cardak.  —  p  et  ç  étant 
des  quantités  réelles,  supposons  R  ]>  o,  ou 

4/?'  4-  277* >o; 

les  deux  radicaux  qui  figurent  dans  l'équation  (10)  auront 
chacun  une  de  leurs  trois  valeurs  réelles.  Désignons  par  A 
la  valeur  réelle  du  premier,  par  B  celle  du  second^  les 
trois  valeurs  du  premier  radical  seront 

A,  Aoc,  Aoy 
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celles  du  second  seront 

B,   Ba,   B6; 

et  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux,  qu'il  faut  pren- 
dre ensemble,  doivent  avoir  un  produit  réel,  on  aura, 
pour  les  racines  de  l'équation  (i), 

A-hB, 

Aa-f-B6, 

A6-4-Ba. 
D'ailleurs, 

a  =  >       Cru: ? 

2  2 

les  trois  racines  de  l'équation  (i)  seront  donc 

AH-B   .   A  — B 


A-f-B     et     —  tlZl__± v/— 3. 

2  2 

Ainsi,  dans  ce  cas^,  l'équation  (i)  a  deux  racines  imagi- 
naires. 

Si  l'on  a  R  =  o,  ou 

^pi  -4-  2^y  ^2  __  Q  ^ 

il  en  résulte  B  =  A  ;  alors  l'équation  (i)  a  ses  trois  racines 
réelles,  mais  deux  de  ces  racines  sont  égales  entre  elles. 
Supposons,  enfin,  R<^o,  ou 

4/?'-4-27^»<o, 

chacun  des  radicaux  qui  figurent  dans  la  valeur  de  x 
^ura  ses  trois  valeurs  imaginaires  \  mais  il  est  facile  de 
voir  que  l'équation  (i)  a  ses  racines  réelles  et  inégales. 
Soient,  en  effet, 

A  +  BV'^,     a(A-f-B^^),     6(A-f-BV^^), 
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les  trois  racines  cubiques  de  Vexpression  imaginaire 
—  -  -f-  ^K]  l'expression  imaginaire  conjuguée  —  -  —  ^ 
aura  évidemment  polir  racines  cubiques 

A  — BV~,     6(A  — Bv^"^),     a(A  — By^^); 

et  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux  qui  composent  la 
valeur  (lo)  de  a;  doivent  avoir  un  produit  réel,  on  aura 
les  trois  valeurs  suivantes  de  x  : 

(a4-Bv^^)-I-  (a— By/^), 
a(A  +  Bv/^^)  -4-6(A  — B  y/^X 
6{ah-B\/^)  -+-a(A— Bv/^); 

OU,  en  remplaçant  a  et  6  par  les  valeurs, 

2  A,     —  A-+-Bv/3,     —  A— Bv/3. 

L'équation  (i)  a  donc  ses  trois  racines  réelles,  comme 
nous  l'avions  annoncé,  et  il  est  très-facile  de  montrer 
qu^elles  sont  inégales. 

En  effet,  on  ne  peut  avoir  d'abord 

—  A -t- B  v^=  —  A  —  B v/3, 

car  il  en  résulterait  B  =  o,  et  la  quantité —  -  H-  ^R  serait 

égale  i  la  quantité  réelle  A',  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
On  ne  peut  avoir  non  plus 

2Ai=  — A±:Bv^3, 
car  il  en  résulterait  B  =  lir  A  v/3  5  par  suite, 

A  -*-  B  )f^=  A  (i  dl  vds)  =  —  2aA, 


et 


—  i-f-  V^—  — 8a» A»  =—8 AS 
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ce  qui  est  encore  contre  Fhypothèse,  puisque  le  second 
membre  est  réel. 

Le  cas  que  nous  examinons  ici  est  fort  remarquable; 
car,  bien  qu'alors  les  trois  racines  de  l'équation  du  troi- 
sième degré  soient  réelles,  la  formule  de  Cardan  présente 
leurs  valeurs  sous  une  forme  compliquée  d'imaginaires  : 
et  si,  pour  faire  disparaître  ces  imaginaires,  on  cherchait 
à  mettre  les  radicaux  cubiques  qui  entrent  dans  la  for- 
mule de  Cardan  sous  la  forme  A  -h  B  v  —  1 7  on  trouverait 
que  les  quantités  A  et  B  dépendent  d'une  équation  toute 
semblable  à  la  proposée.  L'équation  en  A,  par  exemple, 
aurait  ses  trois  racines  réelles,  et  l'on  trouverait,  par 
conséquent,  une  expression  de  A  également  compliquée 
d'imaginaires.  C'est  pour  cette  raison  que  le  cas  dont  il 
s'agit  ici  a  été  nommé  cas  irréductible, 

495.   Ainsi  la  formule  de  Cardan  ne  peut  servir  à  la 
résolution  numérique  de  l'équation  du  troisième  degré 
que  si  une  seule  racine  est  réelle.  Mais  dans  le  cas  îrré — 
ductible,   l'équation    se   résout  très- simplement  par  l&f 
moyen  des  fonctions  circulaires.  Si  l'on  pose,  en  effet, 

~-h'— 1= — û^sm^w,     — -z=ûcosw, 

la  quantité  p  et  l'angle  w  seront  déterminés  par  les  for- 
mules 

—  <7 


p  =  \/^;;r'  ""'"^^^l' 


et  la  formule  de  Cardan  donnera 


X  =  ^p  (Vcosw  -h  v^ — I  sinw  -f-  ycosft) — ^ — i  sin»)? 
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\lf>   désignant  une  quaniité  réelle  \  on  a  d'ailleurs 

^  ; ."  w-4-2/'7i  , .      <a-4-2^7r 

V  oos»  —  i/ — I  sinw  =  cos r y —  1  sin  5 9 


l,  .      y .  w-f-2^7r  i .      «  -f-  2^7r 

V  cosw  -f-  V  —  ï  sin  w  =r  cos 5 h  V  —  I  sm 5 » 

où.  /:  a  l'une  des  trois  valeurs  o,  i,  2,  On  doit  donner  à  A: 
la  même  valeur  dans  ces  deux  formules,  car  il  faut  que  le 
produit  de  leurs  premiers  membres  soit  réel  5  on  aura 
donc 

^                 3/-          »-4-2^Tr 
JC  =z:t  dp  COS  :r 9 

^'  3 

^t  les  trois  racines  de  Téquation  seront 

3/-            W                 3/-            «-h  2  77                  3,-            6)  -f-  4îf 
2y'pC0S^>        2^pC0S  r 9        2  y' p  COS  ^ • 

Oii  pourra,  dans  chaque  cas,  calculer  par  logarithmes 
^es  trois  racines  dont  nous  venons  de  donner  Fexpression. 

4-96.  Méthode  de  Lagrajvge.  —  Considérons  l'équa- 
tion complète  du  troisième  degré 

(0  «*  -h  Px2  -4-  Q;c  4-  R  =  o, 

^t  désignons  par  Xoy  x^^  Xf  ses  trois  racines.  D'après  la 
taéorie  exposée  aux  n°*  489  et  490,  on  pourra  déterminer 
les  racines  a:o9  Xi,  Xt,  si  l'on  parvient  à  connaître  la  va- 
leur d'une  fonction  quelconque  de  ces  racines,  telle- 
^otit  choisie,  cependant,  que  les  six  valeurs  qu'elle 
P^Ut  prendre  par  les  1.2.3  substitutions  de  a:^,  Xj, 
^9  soient  différentes.  La  méthode  de  Lagrange,  que 
^ous  allons  exposer  ici,  consiste  à  déterminer  directement 
*^  valeur  d'une  fonction  linéaire  des  trois  racines,  telle 
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où  Â  et  B  désignent  des  constantes  quelconques,  et  à  dé- 
duire ensuite  de  cette  fonction  Texpression  des  racines 
elles-mêmes. 

Si  Ton  exécute  sur  les  indices  0,1,2  toutes  les  substi- 
tutions qu'ils  comportent,  on  obtiendra  les  six  valeurs 
suivantes  de  la  fonction  t  : 

fç  =:  .To  H- Ax,  H- Bx, , 

t\  "=.  Xq  -4-  A-Tj  -h  B.ri  y 

^j  =  J7i  -f-  A Xj  -f-  B Xq  , 

^3  rrr  ^,  +  A  ^0  H- Bar, , 

« 

et  cette  fonction  t  dépendra  de  Téquation  du  sixième 
degré 

(4)  (/  —  ^o)  [t—  t,)  {t  —  /,)  {t  —  /,)  [t  —  t,)  (t—e,)  =  Oy 

que  Ton  ramènera  au  deuxième  degré,  si  l'on  peut  dis' 
poser  des  constantes  indéterminées  A  et  B,  de  manière 
qu'elle  ne  renferme  que  la  sixième  et  la  troisième  puis- 
sance de  t.  Il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que, 
t  désignant  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (4)9 
a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité,  oct  et  a^t 
soient  aussi  racines  de  Téquàtion  (4)«  Voyons  si  cette 
condition  peut  être  remplie.  D'abord  at^  et  a^t^  ne  peu- 
vent être  égaux  ni  à  ^i,  ni  à  1^3,  ni  à  fg,  lorsqu'on  regarde 
^0'  ^1'  ^t  comme  des  indéterminées,  car  autrement  on 
aurait  a  =  i  ^  il  faut  donc  que  l'on  ait 

a/o  =  tt    et    a'^o  =  ^4  j 
ou 

a/o  =  ^4     et     a^to  ==  h  • 

Ces  deux  dernières  équations  équivalent  aux  précédentes, 
puisque  rien  ne  distingue  les  racines  a  et  a'  Tune  de 
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l'autre  ;  nous  adopterons  les  précédentes,  et  comme  celles- . 
ci  doivent  avoir  lîeu,  quelles  que  soient  x^y  a?!,  x^i  nous 
en  déduirons  les  valeurs  suivantes  de  A  et  de  B, 

TL  arrive  alors  que  A  et  B  ayant  ces  valeurs,  on  a  aussi 

ar,  =  ^3,      a*r,  =^5, 

en  sorte  que  si  Ton  prend  pour  valeur  de  t, 
Téquation  en  t  aura  pour  racines 

et  elle  sera,  par  conséquent, 

ou 

(5)  t^^{^tl-ht\)t^-htlt\=zo, 

en  faisant 

ce  qui  s^accorde  avec  les  résultats  généraux  que  nous 
avons  obtenus  au  n^  482. 

Lorsque  les  valeurs  de  ^^  et  ti  seront  connues,  celles  de 
x^y  Xi,  Xt  le  seront  aussi  ;  on  a,  en  effet, 

(7)  — PrnaTo -4-«i-+-Xa, 

et  en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7)9  il  vient,  à  cause 
de  a*  4-  a  4- 1  =  o, 

(8)  ^0  = 3 

Pour  avoir  Xi,  il  faut  ajouter  les  trois  équations  (6)  et  (7  ), 

*n.  28 
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après  les  avoir  multipliées  respectivement  para*,  a  et  i  ; 
on  a  ainsi 

—  P-f-a'/o-f-ar, 

(9)  ^'  = 3 ' 

et  enfin  on  obtient  la  valeur  suivante  de  Xs, 

(10)  x,  = , 

en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  après  les  avoir  res- 
pectivement multipliées  par  a,  a*  et  i. 

Tout  est  donc  ramené  à  résoudre  Féquation  (S),  qui 
est  alors  une  réduite  ou  une  résolvante  de  Téquation  pro- 
posée. Cherchons  d'abord  à  exprimer  les  coefficients  de 
la  résolvante  par  ceux  de  l'équation  proposée,  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  coefficients  t\  -\-t\  et  t\t\  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  équations  (6)  l'une  par  T autre, 
et  qu'on  ait  égard  à  la  relation  a*  -{-  a  H-  i  =  o,  il  vient 

*b  *i  •—  *^ Q  "T~  X ^  ~T~  X 2  '~~  Xq  Xi  —  Xi  X2  —  jc^Xq 

=  (Xo  -h  Xi-h  XaY  —  3  (Xo  Xi  H-  X,  4?a  4-  ^2^0)  9 

et,  par  conséquent, 

(11)  ro^i  =  F  — 3Q; 

si,  enfin,  on  ajoute  les  deux  équations  (6),  après  les  avoir 
élevées  au  cube,  on  obtient 

tl-ht]z=2{xl'^x\'hxl) 
—  3(xlXi-^x\xo-hxlx2-h  xlXi'\-xlxo'hxlx2)-\-  i2XoX,jra 
:=3(xl-hx\-hxl)  —  {xo-\-Xi  -hx^y  +  i8a:oa?iX2 
=  —  «iP^ -f- gPQ  —  27R; 

la  résolvante  (5)  devient  donc 

/•  — (— 2P»-h9PQ  — 27R)f»-f-(P»— 3Q)»  =  o. 
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En  posant 

elle  se  réduit  à  l'équarion  du  deuxième  degré 

0»—  (—  2P3  +  9PQ—  27R)0  +  (P»—  3Q)»=  o; 

et,  si  Ton  nomme  do  et  di  les  deux  racines  de  cette  équa* 
lion,  on  aura 

Les  équations  (8),  (9)et(io)  deviennent  alors 

__  — p-4-î/ô;+v^07 


—  P  +  a^î/Go-haJ/e, 

07,  311  ï i 

3 


—  P  +  ai/Oo  +  a'i/ôi 
<*•   — — » »       • 


on  prendra  pour  ^do  l'une  quelconque  des  trois  valeurs 
de  ce  radical,  mais  la  même  dans  les  trois  formules  : 

quant  à  l'autre   radical  v^Oj,  sa  valeur  est  déterminée 

quand  on  a  fixé  celle  de  ^9o,  car  l'éqUation  (ii)  nous 
donne 

y^0;.j^0;=p»— 3Q. 

Il  suit  de  là  que  les  trois  racines  pourront  être  représen- 
tées par  la  formule  unique 

—  p-f-î/ôT-hv^ê; 

x  = 3 , 

qui  n'a  que  trois  valeurs  distinctes,  si  l'on  considère  que 
v/01  y  est  mis,  pour  abréger,  à  la  place  de  — ^  _     « 

y  ôo 

28. 
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497.  Comparaison  des  deux  méthodes  pbécédektes» 
—  La  méthode  de  Lagrange,  que  nous  venons  d'exposer, 
est  moins  simple  que  celle  de  Hudde;  mais  elle  est  plus 
directe.  Toutefois,  ces  deux  méthodes  fournissent  la  même 
résolvante,  et  nous  allons  voir  qu'on  est  naturellement 
conduit  à  la  méthode  de  Lagrange,  en  étudiant  à  fond 
celle  de  Hudde. 

Reprenons  l'équation  générale  du  troisième  degré 

(i)  j:'  -t-Px'-f-  Qj:h-  Ri=o. 

Pour  appliquer  la  méthode  de  Hudde,  on  commence  par 
faire  disparaître  le  deuxième  terme,  en  posant 

P 

3  ' 

ce  qui  ramène  l'équation  à  la  forme 
on  pose  ensuite 

et  Ton  obtient  enfin  cette  résolvante, 

(3)  j«-f-^j3_  i^^o. 

Cela  posé,  si  j^  désigne  l'une  des  trois  racines  cu- 
biques de  —  -  -f-  1/7  -4-  —  >  J"!  celle  des  trois  racines 

cubiques  de  —  -  —  K/T  "^  ~'*  ^I"^'  multipliée  paryo 

donne  pour  produit  — 2^>   les  six  racines  de  l'équa- 
tion (3)  seront 
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€t  celles  de  l'équation  (  2  ) 

par  suite,  en  appelant  Xo,  Xi,  Xt  les  trois  racines  de 
l'ëqùation  (i),  on  aura 

_      P 

^9  —  —  "ô  "^  Xf^Xif 

X,  = — ■5-  -f-  a^Jo  +  a^,, 


JTj  1=  —  —  +  «ro  -+-  «V 


I  • 


Si  Ton  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  respective- 
ment multipliées  d'abord  par  i,  a,  a*,  puis  ensuite  par 
I,  a*,  a,  il  vient 

Xo  H-  a  X,  H-  a'  4?, 


ri 


3 


On  voit  par  là  que  la  méthode  de  Hudde  revient,  au  fond, 
à  former  une  résolvante  en  y  dont  Ja  racine  ait  pour  va* 
leur 

^= 3 ' 

et  que  cette  résolvante  ne  diffère  de  celle  de  Lagrange  que 
par  le  facteur  3  qui  divise  les  racines. 

498.  Méthodes  DE  Tschtrwaos  et  d'Euler.  —  Nous 
avons  exposé  au  n^  190  la  méthode  générale  de  Tschirnaùs, 
pour  faire  disparaître  d^une  équation  autant  de  termes 
que  l'on  veut.  Il  en  résulte  une  méthode  pour  la  résolu- 
tion des  équations  du  troisième  degré;  mais  nous  n'ajou- 
terons rien  ici  à  ce  que  nous  avons  dit  à  ce  sujet  au  n^  191 . 

La  méthode  d'Euler  ne  diffère  que  dans  la  forme  de 
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celle  de  Tschîrnaûs.  Elle  consiste  à  éliminer  y  entre 
deux  équations  de  la  forme 

ay^  +  ôj^  -h  r  =  a: ,     y^z=d^ 

et  à  identifier  l'équation  finale  en  x  avec  Téquation  pro- 
posée; la  résolution  de  celle-ci  s'ensuivra  évidemment. 
On  peut  disposer,  à  volonté,  de  la  valeur  de  l'une  des 
indéterminées  a,  £,  c,  £?;  on  peut  faire,  par  exemple, 
a  =  I  ou  c?  =  I . 

Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines 
peus^ent  s' exprimer  rationnellement  en  fonction  delà 
troisième  racine  et  des  quantités  connues, 

499.  Si  l'on  désigne  par  x^  x^^  x^  les  racines  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré 

(l)  a:3-+-Pa:2-4-Qa:4- R==:0, 

le  produit 

A  =  (a: — XxY{x  —  x^Y  [x^  —  XiY 

des  carrés  des  différences  des  racines  aura  pour  valeur 
(n°  179) 

A  =  —  (4Q3  +  27 R»)  -f-  18PQR  -f-  P'Q^  —  4P^R. 
Cela  posé,  en  multipliant  par  Xy  —  Xt  l'identité 

^Z=z[x  —  X^)[x  X2){X'^ Xx)f 

il  vient 

(4?,  —  a:,)  v^  =  [( j?»  —  4?)  (x,  —  ara)] [(or,  —  x)  (x,  —  Xx]] 

ou 

(j?i— «a)V^=  {3^J  4-2Par,  •4-Q)(3a:î-f-2Pa:, -+-Q) 

=  ^x\x\  4-6Par,J:,  (ar, -hx,)  -h  3Q(x,  4- *»F 
4-  (4P»  — 6Q)a:,4?,-i-2PQ(dr,4-x,)-hQ'j 
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on  a  d^ailleurs 

{2)  Xi  -h  0:2=  —  X —  P 

et 

ar,Xj  =  —  (a:j-f-a-a)ar-4-Q=:a?*-4-  Po?  -h  Q; 

en  faisant  usage  de  ces  formules^  on  trouve 

(ar,  —  a:,)  v/a  —  gar*  4-12  ?«•  4-  (i5Q  +  P')  0?* 

-f-  (10  PQ  —  2  P») X  +  (4Q»  —  P'Q). 

On  peut  ramener  cette  expression  au  deuxième  degré, 
par  le  moyen  de  l'équation  (i),  et  il  vient  alors 

J  (x,-ar,)v^  =  (6Q-2P)a:>-(9R-7PQ-f.2P)x 
(  +(4Q^— P^Q  — 3PR). 

On  voit,  par  les  équations  (2)  et  (3),  que  les  racines 
Xi  et  Xt  seront  égales  aux  deux  valeurs  de  X  tirées  de  la 
formule 

(4)  ^^  =  ^[(6Q-2P*)*^-(9R-7PQ  +  aP^-+-v^)' 

(4Q»— P»Q  — 3PR  — PV^)], 


en  y  donnant  successivement  au  radical  \/Â  ses  deux  va- 
leurs. 

Il  résulte  de  là  que  si  Ton  comprend  ce  radical  ^ 
parmi  les  quantités  qu*on  regarde  comme  connues,  les 
racines  X|  et  x^  s'exprimeront  par  des  fonctions  ration- 
xielles  de  x  et  des  quantités  connues. 

On  peut  aussi  représenter  ces  racines  par  des  fonctions 
rationnelles  et  linéaires  de  x^  en  suivant  la  marche  indi- 
:faée  au  n^  183.  Effectivement,  si  Ton  divise  le  premier 
cuieinbreF(x)  de  l'équation  (i)  par  l'expression  (4)  de  X^ 
jue  Ton  désigne  par  Y  le  quotient  de  cette  division  et 
^ar  —  U  le  reste,  on  aura 
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d'où 

On  trouve,  en  faisant  le  calcul, 

2  v^ .  V  =  (  6  Q  —  2  P»  )  j?  +  (  9  R  ^  PQ -4- \/ï  ) , 
2  s/Â.U  =  —  (gR  —  P Q  —  v/^)x -f- (2 Q»— 6PR); 
par  conséquent,  si  Ton  pose 

^_\/^-(9R-PQ) 

a    Z=  r- , 

2  VA 
20»  — 6PR 

2  i/A 

(5)  i 

^^  ^     ,      6Q-2P 

2  V^A 

^.^v/^  +  (9R-PQ/ 

2  V^A 

l'expression  de  X  sera 

rix  -\-  b 

a'  X  -h  à^ 

et  on  en  conclura  les  racines  Xi  et  x^  en  donnant  au 

radical  ^  ses  deux  valeurs.  Mais  quand  on  changé  yA 

en  —  v^,  a  et  J'  se  changent  Tune  dans  l'autre,  tandis 
que  b  et  a'  se  changent  en  —  b  et  —  a'^  donc  on  peut 


2 
= > 


écrire 


ax  -h  h  b'  X  —  b 


a  X -h  0  — ax-ha 

On  tire  des  équations  (  5  ) 
(6)  a-hb'  =  i,     ab'-^ba'  =  i, 

et  il  en  résulte  que  si  l'on  pose 


/    \  ^  ax  -h  b 

(7)  BX=Z-: r-,9 

^''  a'x-^-b' 
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aura 

b'x—  b 
)  0»a:= ,      G'j:=:a:, 


—  a  X  •-\~  a 


r,  Q*x  étant  mis  au  lieu  de  BQx  et  06*  j:. 

Les  racines  de  Téquation  proposée  peuvent  donc  être 

présentées  par 

Xm        vXm        V     XZ 

joute  que  si  une  fonction  linéaire 

»nt  le  déterminant  aê'  —  6a'  peut  toujours  être  supposé 
:al  à  I,  représente  Tune  des  racines,  Qx  par  exemple,  on 
ira  identiquement 

ff(^X)    Z=zBXy 

est-à-dire 

a=dZfl,      6=dzô,      a'=±û',     ^'  =  ±0'. 

En  effet,  Téquation  proposée  étant  irréductible,  elle 
î  peut  pas  avoir  une  racine  commune  avec  l'équation 
c=:Ox  qui  est  du  deuxième  degré,  à  moins  que  celle-ci 
i  soit  identique. 

SOO.  Nous  avons  rencontré  au  n^  166  une  équation  du 
oisième  degré  dont  les  racines  se  développent  en  des 
actions  continues  susceptibles  d'être  terminées  par  un 
êaie  quotient  complet. 

L^analyse  qui  précède  nous  fait  connaître  toutes  les 
::mations  du  troisième  degré  qui  possèdent  cette  pro- 
^té.  En  effet,  pour  que  deux  irrationnelles  x  et  Xi 
^nt  développables  en  des  fractions  continues  terminées 
r*]es  mêmes  quotients,  il  faut  et  il  suffit  (u^  16)  que 

tti  ait 

ax  -h  b 

.    a  X  H-  6' 
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a,  &,  a\  V  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  satisfai- 
sant à  la  condition 

Si  Ton  applique  ce  résultat  à  deux  des  racines  de  Féqua- 
lion  (i),  X  et  0a:,  ou  x  et  fl'o:,  on  voit  que  la^  condition 
relative  au  déterminant  est  satisfaite  quand  on  exprime 
^x  ou  ô'x  par  les  formules  (5),  (7)  et  (8).  Donc,  pour  qoe 
les  fractions  continues  dans  lesquelles  se  développent  les 
trois  racines  aient  un  même  quotient  complet  commun, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  formules  (5)  donnent  pour  a,  j, 
a\  b'  des  valeurs  entières. 

Les  deux  dernières  équations  (5)  peuvent  être  rem* 
placées  par  les  équations  (6),  et  celles-ci  donnent 

(9)  è'=i-a,     b  = -^^ ; 

en  même  temps  on  a ,  par   les  deux  premières  équa- 
tions (3), 

(10)  9R— PQ  =  (i  — 2a)v^,     3Q  — P'=<i'v^, 

et  l'expression  de  A  peut  être  mise  sous  la  forme 

j  9A  =  -  3  (9R  -  PQ)»  +  4P  (9R  -  PQ)  (3Q  -  P) 
^         I  -4Q(3Q-P')». 

Des  équations  (lo)  et  (i  i)  on  tire 

^  3  (i  —  «-4- a')       I  —  aa  ^ 

(12)     \     R ^^ 1 -^^ F, 

v/a  =  -^^ 


û'      ' 


la  quantité  P  demeure  indéterminée. 
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D'après  cela,  la  forme  générale  des  équations  dont  nous 
us  occupons  est 

^  o       r — 3(i  —  rt  H- ûM       I  —  ^a    1 

J)  {  L  -• 

désigne  une  quantité  réelle  quelconque,  rationnelle 
1  irrationnelle,  a  est  un  nombre  entier  positif  ou  né- 
ttif  quelconque  ^  enfin,  a'  est  un  diviseur  positif  ou  né- 
tlif  quelconque  du  nombre  i  —  a  -h  a*. 
L'équation 

mt  nous  nous  sommes  occupé  au  n^  166,  répond  aux 

Jeurs 

P  =  o,     a  =  —  4>     a'  =  —  3. 

isolation  de  Véquation  générale  du  quatrième  degré. 

501.  Méthode  de  Ferraiii.  —  La  méthode  la  plus 
Dple  pour  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré  est 
issi  la  plus  ancienne  ;  c'est  celle  de  Louis  Ferrari  :  elle 
insiste  à  faire  en  sorte  que  les  deux  membres  de  l'équa- 
on  soient  des  carrés,  et  elle  ramène,  en  conséquence,  la 
^solution  de  cette  équation  à  celle  de  deux  équations  du 
euxîème  degré. 
Soit  l'équation 

« 

4?*  -4-  pjc^  4-  qx"^  4-  rj?  -h  J  =  O  ; 

^^  Conservant  dans  le  premier  membre  que  les  detix 
iers  termes,  elle  devient 


x^  -h  pa^  =  —  qx^  —  rx 


p^  x^ 


1  ajoutant  aux  deux  ^lembi^es  ^-~-  >  afin  que  le  pre- 


(3) 
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mier  membre  devienne  un  carré, 

(2)  lx^-\-^x\   =  f  Ç-  — 7  J  x^— rx — s. 

Mise  sous  cette  forme,  l'équation  proposée  se  résoudnit 
immédiatement,  si  le  second  membre  était  un  carré;  car 
il  sufGrait  alors  d'extraire  la  racine  carrée  des  deux 
membres,  et  Téquation  serait  abaissée  au  deuxième  dqpnf. 
C'est  à  ce  cas  particulier  que  la  méthode  de  Ferrari  ra- 
mène tous  les  autres. 

Désignons  par  j^  une  quantité  indéterminée^  et  ajoutoni 
aux  deux  membres  de  l'équation  (2)  la  même  quantité 


il  viendra 


(*'+f^) 


^•' 


7+.J, 


Maintenant,  déterminons  j^,  de  manière  que  le  second 
membre  de  l'équation  (3)  soit  un  carré.  11  suffit,  pour 
cela,  que  l'on  ait 

(?-'y=(î-'*^)<^-«- 

ou 

(4)       J"'  —  qf'  -^  (pr—  ^s)y  ^  s{p^  —  iq)  •-  r^z=Oi 

et,  si  l'on  connaît  une  seule  racine  de  cette  équation  enjr, 
la  résolution  de  l'équation  proposée  (i)  s'ensuivra  immé- 
diatement, car  Téquation  (3),  qui  est  la  même  que(i]) 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


(--^-O'-It-'-- 
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:  elle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes,  qui  sont  du 
euxième  degré  : 


C^vf^ 


••+(?- v/j-^-O" 


1 


VF 


=  0, 


PX 

jr  2 


s/F 


=  o 


L'équation  (4)9.  qui  est  du  troisième  degré,  sera  donc 
ici  la  réduite  ou  la  résonante  de;  Téquation  (i).  Nous 
iTons  vu  qu'on  peut  exprimer  par  des  radicaux  les  racines 
ie  l'équation  générale  du  troisième  degré;  il  s'ensuit  que 
^équation  du  quatrième  degré  a  la  même  propriété,  car 
es  équations  (5)  donneront  les  quatre  racines  de  l'équa- 
ion  (i)  en  fonction  des  coefficients  et  d'une  racine  quel- 
Onque y  de  la  résolvante, 

802.  Étude  de  la  résolvante.  —  Nous  venons  de 
'Oir  que  les  quatre  racines  de  Téqualion  proposée  peuvent 
exprimer  en  fonction  d'une  seule  racine  de  la  résol- 
ante  :  nous  allons  étudier  à  son  tour  cette  résolvante, 
I  examiner  de  quelle  manière  ses  racines  sont  compo- 
ées  avec  celles  de  la  proposée.  • 

Désignons  toujours  par  y  une  racine  quelconque  de  la 
ésolvante,  et  par  Xo,  x^^  Xt^  x^  les  quatre  racines  de 
équation  proposée,  savoir,  par  x^  et  x^  celles  qui  appar- 
énnent  à  la  première  des  équations  (5)*,  par  x^  et  x^ 
ûies  qui  appartiennent  à  la  seconde.  On  aura  alors 

a 


\/F^'      '  Vf- 
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et  en  ajoutant, 

La  résolvante  a  donc  pour  racine  la  fonction 

^0  <2?1  ~T~  ^i  X^ 

des  quatre  racines  de  la  proposée,  fonction  qui  n'a  effec- 
tivement que  trois  valeurs,  par  les  substitutions  des  n- 
cines. 
Posons 


d'où 


la  résolvante  en  y  se  transformera  dans  une  équadoB 
en  t^  qui  sera  du  sixième  degré,  mais  qui  ne  coutiendit 
que  des  puissances  paires  de  t.  Cette  équation  ne  sera  pai 
plus  difficile  à  résoudre  que  Téquation  (4),  et  on  peut  la 
prendre  pour  résolvante  à  la  place  de  celle-ci.  Les  équa- 
tions (5),  dans  lesquelles  se  décompose  l'équation  pro- 
posée, deviennent  alors 

,     (p-^f\      i/^'    P^      \      î^U      4  "^V    '^ 


ar^-t- 


('-?: 


"-^i(?-i+^'- 


/  Ht 


et  l'on  en  déduira  les  quatre  racines  de  la  proposée,  si  l'oit 
connaît  une  seule  racine  de  la  résolvante  en  t. 

Les  équations  précédentes  ont  pour  racines,  la  pre- 
mière Xa  et  Xfi  la  seconde  x^  et  0:3  ;  on  a  donc 


Xc 


Xi  — )        Xx 

2 


p 1 

Xi= , 
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ty  en  retrancliant) 

•"""  r  —  x^  ~~"  wF|  ~T~  «Tj  ""•  Mr3« 

i^elle  est  Texpression  de  la  racine  de  la  résolvante  en  t. 
Test  une  fonction  linéaire  des  racines  de  la  proposée, 
[ni  peut  prendre  effectivement  six  valeurs  égales  deux  à 

leux  et  de  signes  contraires,  par  les  substitutions  des  ra- 

• 

«mes  ^0)  ^19  *^ity  ^8* 

503.  Méthode  de  Lagrangb.  —  D'après  la  tbéorie  gé- 
aérale  que  nous  avons  exposée  auxn^^  489  et  490,  on  peut 
exprimer  rationnellement  les  quatre  racines  de  Téqua- 
tion  du  quatrième  degré  par  une  fonction  de  ces  racines 
telle,  que  les  i •2.3.4  valeurs  quW  en  déduit  par  les 
substitutions  soient  différentes.  Une  pareille  fonction  dé- 
pend d^une  équation  du  vingt-quatrième  degré  ;  mais  nous 
tenons  de  voir,  par  l'analyse  de  la  métbode  de  Ferrari, 
Çi'il  suffit,  pour  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré, 
de  connaître  une  fonction  des  racines  qui  ait  seulement 
trois  valeurs  distinctes,  ou  six  valeurs  égales  deux  à  deux 
et  de  signes  contraires. 

La  formation  directe  de  l'équation  dont  dépend  une 
pareille  fonction  des  racines  de  la  proposée,  et  la  déter- 
nûnation  subséquente  de  ses  racines,  constituent  une 
nouvelle  méthode  due  à  Lagrange,  et  que  nous  allons  ac- 
tuellement développer. 

Soit  Téquation 

(l)  jc*  -f-  px^  4-  qjs^  -h  rx  -h  s  =0, 

et  désignons  par  Xo,  Xi^  JCj,  x^  ses  quatre  racines.  La 
fonction  la  plus  simple  de  ces  racines,  parmi  celles  qui 
lie  peuvent  acquérir  que  trois  valeurs,  est  Xq  x^  +  Xj  Xj  ; 

posons  donc 

yz^XoX^-^XiX^ 
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et  commençons  par  chercher  la  valeur  de  y^  ou  plutôt 
Téquation  du  troisième  degré  dont  dépend  cette  quantité. 
Soientj^OîJKn/s  les  trois  valeurs  que  peut  acquérir jr, 
on  aura 

Y^  nz:  x^  Xi  — r-  X\  X^  ^      y^  zzr  x^  JTj  -+-  X{  Xi  ^      JTi  ^n:  J?o  JTi  -t"  Xj  JTj, 

et  Téquation  en  y  sera 

(2)  j'—  (ro+jTi-Hr^)  j'+(rort-^ror2  -+-jij2)r  —y^yxy^ =0. 

Les  coefficients  de  cette  équation  (2)  sont  des  fonctions 
symétriques  des  racines  de  Féquation  (i),  et  ils  peuvent, 
en  conséquence,  s'exprimer  par  les  coefficients  p,  q^  r,  %. 
On  a 

—  («ï^o  "^  "^i  "•    ^2    •"  ^3)  ^•^oJ'i'^2    •*  X(^X\X^  -T"  X^Xi,X^  '~r*  «Pi  JfjXj) 

—  4  •'^o  ^1*2^3  =:/?r  —  4^» 

J^O  ^»  J^2  ^=  ^0  ^1  ^2  «^8 

X  t  (-Co  -+- J*!  4-^2  -f-  .î^3  )* — 4('^o  '^J  -^x^^i + ^0-^3  4-^1  JTj  -f- XiX,  -f- jrjjr,)] 
•4-(arjar,j:2-+-.Toa*,j:3-l-a7oXja:3  -+- 0:1X2^:3)*  i=i  5 (^' —  4^)  -♦-''*> 

Féquation  résolvante  enj^  est  donc 

(3)     y^  —  qy^-^(pr—^s)x—  [5(/?'  — 47)-f-r']^o. 

Nous  savons  résoudre  cette  équation,  qui  est  du  troisième 
degré;  voyons  maintenant  comment  on  obtiendra  les  va- 
leurs des  racines  Xq,  x[^  x^^  X^, 
Soit  j^Q  une  racine  quelconque  de  l'équation  (3),  on 

aura 

x^  Xi  -f-  Xi  a?3  =:  y^  \ 

d'ailleurs 

"^0  "^2  X  -^l  ^3  ^^^  ^5 

donc  XçiX%  et  Xi  x^  sont  les  racines  de  Féquation  du  second 
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jdegré 

(4)  z^—jr.z-hs^o. 

Soient  z^  et  Zi  les  racines  de  cette  équation  (4)9  on  aura 

JCq  J?j    Zgy  ^1  «1?3   Z|  y 

«connaissant  ainsi  les  valeurs  des  fonctions  x^x^  et  XjXs, 
on  voit  de  suite  qu^on  doit  en  déduire  rationnellement  les 
sommes  x^-hXi  elXi  -hx^^  qui  sont  des  fonctions  res- 
pectivement semblables  à  x^^Xi  etXiXz.  On  a  effective- 
ment 

j?!  Xi  [xq  -f-  Xi)  -f-  x^  Xi  [xx  -f-  ^3)  =  —  '*> 

ou 

d*ailleurs 
donc 

Xo  -f-  JTj  = j      a:,  -h  a:,  — • 

Connaissant  Xo-f-Xg  et  XoXg,  ^i  H-^s  et  x^Xj,  on  peut 
former  deux  équations  du  deuxième  degré,  ayant  pour  ra- 
cines, la  première  Xq  et  Xj,  la  seconde  Xi  et  Xj,  et  le 
problème  peut  être  regardé  comme  résolu. 

504.  On  résout  plus  facilement  Téquatlon  du  quatrième 
degré,  en  prenant  une  résolvante  dont  la  racine  soit  une 
fonction  linéaire  des  racines  de  l'équation  proposée,  ayant 
six  valeurs  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 

Soit 

*  —  Xq  ——  X\  ~T~  X'i  —  J?3  J 

cette  fonction  ayant  six  valeurs*,  elle  dépendra  d'une 
équation  du  sixième  degré  ^  mais  parce  que  les  valeurs 
de  t  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  l'é- 
quation s^abaissera  au  troisième  degré,  en  posant 

n.  29 
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On  peut  former  directemenl  Téquation  en  9^  puisqu'on 
connaît  la  composition  de  ses  racines  \  mais  on  peut  aussi 
la  déduire  de  la  résolvante  (3)  enj-.  Il  est  facile,  ene£fet, 
de  voir  que  l'on  a 

y  = 4 ' 

et  la  résolvante  en  9  est 

t^'  j     —(/?«  —  4/?7  -f-  8r)«  =  o. 

On  pourrait  exprimer  les  quatre  racines  jc^,  x^^  x,,  Xi 
de  la  proposée  par  une  seule  des  racines  Q  de  cette  équa- 
tion ;  mais  on  obtient  des  résultats  plus  simples  en  em- 
ployant les  trois  racines. 

Soient  9o)  ^u  ^t  les  trois  racines  de  Féquation  (5),  on 
aura 

IXq  Xi  -T-  J?j  X^  n^  \^0  9 
Xf,  —  Xa  -1-  ^3  —  XiZ=z  ^07i 
X^  —  «2?»  -4-  JTi  —  Xj  nz  yQtf 

d'ailleurs 

(7)  X, -+- a:,  H- ar,  4- 0^3  =  — /?, 

et  les  équations  (6)  et  (7),  qui  sont  du  premier  degré, 
donneront  les  valeurs  suivantes  des  quatre  racines  : 


^0 


_  — /?  -h  v/^-f-  V^-4-  SfBi 


(8) 


X, 


JT; 


_     p 

4 

-  A  - 

\/ê7H- 

v/9. 

—p 

4 

n/ôT- 

•v/ë7 

—p 

4 

v^- 

■v/ëT 
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Ces  quatre  racines  peuvent  être  représentées  par  la  for- 
mule unique 

ir,\                  ^^  —  p  +  y/^-^sfô'fh-s/ï^ 
\9)  •^— 7 ? 

puisque  chaque  radical  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Mais  ici  se  présente  une  difficulté,  car  l'ex- 
pression de  x,  donnée  par  la  formule  (g),  a  huit  valeurs, 
tandis  que  l'équation  proposée  ne  peut  avoir  que  quatre 
racines.  Il  est  aisé  de  faire  disparaître  cette  ambiguïté; 
on  peut  prendre  à  volonté  l'une  des  deux  valeurs  de  V^ 
et  de  v^i  j  mais  quand  on  a  fixé  ces  valeurs ,  celle  du 

troisième  radical  ^  se  trouve  par  cela  même  déter- 
minée. En  effet,  en  multipliant  les  trois  équations  (6), 
on  trouve 

— f-  2  ^  J?o  «^1  ^i  ~T~  J?0  Jîj  ^3  -f"  ^0  JC^  JI'j  "T7  ^1  JPj  wTj  ) 

—  ;ro(a:;-f-a:J  -^  ^l)  —  J^i{^l -^  J^l -^  ^l) 

—  J!:,{xl  -^  œ]  '^- xl)  —  X,  {xl  ^x]-+-xl) 

=  —/?»-{- 4/^7  — 8r, 

d'où 


(lo)  s/Q,= 

n  résulte  de  là  que  la  valeur  de  x,  donnée  par  la  for- 
mule (g),  a  précisément  quatre  valeurs,  et  que  cette  for- 
mule fait  connaître,  en  conséquence,  les  quatre  racines 
de  l'équation  proposée. 

n  est  important  de  remarquer  que  le  succès  des  mé* 
thodes  de  Ferrari  et  de  Lagraoge  est  dû  à  cette  seule  cir- 
constance,  çue  Von  peut  former  des  fonctions  de  quatre 
variables^  qui  rCont  que  trois  valeurs. 

29- 
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505.  La  .discussion  des  cas  particuliers  de  réquation 
du  quatrième  degré  n'offre  aucune  difficulté.  Les  for- 
mules (6)  ou  (8)  donnent  immédiatement  les  résultats 
suivants. 

i^  Si  la  réduite  a  deux  racines  égales  différentes  de 
zéro,  la  proposée  a  deux  racines  égales;  les  deux  laiitres 
racines  sont  différentes  de  celles-ci,  et  différentes  entre 
elles. 

2^  Si  la  réduite  a  deux  racines  nulles,  la  proposée  a 
deux  couples  de  racines  égales. 

3^  Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  égales  entre 
elles  et  différentes  de  zéro,  la  proposée  a  trois  racines 
égales. 

4^  Si  la  réduite  a  trois  racines  nulles,  les  quatre  racines 
de  la  proposée  sont  égales  entre  elles. 

Lorsque  les  coefficients  p,  ^,  r,  5  sont  réels,  la  nature 
des  racines  de  la  réduite  fait  connaître  celle  des  racines 
de  la  proposée. 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  réelles,  et  qu'au- 
cune d'elles  ne  soit  négative,  il  est  évident,  par  les  for- 
mules (8),  que  les  quatre  racines  de  la  proposée  sont 
réelles  5  si  au  contraire  la  réduite  a  une  ou  deux  racines 
négatives,  les  quatre  racines  de  la  proposée  sont  imagi- 
naires :  toutefois  deux  de  ces  racines  deviennent  réelles 
et  égales  lorsque  la  réduite  a  deux  racines  négatives 
égales  entre  elles.  Le  dernier  terme  de  la  réduite  (5) 
n'étant  jamais  positif,  cette  réduite  ne  peut  avoir  une 
seule  racine  négative  que  dans  le  cas  où  elle  a  une  racine 
nulle.  Si  la  réduite  a  deux  racines  imaginaires,  on  peut 

supposer  que,  dans  les  formules  (8),  v'^  et  V^  soient  des 

imaginaires  conjuguées,  et  que  sl^^  soit  réelle;  on  voit 
alors  que  la  proposée  a  deux  racines  réelles  et  deux 
racines  imaginaires. 
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'S06*     MéTBODBS     DE     DbSCARTES,     DE     TsCHiaHÂDS     Et 

B'EuLBft.  —  La  méthode  de  Descartes  consiste  à  iden- 
tifier Téquation  proposée 

X*  -+-  px^  •+-  qx*  -\-  rx  -\-  s  =2  o  ^ 

i 

avec  cette  autre 

(X»  -f-/x  -f-  g)  (x^  ^fx  -f-  ^')  =  G, 

dont  les  racines  peuvent  être  considérées  comme  connues. 

Au  lieu  d'employer  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, comme  fait  Oescartes,  on  peut  exprimer  que 
x*-f-yir-f-gr  est  un  diviseur  du  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  en  effectuant  la  division,  et  en  éga- 
lant a  zéro  les  deux  termes  du  reste  qui  est  du  premier 
degré  en  x.  On  obtient  ainsi  deux  équations  entre  les  deux 
înconnuesyet  g^  et,  en  éliminant^  ou/*,  on  a  une  équa- 
tion du  sixième  degré  qu^on  ramène  aisément  au  troi- 
sième, ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n^  99.  Celte  méthode  nç  se 
distingue  pas,  au  fond,  des  précédentes^  car  la  résolvante 
i  laquelle  elle  conduit  ne  diffère  dé  celle  de  Lagrange 
(n^  99)  que  par  le  facteur  2  qui  divise  ses  racines. 

Je  n'ajouterai  rien  à  ce  que  j'ai  dit  au  n^  191  relative- 
ment à  la  méthode  de  Tschirnaûs,  qui  ramène  l'équation 

x^  -f-  pji?  -I-  qx^  -k-  rx  -^  s  z=.o  » 

a  la  forme 

ra  employant  la  transformation 

J^  =  «  -h  ^x  -f-  *' , 

et  eu' disposant  convenablement  des  indéterminées  a  et  i. 
La  méthode  d'Euler  consiste  à  éliminer  ;^  entre  les  deux 

équations 

X  •=:  a  -\-  hy  -^^  cy^  -h  dy*, 

J*  =  ^> 


/' 
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et  à  identifier  Féquation  finale  en  x  avec  la  proposée 
dont  les  racines  seront  alors  données  par  la  formule 

Tout  revient  donc  à  déterminer  les  valeurs  des  indéter- 
minées a,  i,  c,  d^  e,  dont  l'une  peut  être  choisie  arbitrai- 
rement. 

Sur  la  résolution  algébrique  des  équations, 

507.  Toutes  les  méthodes  connues  que  les  géomètres 
ont  essayé  d'appliquer  à  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions,  et  il  en  serait  nécessairement  de  même  des  nou- 
velles qu'on  pourrait  imaginer,  reviennent  à  faire  dépen- 
dre la  résolution  de  l'équation  proposée  de  celle  d'une 
autre  équation  plus  facile  à  résoudre,  et  dont  les  racines 
soient  des  fonctions  de  celles  de  la  proposée. 

C'est  ainsi  que  l'équation  du  deuxième  degré  peut  être 
résolue  en  déterminant  la  fonction  x^  — x^^  de  ses  deux 
racines.  Le  carré  de  cette  fonction  est  une  fonction  symé- 
trique, et,  sa  valeur  étant  connue,  la  résolution  de  l'équa- 
tion en  résulte  par  l'extraction  d'une  racine  carrée. 

C'est  encore  ainsi  que  nous  avons  pu  résoudre  l'équa- 
tion du  troisième  degré  en  déterminant  la  valeur  d'une 
fonction  linéaire  des  racines  Xq,  Xi ,  0:2,  savoir  : 

a  désignant  l'une  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
x*  =  I.  Le  cube  t^  de  celte  fonction  ne  peut  prendre  que 
deux  valeurs  distinctes  par  les  substitutions  des  racines 
x^, ,  Xi ,  Xj ,  et  il  dépend,  par  conséquent,  d'une  équation 
du  deuxième  degré. 

Enfin,  nous  avons  résolu  l'équation  du  quatrième  degré 
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\  détennitxaiit  la  valeur  de  Tune  des  dettx  fonctions  suiv- 
antes de  ses  racines  Xe ,  Xi ,  â?t ,  x« , 

jr  —  Jc©  Xj  -+-  X|  JÎ3  y 

•    «S^o  """  '^l  "•     ^2  """  «^S* 

La  première  de  ces  deux  fonctions  ne  pent  acquérir  que 
Lrois  valeurs,  et  elle  dépend,  par  conséquent,  d^une  équa- 
tion du  troisième  degré,  qu'on  sait  résoudre;  la  seconde 
fonction  peut  prendre  six  valeurs^  et  elle  dépend  d'nne 
équation  qui  est  du  sixième  degré,  mais  qui  peut  être 
abaissée  au  troisième,  parce  qu'elle  ne  contient  que  des 
puissances  paires  de  l'inconnue.  Nous  avons  vu  que  la 
résolvante  en  t  conduit  plus  aisément  que  celle  en  /  à  la 
résolution  de  la  proposée;  elle  a  aussi  cet  avantage,  que 
la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré,  qu'on  en 
léduit,  présente  la  plus  complète  analogie  avec  celle  de 
''équation  du  troisième  degré.  La  fonction  t  peut,  en 
îffét,  s'écrire  ainsi  : 


f  zz=  jTo  -h  oLJCi  -h  a' JTa  -f-  a'x 


3» 


*  désignant  la  racine  réelle  —  i  de  l'équation  x*  =  i . 

Dans  les  Mémoires  de  Vjicadémie  de  Berlin  (années 
177P  et  1771)  (*),  Lagrange,  prenant  pour  point  de  dé- 
part les  résultats  qui  précèdent,  a  cherché  à  opérer  la 
résolution  de  l'équation  de  degré  n  dont  Xq  ,  jTi  ,  jr^ , . . . , 
3P,u.i  sont  les  n  racines,  en  employant  une  fonction  de  la 
forme 

OÙ  a  désigne  une  racine  de  l'équation  x"  =  i  - 
Quoique  ces  recherches  de  Lagrange  n'aient  pu  le 


{*)  Lagrange  a  donné  un  extrait  de  son  Mémoire  dans  la  Note  XIII  de 
son  nndttf  4ie  la  hêtolution  deséfumtions  numérifues,  3*  éditioa,  p.  7^9, 
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conduire  à  là  résolution  des  équations  généraleis  d'un 
degré  supérieur  au  quatrième^  problème  dont  Timpo^- 
bilité  est  aujourd'hui  démontrée,  les  développements  qu  il 
a  donnés  à  ce  sujet  ont  une  importance  considérable,  et 
nous  allons  les  présenter  ici. 

Nous  suivrons  la  marche  tracée  par  liUustre  auteur,  et 
nous  distinguerons  avec  lui  le  cas  où  le  degré  de  l'équa- 
tion est  un  nombre  premier,  et  le  cas  où  ce  d^ré  est  un 
nombre  composé. 

Des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  premier, 
508.  Désignons  par 

les  72  racines  d'une  équation 
(i)  V  =  o, 

d'un  degré  premier  n^  par  a  une  racine  quelconque  de 
l'équation  a:"  =  i,  et  posons 

(2)  r  =:  aTo  -h  aJ7|  -1-  a'Xj  -1-  .  .  .  -+-  a"""'  ^«-i. 

Si  a  n'est  pas  égal  à  i ,  /s  étant  premier,  les  puissances 
de  a,  savoir  : 

I,  a,    a%...,    a»-', 

sont  les  n  racines  de  l'équation  jc'*  =  i ,  et  par  consé- 
quent elles  sont  distinctes.  Il  résulte  de  là  que  la  fonc- 
tion t  prendra  i  •  2 . 3 . . .  n  valeurs  distinctes^  par  les  sub- 
stitutions des  racines,  &insi  que  nous  l'avons  déjà  dit 
au  n^  482;  cette  fonction  dépend  donc  d'une  équation  du 
degré 

qu'on  peut  former  par  la  méthode  du  vP  180,  puisqu'on 
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connaît  la  composition  de  ses  racines.  Mais  d'après  les 
développements  présentés  au  n^  482,  la  résolution  de 
cette  équation  de  degré  i .  2  •  3  • . .  ti  peut  être  ramenée  à 
la  résolution  d'aune  équation  du  degré  n  —  i,  dont 
les  coefficients  dépendent  d'une  équation  du  degré 
i.a.3..  .[n  —  2). 
^   En  effet,  si  z  désigne  successivement  tous  les  indices 

o,   I,  2,...,  (w  — 1) 

à  des  multiples  près  de  n^  que  Ton  néglige,  la  substitu- 
tion circulaire 


r.) 


> 


exécutée  sur  la  fonction  t^  équivaut  (n^  482)  à  la  multi- 
plication de  t  par  a,  et  il  en  résulte  que  l'équation  dont  t 
dépend  ne  renferme  que  des  termes  dont  les  degrés  sont 
divisibles  par  n\  cette  équation  s'abaissera  donc  au  degré 
X  .2.3. .  .(ti  —  ')?  si  l'on  pose 

Soient 

(3)  V09   Oi  9   V2, . . . ,   9„_î 

les  résultats  que  l'on  obtient  en  remplaçant  a  par  chacune 
des  racines 

de  l'équation 

=  0, 

X —  I 

dans  Texpression 

(4)  Ô  =  (Xo  -h  aar,  4-  a^Xa  -f- .  .  .  -f-  a»*-*  jt^,  )«. 

On  a  vu  au  n^  482  que,  si  r  désigne  une  racine  primitive 
pour  le  nombre  premier  /i,  les  quantités  (3)  sont  précisé- 
ment les  valeurs  que  prend  Q  quand  on  exécute  dans  cette 
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fonction  les  i»  • —  a  puissances  de  la  substitution  circu- 
laire 


(") 


et  nous  avons  conclu  de  ce  fait  que  toute  fonction  symé^ 
trique  0  des  quantités  (3)  est  invariable  par  les  deux 
substitutions  circulaires 


r:)'  (1) 


Cela  posé,  une  substitution  quelconque  petit  être  re- 
gardée comme  le  produit  de  trois  substitutions,  savoir  : 

i**  une  puissance  de  1  )  •,  2°  une  puissance  de  (  .  j 

qui  ne  déplace  pas  Tindice  o  ;  3°  une  substitution  qui  ne 
déplace  aucun  des  indices  o  et  i.  Les  deux  premières  de 
ces  substitutions  ne  produiront  aucun  changement  dans 9, 
et,  par  conséquent,  on  obtiendra  toutes  les  valeurs  dis« 
tinctes  de  celte  fonction  en  exécutant  les  i.a.3...(7i  —  a) 
substitutions  des  n  —  2  indices  2,  3,...,  (n  —  i).  Diaprés 
cela,  si  l'on  représente  par 

{^)        0"-*  -1-  P,  0"-^  H-  P2  0"-'  -I-.  . . -I-  Pn_, 0  -4-  P|_»  =  O 

l'équation  qui  a  pour  racines  les  tî  —  i  valeurs  (3)  de  9, 
chacun  des  coefficients  Pi,  Pj,  etc.,  dépendra  d'une 
équation  du  degré  i.2.3...(/i  —  2),  et  l'on  pourra 
former  ces  diverses  équations  par  la  méthode  du  n*^  180, 
puisqu'on  connaît  la  composition  de  leurs  racines.  Mais 
on  aperçoit  immédiatement  que  tous  ces  coefficients  P|, 
Ps ,  etc.,  ne  dépendent  que  d'une  seule  équation  du  degré 
i.2.3...(/i  —  2),  car  ce  sont  évidemment  des  fonctions 
semblables  des  racines  or^ ,  a?i  ^  •  •  ?  ^n-i  ^^  Téquation 
proposée,  et  si  Ton  se  donne  la  valeur  de  l'un  d'eux, 
celles  de  tous  les  autres  s*en  déduiront  rationnellement. 
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Voici  comment  on  peut  opérer  pour  former  Téquation 
)nt  Pj  dépend,  et  pour  exprimer  en  fonction  de  Pi  les 
itres  coefficients  P, ,  Pj ,  etc.  On  calculera  l'équation  de 
^é  i.2.3...(/i  —  i),  qui  a  pour  racines  toutes  les  va- 
(urs  de  0  et  dont  les  coefficients,  fonctions  invariables 
es  racines  de  la  proposée,  sont  exprimables  rationnelle- 
ientparses  coefficients.  Le  premier  membre  de  Téqua- 
!on  (5)  étant  un  diviseur  du  premier  membre  de  cette 
cpiation  complète  en  6,  on  fera  la  division  à  la  manière 
rdinairCy  et  on  égalera  à  zéro  les  n  —  i  termes  du  reste, 
•es  n  —  a  premières  des  équations  ainsi  obtenues  servi- 
ODt  à  déterminer  les  coefficients  Pg ,  P» ,  etc.,  en  fonction 
e  Pj ,  et  on  aura  ensuite  l'équation  en  Pj  de  degré 
•2.3. ..(/2  —  a),  en  remplaçant  dans  la  {n  —  i)'*"»»,  p,^ 
^,  etc.,  par  les  valeurs  qu'on  aura  trouvées. 

Lagrange  a  cherché  à  simplifier  les  calculs,  presque 
npraticables  dès  le  cinquième  degré,  auxquels  conduit 
application  de  la  théorie  précédente;  il  a  efiectivement 
ouginé  un  artifice  ingénieux  pour  exprimer  les  cocffi- 
ientsde  l'équation  (5),  en  fonctiondes  racines  a:o,ari,  etc. 
€  vais  le  rapporter  ici. 

Pour  avoir  l'expression  de  0,  il  faut  élever  à  la  m**"**  puis- 
ance  la  quantité 

•B  faisant  ce  calcul,  et  ayant  soin  de  rabaisser  les  expo- 
sais de  a  au-dessous  de  /i,  on  a  un  résultat  de  la  forme 


5)  0  =  ç^  _{_  a?,  -f-  a»Ç,  -f-.  .  .  -4-  a""'  ?„_, . 


'  i 


^9,  formule  (6  )  donne  les  valeurs  de  d^ ,  di , . . . ,  d„.9 ,  quand 
^  substitue  à  a  chacune  des  racines  imaginaires  a,  S, 
•  •  «9  Q>  de  l'équation  x''  =  i .  En  outre,  si  Ton  remplace  a 
^  X,  le  second  membre  de  l'équation  (6)  a  pour  valeur 
^o-HJ?!  H-...-+-x„_,)'*  ou  A%  en  désignant  par  A  la 
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somme  connue  des  racines  de  Féquation  proposée  (i). 
On  a  donc 


> 

Ajoutons  ces  équations  et  désignons  par  Si  la  somme  des 
racines  de  Téquation  (5)  ;  on  aura,  diaprés  les  propriétés 
des  racines  a,  S,  etc., 

A^-f-S,  =«io> 

bu 

S,  =  /2?,— A«. 

Désignons  généralement  par  S^^  la  somme  des  v'^"*"  pui^s 

sahces  des  racines  de  1  équation  (5);  élevons  Texpres^. 
sîon  (6)  à  la  puissance  v,  et  rabaissant  les  exposants  de  a 
au-dessous  de  n,  représentons  le  résultat  par 

remplaçons  ensuite  a  successivement  par  i>  a,  S,...,  a),et 
ajoutons  les  résultats,  on  aura 

A''»  +  S^  =  ,ihW, 

ou 

S^^/ïÇW-A"". 

On  pourra  calculer  de  cette  manière,  en  fonction  des  ra- 
cines Xo,  ^iv?  a:„_,,  les  sommes  S»,  Sgv?  S„«i,etl'ott 
en  déduira  ensuite  les  valeurs  suivantes  des  coefficients 
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^tt  Pt«  etc.,  de  l'équation  (5), 
P,  =  -(«Ç.-A»), 


(/iÇo-A»)«^  («Ç.-A»)(«çi''~A^)      (;z5^;^-A»»)) 


p^__,.,,o-^  ^  4- 


2.3  2 


■1 


Voilà  donc  les  coefGcients  Pi,  Pj,  etc.,  de  l'équalion  (5) 
Ciprimés  en  fonction  des  racines  a:©,  ^i  ,.•  •  »  ^n-i  de  Téqua- 
tîoii  proposée,  et  si  Ton  fait  dans  TexpressiGn  dePun  d'eux, 
AKis  celle  de  P|  par  exemple,  toutes  les  substitutions 
&3  racines,  on  ne  trouvera  que  f.2.3...(A2  —  2)  valeurs 
i^tinctes.  On  pourra  aiusi  former  directement  F  équation 
c^  Pi»  et  Ton  exprimera  ensuite  les  valeurs  des  autres 
^«fficients  en  fonction  rationnelle  de  Pi,  par  le  procédé 
^^iqué  plus'  haut. 

Si  l'on  connaît  un  seul  système  de  valeurs  des  coeffi- 
^entsPi,  Pj,  etc.,  et  si  Ton  peut  résoudre  l'équation  en  9 
•Orrespondante  de  degré  n  —  i ,  la  résolution  de  l'équa- 
t'îon  proposée  (i)  s'ensuivra  immédiatement,  comme  nous 
allons  le  faire  voir. 

Dans  Thypothèse  où  nous  nous  plaçons,  les  quantités 
609  61,. . .,  ô„_j  sont  connues,  et  Féquation  (4)  donne,  en 
mettant  a,  S,  y, . . . ,  ot>  au  lieu  de  a, 

Xo  H-  a  x,  -4-  a*  JTj  -t- .  .  .  -f-  a"-'  ar„_,  =  y^ôo , 

.    .  .  Xe  4- 6ar, -f- 6^X2 -4-.  . .-{- 6*"' a:„_,  =r  y^Ô,, 

]    • > 

on  a  d'ailleurs 

^»  -f-  :Pi  -h  Xj  4- . . .  -f-  Xn^i  =  A  ; 
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donc,  en  ajoutant  ces  équations,  et  en  ayant  égard  aux 
propriétés  des  racines  a,  S,  etc.,  on  aura 


(8) 


.r 


,  —  . 5 

n 


ajoutant  aussi  ces  mêmes  équations  respectivement  mul- 
tipliées par  a",  6'', . . . ,  co^  et  i,  il  viendra 


(9)        ^1         "" 


n— V  ^ 


Mais  comme  rien  ne  détermine  celle  des  valeurs  de 
chaque  radical  qu'il  faut  prendre,  le  second  membre  de 
l'équation  (9)  ne  dinere  pas  du  second  membre  de  Téqua- 
tion  (8).  Aussi  doit-on  se  borner  à  dire  que  les  n  racines 
de  Téquation  proposée  sont  données  par  la  formule  unique 

(10)  x  = 1 • 

n 

A  la  vérité,  cette  formule,  à  cause  de  la  multiplicité  des 
valeurs  de  chaque  radical,  donne  pour  x  un  nombre  de 
valeurs  égal  à  n""^  ;  mais  on  peut  faire  disparaître  l'ain* 
biguïté  qui  en  résulte.  En  effet,  les  premiers  membres 
des  équations  (7)  sont  des  fonctions  semblables  des  ra- 
cines 0:09  Xi^  etc.;  on  pourra  donc,  si  Ton  se  donne  Tune 
de  ces  fondions,  en  déduire  rationnellement  toutes  les 

autres.  Ainsi,  on  pourra  exprimer  v^^j,  7^8» •  •  «j  V'^n-i 

rationnellement  en  fonction  de  y^ô©,  et  la  formule  (10) 
ne  donnera  alors  pour  x  que  n  valeurs,  comme  cela  doit 
être. 

Par  cette  méthode,  la  résolution  de  Téquation  du  cin- 
quième degré  se  ramène  à  celle  d'une  équation  du  qua- 
trième degré,  dont  les  coefficients  dépendent  d'une  équa- 
tion du  sixième. 
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Des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  composé» 

5()9.  L'analyse  précédente  n'est  pas  applicable  aux 
équations  dont  le  degré  est  un  nombre  composé,  et  il  est 
nécessaire  d'employer  ici  des  considérations  nouvelles. 
La  méthode  que  Lagrange  a  proposée  pour  ce  cas  revient 
au  fond  à  décomposer  l'équation  proposée 

(i)  V  =  o, 

de  degré  m  =  np^  n  étant  un  nombre  premier,  en  n  équa- 
tions du  degré;;  5  et  celte  méthode  n'exige  pour  cela  que 
la  résolution  d'une  équation  du  degré 

I  .  2  . . .  //2 

{n  —  l) 72  (1.2.../?)" 

et  celle  d'une  équation  du  degré  n  —  i ,  tandis  que  si  Ton 
cherchait  à  faire  la  décomposition  par  la  méthode  ordi- 
naire^ il  faudrait  résoudre  une  équation  du  degré 

m  {m  —  i). .  .(//î  —  /?  -h  i) 
ï  ,2.. .  ,p 

Cette  décomposition  de  l'équation  (i)  en  n  équations  de 
degré  p  ayant  été  effectuée,  on  pourra  appliquer  à  cha- 
cune de  ces  dernières  la  méthode  exposée  précédemment, 
si  p  est  un  nombre  premier.  Dan3  le  cas  contraire,  si 
p  =  n*p\  7i'  étant  un  nombre  premier,  où  ramènera  la 
résolution  de  chaque  équation  de  degré  p  à  celle  de  n' 
équations  du  degré  p\  en  opérant  de  la  même  manière  que 
pour  la  proposée  ;  et  ainsi  de  suite.  Entrons  maintenant 
dans  les  détails. 

Soit  m=^np^  n  étant  un  nombre  premier,  et  posons, 
comme  précédemment, 

r  =  JT,  -+-  a  JTi  -+-  a*  j*,  -+- .  .  .  -+-  a""*  Xm^i , 

Xo^  Xiy  •  •  • ,  x„,.i  désignant  les  m  racines  de  l'équation  (i) 
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et  a  une  racine  de  or'"  =  i ,  mais  qui  appartienne  aussi  i 
Féquation  x^  =  i .  Alors,  comme  on  a  généralement 


^n+k  -_  f^k^ 


la  valeur  précédente  de  t  pourra  s^ écrire  comme  il  suit  : 

t  :=:  [ûSq  -h  Xn  -h  X2n  H-  •  .  .  -+-  ^(/>— i)i»J 


ou 


r  =  Xo  -+-  a  Xi  4-  a'  Xj  -+- .  .  .  4-  a""'  X„_i , 

en  faisant,  pour  abréger, 

A-o  —  ^0  "T-  Xfi  -T"  X^n  "4-  •  .  .  ~4-  Xç^p — I  )n  > 
,         X|  1=  a?!  -I-  J?/n,|  -f-  ^3n+l  -4-  .  •  .  -+-  .'C(^— i)<«4.i  9 

• ••••••> 

X|i__|  :::=:  Jr».!  -f-  J7jn— l  ~J~  «^Sn— i  ~4~  •  •  •  "4~  <^/;b— i  • 

Représentons  par 

(3)  W  =  o 

l'équation  qui  a  pour  racines  Xo ,  Xj,.. .,  X„_i  \  on  pourra 
appliquer  à  cette  équation  (3)  la  méthode  exposée  précé- 
demment pour  les  équations  de  degré  premier.  Faisons 
0  =  t",  ou 

(4)  0c=  (Xo  -4-  aX,-l-  .  .  .  -f-  a'»-'  X^,-,)»; 

0  dépend  d'une  équation  du  degré  i.2.3...(/z  —  i)  dont 
les  coefficients  peuvent  s'exprimer  rationnellement  par 
ceux  de  Téquation  (3)  ^  et  si  l'on  représente  par  6o>  9iv> 
9»_«,  les  /i  —  I  valeurs  que  prend  0,  quand  on  remplace 
a  par  les  « —  i  racines  imaginaires  de  a:"  =  i,  on  pourra 
former  T  équation  de  degré  n  —  i  qui  a  ces  n  —  i  valeurs 
de  Q  pour  racines  :  représentons  cette  équation  par 

(5)  G»-»  -f-  P,  e^-î  -I-  P,  Ô»-»  -I- . . .  -f-  P„.2 0  -f-  P„.,  =  o; 
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coefficients  Pi,  Pj,  etc.,  dépendent  d'une  seule  équa- 
de  degré  î.2.3...(ai —  2)  dont  les  coefficients  s'ex- 
leut  ratiounellemeut  par  ceux  de  l'équation  (3),  ainsi 
nous  l'avons  établi  précédemment. 
DÎent^  l'un  quelconque  des  coefficients  Pj,  P, ,  etc.,  et 

/(r)  =  o 

uatîon  de  degré  i.2.3...(«  —  2)  dont  y  dépend, 
coefficients  de  celte  équation  (6)  sont  exprimables 
onnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  mais  ces  der- 
•s  ne  sont  pas  connus,  il  n'y  a  que  ceux  de  Téqua- 
1  (i)  qui  le  soient*,  yoici  comment  on  peut  former  une 
Bition  enjr  dont  les  coefficients  soient  exprimés  par 
quantités  connues. 

[y)  est  une  fonction  de^  qui  contient  symétrique- 
it  les  quantités  X^,  Xi,...,  X„_i,  et,  si  l'on  y  remplace 
X],  etc.,  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (2), 
deviendra  une  fonction  entière  non  symétrique  des 
nesx^,  Xi,...,  Xn_i  de  l'équation  (i).  Effectuons  dans 
')  toutes  les  substitutions  des  racines  x^,  X],..., 
19  et  désignons  par 

i  valeurs  distinctes  que  prend  ainsi  f[y)  ;  le  produit 
oates  ces  valeurs  est  une  fonction  symétrique  des  ra* 
îs  or^,  Xi,. .  .^  ^in.i9  exprimable  rationnellement  par 
x>efficîents  de  l'équation  proposée.  On  a  donc,  pour 
rminer  j*,  l'équation 

1 

/.(r)/.W/.(r).../;,^,(r)=o, 

t  les  coefficients  peuvent  être   considérés   comme 

nus. 

«  dq[ré  de  cette  équation  (7)  est  i.q.3...(«  —  a)Xf*f 

ésignant  le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  prend 

n.  3o 


466  COURS   D^ÀLGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

f(y)  parles  substitutions  des  racines  x^j  Xi^. .  •>  -"^«-i; 
nous  savons  que  ce  nombre  /x  est  un  diviseur  da  produit 
I  «  2  •  3 ...  m,  et  si  l'on  fait 

1  . 2  . 3 . . .  /// 

f*  = j 

V 

V  sera  le  nombre  des  substitutions  qui  appartiennent  ili 
fonction  y*(y).  Ory(^)  ne  change  pas  quand  on  change, 
les  unes  dans  les  autres,  les  racines  qui  figurent  dans  IW 
des  expressions  X^ ,  Xi , . . . ,  X„., ,  non  plus  qa*en  échan- 
geant les  quantités  X^, ,  Xi ,  etc.,  les  unes  dans  les  autres; 
mais  toute  substitution  qui  fait  passer  quelques-unes  des 
racines  contenues  dans  Xi,  ou  Xs^  ou  etc.,  dans  l'une  des 
autres  fonctions,  change  évidemment  la  fonction  /[y]» 
On  conclut  aisément  de  là  que 

et,  par  conséquent, 

1 .2.3. . ,m 

^         (I.2.3.  •  ./2)j(l.2.3.,  ./>)" 

Le  degré  de  Téquation  (7)  est  donc 

^  .  .  I«2«0*««  fit 

1.2.  3.  .  .(/2  —  2)  ; -^ — r-5 

^  (l  .2.0.  .  .72)  (1.2.  .  ./?)" 

OU 

I .2.3. . ,m 

(/l  —  l)/l(l  .2.3.  .  ./?)" 

ce  qui  s^ accorde  avec  la  proposition  établie  au  u?  4SI  (co- 
rollaire II). 

f-^J  Si  Ton  connaît  une  seule  racine  de  l'équation  (7),  on 
aura  un  système  de  valeurs  des  coefficients 

de  Féquation  (5),  car  ces  coefficients  sont  des  fonctions 
semblables  des  racines  de  Téquation  proposée,  et,  par 
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conséquent^  ils  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  Tun  quelconque  d'entre  eux  et  des  quantités 
connues. 

On  résoudra  ensuite  Téquation  (5),  qui  n'est  que  du 
degré  n  —  i,  et  Ton  aura  alors  aisément  les  racines  de 
l'équation  (3).  Désignons,  en  effet,  par 

®d>    ®i>    ®a,  .  •  .  ,    On—i 

les  n  —  I  racines  de  Téquation  (5)  ;  ces  valeurs  de  0  étant 
précisément  celles  qu'on  déduit  de  l'équation  (4)>  en  rem- 
plaçant a  par  chacune  des  racines  imaginaires  de  a::"  =  i , 
on  aura 

Xi -4-  aXa-l-a'Xa -+-... -h  a'-'X„  =  v^0i, 
X, -+-  6X,4-  6»X3-l-...-h6'»-«X„  =  v^0;, 

• •••••• • • 9 

Xi  -4-  wXa  -+-  w^Xs  -+-...  +  w'*-'X»  =  ^bZ^2. 

D'ailleurs,  la  somme  des  racines  Xi ,  X^ , . . . ,  X,»  est 
connue,  car  elle  est  la  même  que  celles  des  racines  x^ , 
^t, . . . ,  Xn^i  ;  en  désignant  donc  par  A  cette  somme,  on 
aura 

X^  -4-  Xi  -+-  Xa  -f-  .  .  .  -4-  Xit_i  =:  A» 

Dca  ^nations  qui  précèdent,  on  tire  cette  expression  gé« 
nérale  des  racines  Xo ,  Xi ,  etc., 

^    A-f-ç/?o-h^-+-...-+-ç/c; 

A.  =  • 

n 

n  ne  reste  plus^  maintenant,  qu'à  trouver  les  racines 
T^9  Xi  y  etc.,  elles-mêmes;  pour  cela,  on  considérera 
l'équation  qui  a  pour  racines  celles  de  la  proposée  dont  la 
lomme  est  X^  ou  Xj,  ou  etc.,  X^  par  exemple  :  soit 

a:P  ^  \t  xP-^ -{- Qt  xP-^  -4- ...  -4-  Q^ ,  x  -f-  Q^  =r  o 

wtte  équation,  dont  le  premier  membre  est  un  diviseur 

3o. 
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du  premier  membre  V  de  la  proposée.  Oq  fera  la  division 
à  la  manière  ordinaire,  et  on  égalera  à  zéro  les  p  termes 
du  reste  ;  on  aura  ainsi  p  équations  dont  les  p  —  i  pre- 
mières détermineront  Q, ,  Q3 ,  etc.,  en  fonction  de  X^,  la 
dernière  étant  alors  satisfaite  d'elle-même.  Il  est  évident 
que  Q2,  Q3,  etc.,  doivent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  X^,  puisque  toutes  ces  fonctions  sont  sembla- 
bles. On  aura  donc  enfin,  par  ce  moyen,  les  n  équations 
de  degré  p  dans  lesquelles  peut  se  décomposer  l'équation 
proposée. 

Tel  est  le  point  où  les  travaux  de  Lagrange  ont  ramené 
la  question  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  La 
fonction  résolvante  nqus  a  donné  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré,  mais  elle  n'est 
d'aucune  utilité  pour  les  équations  générales  de  degré 
supérieur  au  quatrième,  dont,  au  surplus,  la  résolution 
est  aujourd'hui  démontrée  impossible.  Toutefois  on  verra 
plus  loin  que  la  considération  de  cette  fonction  résolvante 
conduit  à  la  résolution  algébrique  d'une  classe  fort  éten- 
due d'équations  de  degrés  quelconques. 

Â  la  même  époque  où  Lagrange  publiait,  à  Berlin,  le 
Mémoire  dont  nous  venons  de  présenter  les  résultats  prin- 
cipaux, Vandermonde  s'occupait  de  la  même  question  et 
présentait  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  un  beau 
Mémoire  où,  par  des  considérations  différentes  de  celles 
de  Lagrange,  il  arrivait  pourtant  aux  mêmes  consé- 
quences. Je  me  borne  ici  à  indiquer  ce  travail  de  Vander- 
monde, imprimé  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences  de  Paris  (année  1771). 
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CHAPITRE  n. 

DE  L'IMPOSSIBILITÉ  DE  LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES 
ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  AU  DELA  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Des  fonctions  algébriques, 

510.  Les  considérations  que  nous  avons  développées 
dans  le  Chapitre  précédent  donnent  lieu  de  penser  qu'il 
est  impossible  de  résoudre  algébriquement  les  équations 
générales  de  degré  supérieur  au  quatrième.  Abel  est  par- 
venu à  démontrer  rigoureusement  cette  impossibilité  par 
une  méthode  qui  a  été  simplifiée  ensuite  par  .Wantzel 
dans  quelques-unes  de  ses  parties. 

Résoudre  une  équation  algébriquement,  c'est  former 
une  fonction  algébrique  des  coefficients  qui,  substituée  à 
l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  Téquation;  la  pre- 
mière chose  à  faire,  pour  reconnaître  si  une  équation 
est  soluble  ou  non  algébriquement,  est  donc  d'étudier  la 
forme  générale  des  fonctions  algébriques.  C'est  cette  étude 
que  nous  allons  faire  ici,  et  nous  en  conclurons  ensuite 
facilement  l'impossibilité  de  résoudre  algébriquement 
les  équations  générales  de  degré  supérieur  au  quatrième. 

Soient 

h  quantités  quelconques  indépendantes,  et  p»  une  fonction 
de  ces  quantités:  i^  sera  une  fonction  algébrique^  si  on 
peut  l'exprimer  en  Xi,  Xj,  Xs,  etc.,  par  le  moyen  des  opé- 
rations suivantes,  effectuées  un  nombre  fini  de  fois  : 
1°  Faddition  ou  la  soustraction*,  2°  la  multiplication; 
3° la  division;  4^  l'extraction  des  racines  d'indices  pre- 
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miers.  Nous  ne  comptons  pas  Félévation  aux  puissances 
entières  et  l'extraction  des  racines  de  degrés  composés, 
parce  que  ces  opérations  sont  évidemment  comprises 
dans  les  quatre  que  nous  avons  mentionnées. 

Des  Jonctions  entières. 

511 .  Lorsque  la  fonction  u  peut  se  former  par  les  deux 
premières  des  quatre  opérations  mentionnées  ci«dessus, 
elle  est  dite  rationnelle  et  entière  ou  simplement  entière. 

Désignons  par 

une  fonction  qui  peut  être  exprimée  par  une  somme  d'un 
nombre  limité  de  termes  de  la  forme 

A  désignant  une  constante^  etmi,  ms,etc.,  étant  des  ex- 
posants entiers  et  positifs.  L'opération  désignée  par/ 
fournit  une  fonction  entière,  conformément  à  la  définition 
précédente;  et  Ton  peut  généralement  considérer  toutes 
les  fonctions  entières  comme  obtenues  en  répétant  cette 
opération  un  nombre  limité  de  fois.  Soient  v'i,  v^^  etc., 
plusieurs  fonctions  de  X],  Xt,  etc.,  de  la  même  forme 
que/*,  la  fonction 

sera  évidemment  de  la  même  forme.  D'ailleurs/*(i'i5 1^1,...) 
est  l'expression  des  fonctions  obtenues  en  répétant  deux 
fois  l'opération /(xi,  x,,...)  -,  d'où  il  suit  qu'on  trouvera 
toujours  un  résultat  de  même  forme,  en  répétant  cette 
même  opération  autant  de  fois  que  l'on  voudra,  et  que 
toute  fonction  entière  de  Xj,  Xj,  etc.,  peut  être  exprima 
par  une  somme  de  termes  de  la  forme 

AWI|        /»• 
X      X     •  •  •  • 
I        a 


SECTION    V.   —  CHAPITRE    II.  4?! 

Des  fonctions  rationnelles, 

512.  Une  fonction  P'des  quantités  Xi,  x^^  x^^  etc.,  est 
ite  rationnelle  lorsqu'elle  peut  être  exprimée  par  les 
rois  premières  des  quatre  opérations  algébriques  ci-dessus 
iësignées. 

Soient 

lenx  fonctions  entières,  le  quotient  de  ces  fonctions 

J    \^Xx  j   ^2«  •  •  •  ) 

F(x,,X2,...) 

era  évidemment  un  cas  particulier  des  fonctions  ration- 
elles  non  entières,  et  Ton  peut  considérer  toute  fonction 
itionnelle  comme  obtenue  en  répétant  plusieurs  fois 
opération  précédente ^  mais  en  désignant  pat*  Vi^Vf)  etc., 

iasîeurs  fonctions  delà  forme  =y-^-^ — ^''  '  \->  il  est  évident 
ne  la  fonction 

F(ri,P2,...) 

^t  être  réduite  à  U  même  forme;  d'où  il  suit  que  toute 
^uction  rationnelle  se  réduira  à  la  forme 

J     \X\  %    ^2»  •    •    •  J 
*  \*^\  >    ^2  >  •   •   •  j 

?t  F  désignant  des  fonctions  entières. 

Classification  des  fonctions  algébriques  non 

rationnelles, 

813.  Soit 

le  fonction  rationnelle  quelconque  \  il  est  évident  que 
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toute  fonction  algébrique  s'obtiendra  en  combinant  Topé- 
ration  désignée  par/* avec  l'opération  désignée  par 7  i 
m  étant  un  nombre  premier.  Si  donc  pi,  p^  désignent 
des  fonctions  rationnelles  de.a:i,  x,,  etc.,  /ij,  «,,  etc., 
des  nombres  premiers,  et  qu'on  fasse 

/?'  =/  (j:,,  JTa,.  .  .  ,    V//?i,.  V^^2,. . .), 

p' sera  la  forme  des  fonctions  algébriques  dans  lesquelles 

l'opération  désignée  par  v^  ^^  porte  que  sur  des  fonctions 
rationnelles.  Nous  appellerons,  aL\ec  Ahel^  Jonctions  al- 
gébriques du  premier  ordre  les  fonctions  de  la  forme/?'. 
Soient  p\^  P2,  etc.,  des  fonctions  algébriques  du  pre- 
mier ordre,  n\ ,  z/,,  etc.,  des  nombres  premiers  5  et  posons 

p"  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  dans 

lesquelles  l'opération  désignée  par  "yj  ne  porte  que  sur 
des  fonctions  rationnelles  ou  sur  des  fonctions  algébriques 
du  premier  ordre.  Nous  appellerons  fonctions  algébriques 
du  deuxième  ordre  les  fonctions  de  la  forme  p". 

De  même  si  p\^  p\^  etc.,  désignent  des  fonctions  algé- 
briques du  deuxième  ordre,  n\^  n[^  etc.,  des  nombres 
premiers,  et  qu'on  fasse 

^=y  \'^i>  ^2,  •  •  •  >   V/^i»«-»»    >/'!>•••»    yft7'*'/} 

p^"  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques,  où  l'opéra- 
tion désignée  par  '^"ne  porte  que  sur  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  sur  des  fonctions  des  deux  premiers  ordres. 
Les  fonctions  de  la  forme  p^"  seront  les  fonctions  algébri- 
ques du  troisième  ordre. 

En  continuant  ainsi,  on  formera  des  fonctions  algé- 
briques du  quatrième,  cinquième,  - . . ,  fx**"**  ordre,  et  il 


P'" 
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est  évident  que  l'expression  générale  des  fonctions  du  fx**"*' 
ordre  sera  l'expression  générale  des  fonctions  algébriques. 
Il  suit  de  là  qu'en  désignant  par  u  une  fonction  algé- 
brique du  fx**"**  ordre,  p»  aura  la  forme 

oùydésigne  toujours  une  fonction  rationnelle,  p^,  pj,  etc., 
des  fonctions  de  l'ordre  fx  —  i^  Wi,  «,,  etc.,  des  nombres 
premiers,  et  r^,  r,,  etc.,  des  fonctions  de  l'ordre  jx  —  i  ou 
d'un  ordre  moins  élevé. 

On  peut  évidemment  supposer  qu'aucun  des  radicaux 

^Pit    si  Pu  etc.,  ne  soit  exprimable  rationnellement  en 
fonction  des  autres  radicaux  et  des  quantités  r^,  Tj,  etc. 

Si,  en  effet,  \lp\  était  dans  ce  cas,  en  portant  sa  valeur 
dans  l'expression  de  (^,  on  aurait  une  valeur  de  (^ 

de  la  même  forme  que  la  précédente,  mais. plus  simple, 

puisqu'elle  contiendrait  le  radical  \lpx  de  moins.  Si  de 
même  l'un  des  radicaux  qui  restent  pouvait  s'exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  autres  radicaux  et  des  quan- 
tités r,,  Tj,  etc.,  on  pourrait  chasser  ce  radical  de  l'ex- 
pression de  p», qui  conserverait  d'ailleurs  la  même  forme; 
et  si  l'on  pouvait  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  eût 

éliminé  tous  les  radicaux  v//[?i,  v/^j,etc.,  la  fonction  v^ 
serait  réduite  à  l'ordre  /x  —  i . 

Si  donc  la  fonction  p»  est  effectivement  du  jx"'"*  ordre, 

on  peut  supposer  que  les  radicaux  V/'n  S  Pu  ^^c*)  aient 
été  réduits  au  plus  petit  nombre  possible,  et  qu'il  soit 
impossible  d'exprimer  l'un  de  ces  radicaux  en  fonction 
rationnelle  des  autres  et  de  fonctions  algébriques  d'ordre 
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inférieur.  Et  si  m  désigne  alors  le  nombre  de  ces  radicaux 
qui  affectent  djds  fonctions  algébriques  d'ordre  fi  —  i ,  nous 
dirons  que  la  fonction  if  d'ordre  fi  est  du  degré  m. 

D'après  cette  définition,  une  fonction  d'ordre  /x  et  de 
degré  zéro  n'est  autre  qu'une  fonction  d'ordre  fi  —  i,  et 
une  fonction  d'ordre  zéro  est  une  fonction  rationnelle. 

Il  résulte  de  là  que  si  u  désigne  une  fonction  algébrique 
d'ordre  |x  et  de  degré  m^  on  aura  généralement 

f  désignant  une  fonction  rationnelle,  p  une  fonction  al- 
gébrique d'ordre  fx  —  i,  n  un  nombre  premier,  et  Tj, 
r,,  etc.,  des  fonctions  d'ordre  fx,  mais  de  degré  /» —  i.  En 
outre,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  supposer 

qu'il  soit  impossible  d^exprimerv^p  en  fonction  ration- 
nelle de  Tj,  r,,  etc. 

Forme  générale  des  fonctions  algébriques, 

514.  Dans  l'expression  précédente  de  i^,  y  désigne  une 

fonction  rationnelle  des  quantités Tj,  Ts,  etc.,  el^p^  mais 
toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  peut  être 
représentée  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières; 
nous  pouvons  donc  poser 

^'('•i,  r^j.,  .,v^/?j 
f  et  ^  désignant  des  fonctions  entières,  et  si  l'on  ordonne  f 

et  ^{/ par  rapport  aux  puissances  de  }/p  oup",  on  aura 
pour  ^»  une  valeur  de  la  forme 

13  V 


-f-  J,  /?"  -f-  *,/?«  H-  .  .  .  -+-  5j,/> 


;^9 


L  1  L        '^ 
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I,...,  5y  et  ^09  ^iv?  V  sont  des  fonctions  entières 

'jj  etc* 

a  une  racine  imaginaire  de  l'équation 

»ns  par 

Ti,    1.3,. ..y  Tit_.| 

t 

-I  valeurs  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  T,  p" 
ivement  par 

t  t  I  I 

a/?»,      a'/?",      a^p^, . . . ,     a^'-^p"^ 

iplions  par  Ti  Tj...  Tn_i  les  deux  termes  de  la  va- 
i  (^,  on  aura 


p 


1  il  J3.  .  •  Iji— i 


iuît  TTi  Tf . . .  T„_i  peut  évidemment  s'exprimer  en 
»n  entière  de  p  et  des  quantités  r^,  Tj,  etc.;  il  est 
ne  fonction  algébrique  d'ordre  (jl  et  de  degré  m  —  i 
18,  que  nous  désignerons  par  u.  Pareillement,  le 
t  STiTj...T„.|  est  une  fonction  entière  de  Ji, 

»,  et  )/p'^  nous  représenterons  sa  valeur  par 

1  7       ■  i 

tt.  -h  Uip"  H-  U2P''  H- . . .  -+-  WiT?", 

.  aura 

tto  -+-  «I  P»  -f-  ttj/?'»  -f-  .  .  .  -f-  UitP 

P  = ? 

U 

iplement 

I  2.  * 

ttant^oj^ij^tc,  au  lieu  de— >  —  >etc. ;  ^o>  ^ijetc, 
lent  ici  des  fonctions  rationnelles  de  r^  r^,  etc.,  etp. 
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On,  peut  chasser  de  l'expression  précédente  de  i^  les 

1 
puissances  de  p"  supérieures  à  la  [n — ly^me^  gj^  en  effet, 

y  désigne  un  nombre  qui,  divisé  par  n^  donne  le  quotient g^ 

et  le  reste  A,  on  a 

L  * 

et,  en  se  servant  de  cette  formule,  on  pourra  mettre  u  sous 
la  forme 


2  n— 1 

n 


(i)  p  —  9o  -f-  ^1  A^"  -+-  y»  A^"  -+- .  • .  -+-  <7«-t P 

Ço^  Çi'i  Çiyj  <7n-i  étant  toujours  des  fonctions  ration- 
nelles de  /7,  r,,  Tj,  etc,  et,  par  conséquent,  des  fonctions 
algébriques  d'ordre  (x  et  de  degré  m  —  i  au  plus,  telles, 

en  outre,  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  rationnelle- 

1 
ment  p"  en  fonction  rationnelle  des  quantités  dont  elles 
dépendent. 

Dans  l'expression  (i)  de  i^,  on  peut  supposer 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  que  q^  ne  soit  pas 
nul,  et  posons 

doù 

P^  -      p} 

l'expression  de  i^  devient 


n— I 


f;  =:  ^,  -f-  ;?»  -h  i?  /i«  -f-  .  .  .  -f  ^^p  «    ' 


ou  plus  simplement 


I  a  n— I 


(2)  •'  =  7oH"/>"H- ^i/''-4-...-4-9«~i/?  "    , 
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en  écrivant  p  au  lieu  de  px  ;  q^^  ^s,  etc.,  au  liea  de  ^9 

^»  etc. 

^' 

Dans  cette  nouvelle  expression  (2)  de  (^  qui  se  déduit 

de  (i)  en  faisant  ^j  =  i,  les  quantités  ^j,,  ^j,  etc.,  dési- 
gnent toujours  des  fonctions  algébriques  d'ordre  fji  et  de 
d^ré  m  —  i. 

Supposons  maintenant  que  dans  l'expression  (i)  de  f^ 
on  ait  ^1  =  0^  désignons  par  qj,  Fune  des  quantités  q-,, 
Çt'i  etc.,  qui  n'est  pas  nulle,  et  posons 


d'où 


P^  =  %P^> 


n  étant  premier  et  k  étant  moindre  que  /2,  on  peut  tou- 
jours trouver  deux  entiers  a  et  6  tels,  que 

X*a  —  /îê  =  X, 

'X  étant  un  nombre  entier  quelconque  donné;  alors  on 
aura 


d'où 


a  À 


X  a 


On  a,  en  particulier  et  par  hypothèse, 


1 

p'^=^] 


les  deux  formules  précédentes  permettent  de  substituer 
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aux  puissances  de  /?",  dans  la  valeur  (i)  de  u,  celles  dep^, 
et,  après  cette  substitution,  il  est  évident  que  la  forme 

1 
de  if  n'aura  pas  changé,  mais  que  le  coefficient  de  ^  sert 

è 
Tunité  ;  car,  dans  l'expression  primitive  de  t^,  p"  a  pour 
coefficient  Çi.  Les  développements  qui  précèdent  peuvent 
être  résumés  par  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  algébrique  d^ ordre  ^  et 
de  degré  m  peut  être  mise  sous  la  forme 

t  »  n—\ 

oà  n  est  un  nombre  premier,  ^0»  9«>  etc.^  des  fonctions 

algébriques  d^ ordre  fx,  mais  de  degré  m  —  i ,  et  p  une 

fonction  d'ordre  fx  —  i ,  dont  la  racine  /i**'"'  ne  peut  être 

exprimée  rationnellement  par  les  quantités  q^j  q^^  etc. 

Propriétés  des  fonctions  algébriques   qui  satisfont  à 

une  équation  donnée, 

515.  II  importe  de  rappeler  ici  les  définitions  que 
nous  avons  présentées  au  n^  100. 

Si  l'on  considère  un  jpolynôme  entier  et  rationnel 

dont  les  coefficients  aj,  at,...  soient  des  nombres  com- 
mensurables  donnés,  tout  diviseur  de  ce  polynôme  dont 
les  coefficients  sont  commensurables  est  dit  un  ditnseur 
commensurable . 

Plus  généralement,  si  les  coefficients  ai,  a^,...  du  po« 
lynôme  sont  des  fonctions  rationnelles  de  quantités  quel- 
conques, qu'on  regarde  comme  connues,  tout  diviseur  de 
ce  polynôme  qui  a  pour  coefficients  des  fonctions  ration- 
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nelles  des  quantités  connues  est  appelé  un  dmseur  com- 
mensurable. 

On  nomme,  dans  tous  les  cas,  équation  irréductible 
toute  équation  dont  le  premier  membre  n'admet  aucun 
diviseur  commensurable. 

Dans  le  cas  de  l'équation  générale  de  degré  quelconque, 
dont  les  coefficients  sont  indéterminés,  les  quantités  con- 
nues ne  sont  autres  que  les  coefficients  eux-mêmes  ^  Téqua- 
tion  est  nécessairement  irréductible. 

Cela  posé,  soit  une  équation  de  degré  m 

dont  les  coefficients  sont  considérés  comme  des  fonctions 
rationnelles  de  quantités  connues,  et  supposons  qu'elle 
soit  résoluble  algébriquement. 

D'après  la  classification  des  fonctions  algébriques  éta- 
blie précédemment^,  $i  la  racine  x  est  une  fonction  algé- 
brique d'ordre  fx  des  quantités  connues,  on  pourra  poser 


«— I 


(2)  xziizq.  +  p^^  q,p^  H-  .  . .  -f-  q  Jl^ 

n  est  un  nombe  premier;  p  désigne  une  fonction  d'ordre 
ft  — 15  Çoj  ^1,  etc.,  peuvent  être  de  l'ordre  fi^  mais  sont 
d'un  degré  moindre  que  celui  de  x.  Enfin,  on  peut  sup- 

poser  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  p'*  en  fonction  ra- 
tionnelle de  p,  ^Q,  ^1,  etc. 

En  substituant  cette  expression  (2)  de  x  dans  l'équa- 
tion (i),  on  aura  un  résultat  qui  pourra  évidemment  se 
réduire  à  la  forme 


t  2  n— I 


(3)  n-\-np''-h  rip'*-h,..-^r^iP  >*  =0, 

OÙ  r^,  /'i,  /'sv**9  '*»-.!  désignent  des  fonctions  rationnelles 


I 
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des  quantitésT?,  ^o>  ^«)«  •  •»  ^n-i-  Or  je  dis  que  Féqaa- 
tion  (3)  exige  que  Ton  ait  en  même  temps   . 

ro=o,     riz=o,     r,=r:o,...,     r^i  =  o. 
En  effet,  dans  le  cas  contraire,  les  deux  ^nations 

z'*  —  ;?  ==  o , 

/»  +  r,  z  H-  r,  z^  + . .  .  4-  r„_,  z"-*  =  o 

auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  k  le 
nombre  de  ces  racines,  on  pourrait  former  une  équation 
de  degré  k  ayant  pour  racines  ces  k  racines  communes,  et 
pour  coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  p,  ^o) 
9n.-5  ^«-f  Soit 

So-\-  SiZ  -h  SiZ*-^  , ,  .-\-  SkZ^=^  o 
cette  équation,  et  désignons  par 

to-h  tiZ  4-  r,  «2  H- .  . .  -f-  /,•  z' 

un  diviseur  irréductible  de  son  premier  membre,  dont  les 
coefficients  t^,  f|,. . .  ^  ti  soient  des  fonctions  rationnelles 
de  /7,  Ço:  (]%•>'•  •  «9  ^«-i»  L'équation 

(4)  /o-+-r,ZH-^,z2-h.  ..-f-  tiZ^=:  O 

a  toutes  ses  racines  communes  avec 

(5)  Z"   P=^0'y 

d'ailleurs  son  degré  i  est  au  ihoins  égal  à  2,  car,  autre- 

ment,  on  pourrait  exprimer  z  ou  p'*  en  fonction  ration- 
nelle de  /^,  ^01  ^S9  •  •  •  9  ^n-f  Si  donc  z  désigne  une  racine 
quelconque  de  l'équation  (4)9  cette  équation  aura  au 
moins  une  autre  racine  de  la  forme  az^  a  étant  une  ra- 
cine de  l'équation 

a"  =  i; 
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réqualion  (4)  aura  donc  une  racine  commune  avec 

(6)  /,  H-r,az-f-/,a^z=*  4-.  ..H- /,a'z'  =  o, 
el,  par  conséquent,  avec  l'équation 

(7)  (i—  a')/«-+-  (a—  a')/,z  -f-.  .  .-f-  («»-«  —  a'>/.,  «'-»*=  o, 

que  Ton  obtient  en  retranchant  de  Téquation  (6)  Téqua- 
tion  (4)  multipliée  par  a'.  Mais  Téquation  (4)  est  sup- 
posée irréductible  -,  il  est  donc  impossible  qu'elle  ait  une 
racine  commune  avec  l'équation  (7),  qui  est  d'un  degré 
inférieur  au  sien.  D*où  il  suit  qu'on  a  nécessairement 

r«  =  o,     r,  =0,...,      r,^,=  o. 

Les  équations  précédentes  ayant  lieu,  l'expression  (2) 
de  X  satisfera  encore  à  la  proposée  (1),  quand  on  y  aura 

substitué  à  p"  chacune  des  n  valeurs 

III  I 

où  I,  a,  6,- . .,  w  désignent  les  racines  w»'"»"  de  l'unité. 
On  aura  ainsi  n  racines  de  l'équation  (i),  que  nous  re- 
présenterons par 

et  dont  les  valeurs  seront 

/  I  1  n— I 


I  a  »— I 


jTj -:  7.  H- a/>«  H- a' 7, jy*» -{- .  .  . -f- a"-»  y„_,/?  "  , 


(8) 


R— i 


X,  =  7a -+- 6;?" -+- 6*  7,/?" -4- . . .  4- €•-' ^r^i /?  "  , 


I  a  »— I 

Xn=:  fit  H-  w/>"  -i-  w^  qiP"  -h .  .  .  -f-»""*  Çft-tP  "  i 

on  voit  que  ces  racines  sont  différentes,  car,  si  deux 
lï.  3i 


^ 
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d'entre  elles  étaient  égales,  il  résulterait  de  cette  ^alité 
une  équation  qui  aurait  la  même  forme  que  Téqua- 
tion  (3),  ce  qui  conduit,  comme  nous  Pavons  vu,  â  un 
résultat  contradictoire.  Au  surplus,  cette  remarque  n'est 
pas  indispensable  pour  ce  qui  va  suivre. 

En  ajoutant  les  équations  (8),  en  les  ajoutant  ensuite 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 

puis  par 

I ,  a"-S  €«-', . .  . ,  ««-% 

.puis,  etc.,  on  obtient  les  suivantes  : 


q^z=z-(xi+  jCi-hx^-h +  Jr«)» 


I 

n 

t 


n  ' 

q-iP^  zr=  -  (ar,  -h  a»-* 4?,+ .  . .  H-  «"~'ar„) , 


»— 1 

£1  résulte  de  là  que,  si  Ton  regarde  comme  connues  les 
racines  de  Tunité,  les  quantités 

I 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  l'éqoa- 
tion  (1).  On  a,  en  effet,  généralement 

p-i   Xy  -V-  aP^px^  H-  6»»-/»  ar,  + .  .  .  -h  t^^^PXn 
q^zzzn^      . 

''  [x,-\-  a»->  x,  +  6"- •  X4  + .  .  .  H-  G)"-»  x^Y 

Désignons  maintenant  par  y  Time  quelconque  des 
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I 
allâtes  p",  ^05  ^t5  •  •  •  )  7"""%  et  soît 

1  a  ■  r— I 

s^j  etc.,  étant  des  fonctions  qui  peuvent  être  du  même 
Ire  que  jr,  mais  qui  sont  de  degré  inférieur.  On  a,  par 
qui  précède, 

lésignant  une  fonction  rationnelle,  et  Xi^  Xt^ , . . . ,  x,» 
i  m  racines  de  l'équation  (i),  lesquelles  peuvent  ne  pas 
trer  toutes  dans  la  fonction  (^ .  Soit  m'  le  nombre  des 
leurs  que  prend  cette  fonction  (f  par  les  substitutions  des 
dnesXi,  ^t)  etc.;  on  pourra  former  une  équation  du 
iré  m'  dont  les  coefficients  seront  exprimés  ralionnel- 
nent  par  ceux  de  l'équation  (i),  et  dont  les  racines 

t>nt  les  m'  valeurs  de  la  fonction  (f.  Et  comme  l^a  va- 
ir  (g)  de  /  doit  satisfaire  à  cette  équation,  on  en  con- 
ira,  comme  précédemment,  que  les  quantités 

it  des  fonctions  rationnelles  de  j^j,  j^,,. . .,  y^fy  et, 
r  conséquent,  aussi  des  fonctions  rationnelles  de  x^ 

»  •  •  •  »  ^m» 

Comme  on  peut  continuer  indéfiniment  ce  raisonne- 
nt, on  conclut  de  ce  qui  précède  que  : 

Si  une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peut 
nner  à  la  racine  une  forme  telle,  que  toutes  les/bnc- 
ns  algébriques  dont  elle  est  composée  soient  desfonc" 
ns  rationnelles  des  racines  de  Inéquation  proposée. 

3i. 
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Démonstration  de  V hnpossibilité  de  résou4re  çfigébru 
quement  les  équations  générales  de  degré  supérieur ai^ 
quatrième,  .. 

^  516.  Les  propriétés  des  racines  d^ une.  équation  reso-  . 
lubie  algébriquement,  qtie  nous  venons  de  ilénîonirer^ 
ont  lieu  dans  tous  les  cas,  soit  qu'il  s'agisse  d^.ane  ^|1M- 
tion  dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  déterminées,  soit 
que  Ton  considère  ces  coeiBcients  comme  indéterminés, 
et,  par  suite,  les  racines  de  Téquation  comme  étant  des 
quantités  quelconques,  n'ayant  entre  elles  aucune  dép^ 
dance. 

Nous  plaçant  maintenant  à  ce  dernier  point  de  nK^ 
nous  allons  démontrer  qu'il  est  impossible  de  résoadn 
algébriquement  les  équations  générales  de  djegré  snpéri^ 
au  quatrième. 

Ce  théorème  a  été  démontré,  pour  la  première  fois, 
d'une  manière  rigoureuse  par  Abel;  je  présenterai  iciji 
démonstration  plus  simple  que  l'on  doit  à  Wantzel  (^j. 

Soit 


Kl 


(a 

>iri 
si 


une  équation  du  degré  m  dont  les  coefficients  sont  indé- 
terminés, et  désignons  par     ■ 

ses  m  racines,  que  nous  supposons  exprimables  algébri-  Iti 

quement  en  fonction  des  coefficients:  ^     IS 

Si  l'équation  y  (a:)  =  o  est  satisfaite  par  la  valeur  Jfi 

de  a:,  quels  que  soient  ses  coefficients,  on  doit  reproduire 

lit 

(*)  J*ai  cru  devoir  reproduire  textuellement  le  raisonnement  de  Want- 
zel ;  j'ai  cependant  supprimé  quelques  détails  que  rendent  inutiles  les 
développements  dans  lesquels  je  suis  entré  en  traitant  de  la  théorie  dss 
substitutions. 


L 
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identiquement  Xt  en  substituant  dans  son  expression  U 
Gokiction  rationnelle  correspondante  à  chaque  radical, 
paisque  les  i*acines  de  Téquation  sont  alors  entièrement 
arbitraires.  De  même,  toute  relation  entre  les  racines 
ievra  être  identique,  et  ne  cessera  pas  d'exister,  si  Ton  y 
ràmj^ace  ces  racines  les  unes  par  les  autres,  d'une  manière 
godconque. 

Désignons  par  y  le  premier  radical  qui  entre  dans  la 
faleorde  j?i,  en  suivant  Tordre  du  calcul,  et  soit 

J^  =  P*9 

* 

p  dépendra  immédiatement  des  coefficients  def(x)  =  0, 
#1  s^exprimera  par  une  fonction  symétrique  des  racines 
F(jriy  Xt9  OTs»***))  y  ^^''^  ^"^  fonction  rationnelle 
f  (^19  ^19  ^8»  •  •  •)  des  mêmes  racines. 
'  Comme  la  fonction  (f  n'est  pas  symétrique,  sans  quoi 
Il  racine  n^^"^'  de  p  s'extrairait  exactement,  elle  doit 
diânger  lorsqu'on  transpose  deux  racines,  Xj,  a?s,  par 
ëkemple;  mais  la  relation 

sera  toujotu*s  satisfaite.  D'ailleurs,  la  fonction  F  étant  in- 
violable par  cette  transposition,  les  valeurs  de  (f  sont  des 
i^cines  de  Téquation  j^"  =  F,  et  Ton  a 

«  étant  une  racine  n**"*'  de  Tunité. 

Si  Ton  transpose  les  racines  Xi  et  Xs,  il  vient 

Ç  \^i  I  J?a ,  Jfj  ,...):=:  a<p  [Xi ,  ^1 ,  «3^3 , . . .  )  ; 

d'où)  en  multipliant  par  ordre. 

Ce  réstiltat  prouve  que  le  nombre  /t,  supposé  premier, 
est  nécessairement  égal  à  2  ^  donc  le  premier  radical  qui 


486  COURS    D^ÂLGàBRE    SirPÉRIEURE. 

se  présente  dans  la  valeur  de  r inconnue  doit  être  du 
deuxième  degré.  C'est  ce  qui  arrive,  en  efiel,  pour  les 
équations  qu'on  sait  résoudre. 

La  fonction  cp  n'ayant  que  deux  valeurs,  elle  change ptr 
une  transposition  quelconque,  et  elle  ne  sera  pas  changée 
(n^  481)  par  une  substitution  circulaire  de  trois  ou  de 
cinq  lettres,  car  chacune  de  ces  substitutions  équivaut  a 
un  nombre  pair  de  transpositions. 

Continuons  la  série  des  opérations  indiquées  pour 
former  la  valeur  jTi  de  a:. 

On  combinera  le  premier  radical  avec  les  coefficients 
de/(a:)  =o,  ou  la  fonction  cp  avec  dés  fonctions  symé- 
triques des  racines,  à  Taide  des  premières  opérations  de 
TAlgèbre,  et  Ton  obtiendra  ainsi  une  fonction  des  racines 
susceptible  de  deux  valeurs,  et,  par  conséquent,  inva- 
riable par  les  substitutions  circulaires  de  trois  lettres. 
Les  radicaux  subséquents  pourront  donner  encore  des 
fonctions  du  même  genre,  s'ils  sont  du  deuxième  degré; 
Supposons  qu'on  soit  arrivé  à  un  radical  pour  lequel  la 
fonction  rationnelle  équivalente  ne  soit  pas  invariable 
par  ces  substitutions  ^  désignons-le  toujours  par 

Dans  l'équation 
nous  ferons  encore 

cette  fonction  ne  sera  pas  symétrique,  mais  seulement 
invariable  par  les  substitutions  circulaires  de  trois  let- 
tres. Si  l'on  remplace 

X|  ,     J>2 ,      X3 

par 


I 
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dans  f ,  la  relation 

subsistera  toujours;  et^  puisque  F  ne  change  pas  par  cette 
substitution^  il  viendra 

OL  désignant  une  racine  n'^"**  de  Tunité. 

Eu  faisant  dans  cette  équation  la  substitution  circu*» 
laire 

•  ;et  en  répétant  cette  substitution,  on  aura 

ç(j?j,  j?,,  «3,  jr4, . . .)  =  a^  (jr,,   jfj,  j?, ,  *4,...), 
ç(j:i,  jtj,  JTa,   a:4, . . .)  =r  ay  (aTj,  ar,,   arj,  ar4,...), 

puis,  en  multipliant  les  trois  équations  précédentes,  on 
conclura 

. ^  j  ^  A^i^si,  n  sera  égal  à  3. 

Si  le  nombre  des  quantités  x^  x^y  org,  X4,  etc.,  est  su- 
périeur à  quatre,  ou  si  l'équation  f[x)  =  o  est  d'un 
degré  plus  élevé  que  le  quatrième,  on  pourra  effectuer 
.    dans  <f  une  substitution  circulaire  de  cinq  lettres,  par 
exemple 

la  fonction  F  ne  changera  pas  par  cette  substitution,  et 
Top  aura 

f{Xi,  arj,  «4,   OTi,  j:,,.  . .)  r=:a^(x,,  x,,  4:3,  j?4,  ars,...), 
puis,  en  répétant  de  part  et  d'autre  la  même  substitution, 

,   f  (ar,,    ar4,    Xj,   ar,,   ar^, .  . .)  =  a©  (j?,,   ar,,   X4,    jtj,  ^,,...)> 


4^8  COURS.  D^AXCÈBRE   SUPÉRIEURE. 

Par  la  multiplication,  on  obtient 


a*=:  I 


9 


ce  qi^i  entraine 


9 


puisque  a  est  une  racine  cubique  de  Tunité.  Donc,  si 
le  degré  de  l'équation  proposée  est  supérieur  à  4)  1a 
fonction  cp  est  invariable;  par  les  substitutions  circulaires 
de  trois  lettres,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Ainsi  y  tous  les  radicaux  renfermés  dans  V expression 
de  la  racine  d^une  équation  générale  de  degré  supérieur' 
au  quatrième  devraient  être  égaux  à  des  Jonctions  ro' 
tionnelles  des  racines  im^ariables  par  les  substitutions 
circulaires  de  trois  racines.  En  substitujant  jces  fonctions 
dans  l'expression  de  Xx^  on  arrive  alors  à  une  égalité  de  la 
forme 

qui  doit  être  identique;  or  ce]a  est  impossible,  puisque  le 
second  membre  reste  invariable  quand  on  remplace  x^y 
Xt^  x%  par  Xi,  x^^  Xi,  tandis  que  Je  premier  membre 
change  évidemment* 

Donc  il  est  impossible  de  résoudre  par  radicaux .  l'é- 
quation générale  du  cinquième  degré  ou  d'un  degré  sapé- 
rieur. 

La  démonstration  précédente  fait  voir  en  même,  temps 
que,  pour  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  le  premier  radical,  dans  Tordre  des  opérations,  dpit 
être  un  radical  carré,  et  le  deuxième  un  radical  cubique. 
Ces  circonstances  se  présentent,  en  effet,  dans  les  formules 
que  nous  avons  données  dans  le  Chapitre  précédent. 
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CHAPITRE'  ni. 

DES  ÉQUATIONS  ABÉLIENNES- 


Des  équations  irréductibles  dont  deux  racines  sont  tel^ 
•    lement  liées  entre  elles ,  que  Vune  puisse  s  exprimer 
rationnellement  par  Vautre, 

517.  Après  avoir  démontré  qu'il  est  impossible  de 
résoudre  algébriquement  les  équations  générales  ^  de 
d^ré  supérieur  au  quatrième,  il  paraîtrait  naturel  de 
chercher  à  déterminer  quelles  sont  les  équations  suscep- 
tibles d'une  telle  résolution.  Mais  avant  d'aborder  ce  diffi- 
cile problème,  il  convient  de  présenter  une  étude  com- 
plète d'une  classe  remarquable  d'équations  que  M.  Kro- 
necker  a  nommées  abéliennes. 

Les  équations  auxquelles  conduit  le  problème  de  la 
division  du  cercle  en  un  nombre  premier  ^  de  parties 
^ales  sont  toujours  résolubles  par  radicaux,  et  Gauss  a 
montré,  dans  ses  Recherches  arithmétiques ^  que  chacun 
des  radicaux  dont  l'expression  des  racines  est  composée 
a  pour  indice  l'un  des  facteurs  premiers  de  p  —  i .  Ces 
équations  ont  cette  propriété,  que  chaque  racine  peut 
s'exprimer  rationnellement  par  l'une  quelconque  des 
autreSi  et  Abel,  en  parlant  de  cette  remarque,  a  fait  voir 
cpie,  si  deux  racines  d'une  équation  irréductible  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  Tune  puisse  s'exprimer  ra- 
tionnellement par  l'autre,  on  peut  toujours  ramener  la 
résolution  de  l'équation  à  celle  d'équations  de  degrés 
moindres.  Il  y  a  même  des  cas  où  l'équation  est  résoluble 
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algébriquement;  cela  arrive  en  particulier  si  son  degré 
est  un  nombre  premier. 

Nous  allons  exposer  ici  ces  recherches  d'Abel,  et  nous 
ferons  ensuite  l'application  de  sa  méthode  aux  équations 
dont  dépend  la  division  du  cercle  en  tm  nombre  premier 
de  parties  égales. 

518.  Soit 

une  équation  irréductible  de  degré  fx,  et  supposons  que 
deux  racines  od  et  x^  soient  liées  entre  elles  par  Féquation 

oiiOx  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  des  quan- 
tités connues,  xf  étant  racine  de  Téquation  (i),  on  aura 

/(Bx,)  =  oi 

d'où  il  suit  que  Xx  est  racine  de  l'équation 

(2)  /(Ox)  =  ô, 


et,  par  conséquent,  cette  équation  (%)  admet  toutes 
racines  de  l'équation  (i)  (u?  100),  car  celle-cî  est  irré- 
ductible, eif(0  x)  est  une  fonction  rationnelle.  En  d'au- 
tres termes,  si  x  désigne  une  racine  quelconque  de  Fé- 
quation (i),  9x  sera  aussi  racine  de  cette  équation. 
Mais  0Xi  est  racine  de  l'équation  (i)^donc  09 Xi  lésera 
aussi,  ainsi  que  666 x^,  et  généralement,  en  répétant 
sur  Xi  un  nombre  quelconque  de  fois  l'opération  désignée 
par  d,  on  obtiendra  toujours  une  racine  de  Féquatipa  (i)* 
Soit,  pour  abréger, 

tous  les  termes  de  la  série 

(3)  a?,,  6>,,   e'j?,,  ô»x,,... 
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seront  des  racines  de  Téquation  (i).  Mais  la  série  (3)  ren-* 
ferme  une  infinité  de  termes,  tandis  que  Téquation  (i) 
n^a  que  fi  racines  )  il  faut  donc  que  quelques-unes  des 
quantités  (  3  )  se  trouvent  répétées  un  nombre  infini  de  fois. 
Supposons^  par  exemple,  que  Ton  ait 

ou 

l'équation 

B^x  —  a?  =  o 

a  la  racine  6^Xi  commune  avec  l'équation  (i)  ;  elle  admet- 
tra donc  toutes  les  racines  de  Téquation  (i),  et  Ton  aura 

w    J?|  "~~"  «Tj  mi  O 
OU 

On  tire  de  là 

d'où  il  suit  que  les  termes  de  la  série  (  3  ) ,  à  partir  du  n'^'"', 
se  reproduiront  dans  le  même  ordre,  et  que  cette  série  ne 
contiendra  que  les  n  racines  distinctes 

(4)  «a:,,  Bxij  ô*a:,,...,   ô»-'j:,. 

Ces  n  racines  seront  effectivement  distinctes,  si  n  est  le 
nombre  de  fols  qu'il  faut  répéter  sur  Xi  l'opération  dési- 
gnée par  0  pour  reproduire  Xi . 

Si  l'on  a  /A=:  71,  la  série  (4)  contient  toutes  les  racines 
de  l'équation  (i). 

Supposons  jx^  71,  et  soit  Xf  une  racine  de  l'équation  (  f  ) 
qui  ne  fasse  pas  partie  de  la  série  (4);  on  fera  voir,  comme 
précédemment,  que  toutes  les  quantités 

sont  également  racines  de  l'éqaation  (i)«  Or  je  dis  que, 
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dans  la  série  (5)^  les  n  premiers  termes 

sont  les  seuls  qui  puissent  être  différents.  En  eflet,  Féqua* 
tion 

admet  la  racine  Xi  de  l'équation  (i);  donc  elle  admettra 
toutes  les  autres,  et  Ton  aura 

d'où 

Par  conséquent^  les  termes  de  la  série  (5)  se  reproduiront 
dans  le  même  ordre,  à  partir  du  n'^'"',  et,  parmi  ces 
termes,  les  seuls  qui  puissent  être  distincts  sont  renfermés 
dans  la  série  (6). 

Je  dis  maintenant  que  les  termes  de  la  série  (6)  sont 
effectivement  différents  entre  eux,  et  distincts  des  quan- 
tités (4). 

L'égalité 

OÙ  A  et  i  sont  inférieurs  à  w,  est  effectivement  impossible; 
car,  d'après  le  théorème  établi  au  n**  100,  elle  entraîne- 
rait 

ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque  les  quantités  (4)  sont  diffii^ 
rentes. 
L'égalité 

estde  même  impossible.  Si,  en  effet,  elle  avait  lieu,  ilen 
résulterait 

OU 
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et,  par  conséquent,  Xt  ferait  partie  de  la  série  (4)y  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse. 

Le  nombrç  des  racines  de  Féquatîon  (i)  renfermées  dans 
les  séries  (4)  et  (6)  est  a/i;  on  a  donc  nécessairement 

Supposons  fx  ^  2/1,  et  désignons  par  x^  une  racine  de 
l'équation  (i)  qui  ne  fasse  pas  partie  des  groupes  (4). 
et  (6)^  en  raisonnant  comme  précédemment^  on  formera 
un  troisième  groupe  de  n  racines, 

toutes  distinctes  et  différentes  des  quantités  (4)  ^^  (6)? 
d'où  il  suit  nécessairement  que  Ton  a  |:x=  3  /i  ou  fx^S  ra. 
En  continuant  ainsi,  on  verra  que  les  fz  racines  de 
Féquation  (i)  peuvent  être  partagées  en  un  certain 
nombre  m  de  groupes  composés  chacun  de  n  termes,  en 
sorte  que 

Les  racines  de  réquation  (i)  seront  alors 

X\  ,     V  X\  ,     V    JC\  ,  .  .  .  f     V         X{  f 
«p2  ,     V  X^  ^     V    X^  f  •  •  •  ,     \r         •]?  2 , 


»— I 


#     %  y    JTj,     0  0^3 ,    9    JT^,  .  .  .  ,     9         ,«.3, 


519.  Considérons  Téquation  de  degré  n  qui  a  pour 
racines  les  racines  de  Tiin  de  ces  groupes,  du  premier  par 
exemple,  et  soit 

OU 

(8)    ^  -4-  A['^i«-'  4-  A^^'^-r"-^  -h  .  .  .  -f-  Al^i^x  4-  A;[''  zzro 
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cette  équation.  Les  <;oefficients 

\  y    \  »•••>    \ 

sont  des  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des  quan*- 
tités 

et  ils  ne  dépendent,  comme  on  va  voir,  que  d^une  seule 
équation  du  degré  m. 

Soit,  en  effet,  y^  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
quelconque  des  quantités 

OXi^O^Xiy  etc.>  étant  des  fonctions  rationnelles  deXi,ji 
le  sera  aussi,  et  nous  poserons 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  outre,  à  cause 
de  6" Xi  =Xi^  les  quantités  (9)  ne  feront  que  se  changer 
lés  unes  dans  les  autres  si  Ton  remplace  Xi  par  Ox^ 
e*  Xi , . . . ,  0""*  oTi  ;  e t  comme  ji  est  une  fonction  symétrique 
de  ces  quantités,  sa  valeur  sera  invariable  par  ces  chan- 
gements; on>aura  donc 

Désignons  par 

les  valeurs  que  prend  ^1  quand  on  y  remplace  Xi  succes- 
sivement par 

on  aura 

jr,  =  F  [x^]  zn  F(0ar,)  =  F  (0*  or^)  =  •  •  .=  F  (0»-«'^,), 

■ > 

j«r=  F  (x„)=:F  (ÔxJ  =  F  (Ô'ar^)  =. .  .=  F  (Ô'»-'x«). 
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U  maintenant 

(r — ri)  (r  — rO-  •  -(r  — r«)  =  o 

a^uation  qui  a  pour  racines  y  i,^,,...,j-^;  je  dis  que  les 
efficients  pi,  p%j  etc.,  de  cette  équation  peuvent  être 
primés  rationnellement  par  les  coefficients  de  Féqua- 
m  proposée  (i).  On  a,  en  effet,  quel  que  soit  Tentier  A, 

j4=i|[F(x.)]^-+-[F(0:tO]^+...+  [F(e«-^.)?|. 
j^  =  i|[F(x,)]i+tF(flx,)]^  +  ...  +  [F(9"-x,)]^|, 


»  en  ajoutant, 

S  signe  y^  du  second  membre  s^étend  i  toutes  les  ra- 

xies  de  Féquation  proposée;  ce  second  membre  est  donc 
t^.e  fonction  symétrique  et  rationnelle  de  toutes  les  ra- 
nes  ;  d'où  il  résulte  que  les  sommes  de  puissances  sem- 
^bles  des  racines  de  Féquation  (lo)  peuvent  être  expri- 
t-^8  rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équation 
Exposée.  On  pourra  donc  aussi  exprimer  de  la  même 
manière  les  coefficients  pi^ptj  etc.,  ainsi  que  nous  l'avions 
énoncé. 

La  fonction  rationnelle  et  symétrique  y^  des  quanti- 
^  (9)9  fonction  qui  peut  être  choisie  à  volonté,  dépend 
^mc  directement  d'une  équation  de  degré  m.  D'ailleurs 
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les  fonctions 

7i  7  A,    ,      A^    ; . . . ,      A^ 

sont  semblables  ;  car  elles  peuvent  toutes  être  considérées 
comme  des  fonctions  rationnelles  de  la  seule  racine  Xi. 
On  pourra  donc  exprimer 

Aj    7      Aj    7  •  •  •  »       A^  • 

en  fonction  rationnelle  dey^. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  Fune  des  applications  les 
plus  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  semblables, 
que  nous  avons  développée  dans  le  Chapitre  V  de  la  Sec- 
tion IV  ^  mais,  comme  cette  théorie  est  sujette  S.  quelques 
cas  d'exception,  il  ne  sera  pas  inutile  d'entrer,  avec  Abel, 

dans  le  détail  du  calcul  des  coefficients  A[*\  J^[^\  etc. 

Désignons  par  ^  (xi  )  Tun  quelconque  de  ces  coefficients; 
(p  est  une  fonction  rationnelle  qui  ne  doit  pas  changer 
quand  on  remplace  Xi  parÔXi,  ô'ori,...,  0"^^  Xi,  poisqoj? 
(p  {Xi)  est,  comme  /i,  une  fonction  symétrique  des  quao 
tités  (9)  ;  et  il  en  sera  de  même  de  la  fonction 

X\^(x.)      ou     [F(x.)]^4»{x.). 
On  aura  donc 

r?4'W  =  ^l[F(arO]H(-^.)-4-[F(0^.)]^^(ex.)-.... 

en  remplaçant  OTi  successivement  par  Xs,  0:3,...,  j,. 
on  aura  des  expressions  semblables  pour  y^  ^  (^i)r") 
y ^  ^  (^m)  ;  et,  si  l'bn  pose  s 

on  aura  •  %{ 


)n 


'-,1 
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le  signe  ]V  s'étend  an  t  à  toutes  les  racines  de  Téquation  (i). 

On  voit  par  là  que  t^  est  une  fonction  symétrique  et 
ralionnelle  des  racines  de  l'équation  (i),  qui  pourra,  par 
conséquent,  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  des 
quantités  connues . 

Cela  posé,  en  prenant  pour  X  les  valeurs  o,  i,  a,3vM 
(m  —  i),  l'équation  (ii)  donnera  les  suivantes  : 


»— 1 1  /    \  .    flt— •  I  /    \  .  w— • 


dont  les  seconds  membres  peuvent  être  considérés  comme 
connus. 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^[xi)^  ajoutons  les  équa- 
tions (la)  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
les  indéterminées 

et  faisons,  pour  abréger, 

(i3)      (p(j-)  =y-^  4-  R„-,  j^™--  -f- . .  .  +  R,  j  4-  R,, 
on  aura 

--Z  ^Ro  -h^.R,  H-  ...  H-  ^«_2R«_2  H-  ^«,-1  ; 

G^9  si  Ton  détermine  les  facteurs  Ro?  Ri,  etc.,  par  les  con* 
dî  lions 

^^  4iura 

U4)     J,(x,)= —çy;^ 

U.  3a 
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Cherclions  maintenant  les  valeurs  de  Ro,  Rj,  etc.  D'a-> 
près  notre  hypothèse,  T équation 

doit  avoir  pour  racines j-f,  /s, . .  •  ^  y«;  mais  ces  raeincs 
appartiennent  aussi  à  Téquation  (10),  qui  admet  en  outre 
la  racine  j^i  :  on  aura  donc  , 


?(r)- 


j^ -f- /7,  y""' -f- /?a  r"^  4- . . .  H- /?«,_,  7  4- /?« 


ri 


— j"-' 


(i5) 


7i 


r"-'-f-/7. 


4-/^,ri 


-f- /?,.-, /i 


4-  /?.  r? 


(H-ï 


4-yr'- 

Comparant  les  valeurs  f  (^)  données  par  les  équatio0s(i3) 
et  {i5),  ou  trouve 

Rm-a=/^i  4-/,, 

(16) 

i    R,  =Pm-2  -^Pm-Z  JKi  4-  .  .  .  -1-/7-% 

I  Rj  =:  /^,„_,  H-y;„_,  /»  -f- .  .  .  ■4-/7'-'. 
On  lire  aussi  de  réquàiion  (i5) 

î(ri)  =  wr7~' -4-  (/w  — 1)/7,  r7~'-H. . . -h ^pm-^y^  4-/^..:- 

et  eu  faisant,  pour  abréger, 

To  =  ^o/?/n-i  -h  t^pm^t  -H  ...  4-  fm-^-iPi  4^  A«-l  > 
Ti  :==  UPm^-i  -r-  ^i  /^/m— 3  4-  ...  4-  /^.-2  ) 

Tm-^2=^toPi  H-r,, 
T        -^  / 
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aura  cette  valeur  de  ^  (Xi  ), 

^  ,  .     .  Tfli_ij^""  H-Tji— 5^""  -+-... H- T| ^1 -f- To 

)  +  («i)  == 

formule  précedenle*  n'est  en  défaut  que  si  le  dénotni- 
tenr  du  second  membre  est  nul.  Or,  je  dis  qu'on  peut 
ijoars  faire  en  sorte  que  cela  ne  soit  pas.  En  effet,  ce 
Dominateur  est  égal  au  produit 

,  pour  qu'il  soit  nul,  il  faut  que  Fun  des  facteurs  le  soit, 
le  l'on  ait,  par  exemple, 

ri  =  re- 
cela posé,  prenons  pourj^i  la  fonction 

étant  indéterminé;  Téqualion  y^  =Jh  ^^ 

(a  — Xi)  (a —  ÔXj).  .  .=:(a  —  xt)  (a  —  Bx^),  ,  . , 

peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  ^,  à  moins  d'être  iden* 
[ne;  ce  qui  est  impossible,  puisque  les  quantités  Xi^ 
*i(,  etc.,  sont  différentes  de  Xi,  9xi^  etc.  D*où  il  suit  qu'en 
cisissant  /i,  comme  il  vient  d'être  dit,  l'équation  (17) 
nnera  pour  tf;  (xx)  une  valeur  finie  et  déterminée. 

Les  coefficients  A('^,  A^^'^etc,  de  l'équation  (8)  peuvent 

11c  s'exprimer  rationnellement  par  une  même  fonction 

dont  la  valeur  dépend  d'une  équation  du  degré  m;  et 

l'on  remplace  ji  successivement  par yti  jKs'»*-»  Ym^  on 
Ta  m  équations  du  degré  /i,  dont  les  racines  seront  res- 
ctivement 

Xi  ,     \iX\  ^  •  t  •  9    w         Xi  , 
Xj  )     ^  X2  j      •  •  >     ^  ?  1 


37.. 
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d'où  il  suit  que  Téquation  proposée  peut  être  décomposée 
en  m  équations  chacune  du  degré  n^  dont  les  coefficients 
sont  respectivement  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  racine  d'une  équation  du  degré  m. 

Cette  dernière  équation  n'est  pas  en  général  résoluble 
algébriquement,  quand  son  degré  surpasse  le  quatrième; 
mais  l'équation  (  8)  et  les  autres  Semblables  le  sont  tou- 
jours, comme  nous  allons  le  démontrer, .  en  supposant 

connus  les  coefficients  A^'\  A^,^^,elc.  Dans  cette  hypothèse, 
notre  analyse  ramène  la  résolution  de  l'équation  proposée 
de  degré  ix  =  mn  à  celle  de  m  équations  de  d^ré  n,  qui 
ont  cette  propriété,  que  toutes  les  racines  de  chacune 
d'elles  peuvent  être  représentées  par 

Résolution   algébrique  des  équations  dont  toutes  les 
racines peus^ent  être  représentées  par  x^  ôx,  6*:c, . . . , 

Q^"^  x^Bx  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  des 

quantités  connues^  telle  que  6^a:  =  r. 

520.  Sôit 

(0  f{x]^o 

une  équation  de  degré  {/,  dont  les  racines  sont 

Ox  désignant  une  fonction  rationnelle  de  a:  et  des. quan- 
tités connues,  telle,  que  l'on  ait  |«( 

(a)  0'**j:=:x, 

et,  par  conséquent, 

(3)  0-'^+*a?  =  ô*-L-. 


/* 


ï 
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Désignons  par  a  une  racine  quelconque  de  Téquation 
etposonsy  avec  Lagrange  (n^  508), 

(4)    ^  {x)  z={x  -\-  olBx -h  a^B^x  -+- .  .  .-h  pL^'^' e^'"' xY' ; 

je  dis  que  la  fonction  ^  (x)  est  exprimable  rationnelle- 
ment par  les  quantités  connues  àef(x)  et  de  6  [x). 

En  effet,  remplaçons  x  par  d'^o:  dans  Téquation  (4)9 
on  aura 

et,  en  ayant  égard  aux  équations  (2)  et  (3), 

=  {a!'^y{x  -f-  aÔa:  -f-  a'ô^^  4....+  «^"^e^""'*)^, 

on  enfin,  à  cause  de  «^  =  i , 

Donnant  à  m  les  valeurs  successives  o,  i ,  2, . . . ,  jix —  1 , 
on« 

4^  (x)  =  4i  (Qx)  =  4;  (0»^)  =. .  .  =  >[;  (0^-' j:)  , 

.et,  par  conséquent, 

4,  (a:)  =  -[,[;  (x) -f.  ,K0:c) -+-...  + t];  (0^-'x)J  5 

^^'où  il  suit  que  ^  (j?)  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
^iquc  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (1)5  elle  pourra 
donc  être  exprimée  rationnellement  par  les  coefficients 
d^  cette  équation. 
Posons  alors 
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ou  aura 

V  étant  une  quantité  connue.  Et  si  Ton  désigne  par 


I  >     «1 1     «»>•••)     *u— I 


les  \k  racines  de  Féquation 


l>ar 

les  valeurs  correspondantes  de  v^  on  aura 


A*; 


.r  H-  0 jr  -h  Ô^j:  -f- -4-  ô''*"'^  =  V^j» 


La  quantité  V^o  c*>t  immédiatement  donnée  par  Inéqua- 
tion (i)  ;  car  si  l'on  désigne  par  A  le  coefficient  de  x-*"* 
dans  cette  équation >  on  a 

Vco  =  — A. 

En  ajoutant  les  équations  (5),  et  ayant  égard  aux  pio^ 
priétés  connues  des  racines  a,  il  vient 


A*/ —     n —  M  "— • 

—  A  -f  V*'.  H-V*',  -4-.  .  .  -4- V«'tt-, 


î 


(6)  x=  ^ 

et  Ton  aura  généralement  la  valeur  d'une  racine  quel- 
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conque  6^x^  en  ajoutant  les  équations  (5)  respectivement 
multipliées  par 


— m  —-m  — wi  —m 

I«OC        9  oc         9  oc        9***9  OC  « 

on  trouve  ainsi 

Al    —'"?/""  •     — "f/     .         .     — "•  ^/ 
(7)     G-;i-z= \ _5 

cette  formule  donnera  les  valeurs  de  6r,  6' j:,...,  6^"^ x, 
en  attribuant  à  m  les  valeurs  i,  2,  3, . . . ,  (fx  —  i). 

521.  Dans  Téquation  (6)  et  dans  toutes  celles  qu'on 
déduit  de  la  formule  (7),  on  doit  considérer  chaque  radi- 

cal  Vj^i  î  \^%  )  •  •  •  »  V^^^x-i  comme  ayant  toujours  la  même 
valeur.  Si  on  laisse  à  ces  radicaux  toute  leur  généralité, 
l'équation  (7)  ne  diffère  aucunement  de  l'équation  (6). 
et  cette  dernière  renferme  l'expression  de  toutes  les  ra- 
cines. Il  y  a  en  outre  ici  une  difficulté,  car  l'équation  (6) 
donne  pour  x  une  expression  qui  a  (/.^^^  valeurs,  tandis 
que  Téquation  (i)  n'a  que  fx  racines.  Mais  nous  avons  déjà 
eu  Toccasion  d'indiquer  comment  on  peut  faire  dispa- 
raître cette  ambiguïté  et  il  est  facile  d'établir  que  quand 
on  a  fixé  la  valeur  de  l'un  des  radicaux,  les  autres  sont 
par  cela  même  déterminés. 

En  effet,  désignons   par  a  une  racine   primitive  de 
l'équation 

et  posons 

on  aura 

fi  — 

VP|  =a?-f-aGx  4-  a'Ô'^c  4-..  .-f-  a^"'G^~'jr, 
Vp„  =  X  4-  a»  ex  -f-  a'^Q'x  -t- . .  .  -4-  a^/^"'^" Q^'-'x. 


5o4  COURS  d\lg£bre  supérieuub 

Sî  Ton  change  x  en6'"j:,  V^'i  se  changera  en  a'*"*V*'iî 
ainsi  qu  on  le  reconnaît  par  le  calcul  effectué  plus  haut. 

Pareillement  V^n  sera,  par  le  même  changement  de  x  en 
O'^Xj  multiplié  par  «"f/*-"*^,  d  où  il  suit  que  le  produit 

sera  multiplié  par  a'*(^~"'^  =  i,  c'est-à-dire  qu'il  b'éprou- 
vera  aucun  changement.  Si  donc  on  pose 

on  aura 

et,  par  conséquent, 

(f  (x)  est  donc  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
racines  de  l'équation  (i),  et  on  pourra  l'exprimer  ration- 
nellement par  les  quantités  connues  ;  en  désignant  par  a^ 
sa  valeur,  on  aura 

ou 

On    pourra  exprimer    ainsi   chacun  des  radicaux  yj^t» 

V^'a,  etc.,  eu  fonction  rationnelle  de  yi^i,  et  Téquation 
(6)  prendra  la  forme 

(8)  :rr=:-l  -  A  -f-  VV:  -4-  -  (  V»'.)   -4-  ;;^  (  V^',  )   >l-  .     .-f-  ^  (  V^,  ) 
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Cette  expression  de  ^  a  précisëtnent  [i  valeurs,  et  èlié 
représente  bien  les  {x  racines  de  réquatîoti  proposée. 
De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  cette  proposition  : 

Théorème  I.  —  Si  les  /jt  racines  (Vune  équation  quel^ 
conque  peuvent  être  représentées  par 


Ox  étant  une  fonction  rationnelle  telle  que  9'*=  x,  Vé' 
quation  est  toujours  soluble  par  radicaux» 

Et  en  rapprochant  cet  énoncé  du  tbéorème  démontré 
au  n®  519,  on  a  cet  autre  théorème  : 

Théorème  IL  —  Si  deux  racines  d^une  équation  irré- 
ductible de  degré  premier  sont  telles^  que  Vune  puisse 
s^ exprimer  rationnellement  en  fonction  de  Vautre^  / V- 
quation  est  soluble  par  radicaux. 

Cas  où  les  quantités  connues  sont  réelles, 

SS2.  Si  tous  les  coefficients  de  fei  de  9  sont  réels,  on 
a  un  théorème  remarquable,  que  Gauss  a  établi  le  pre- 
mier à  regard  des  équations  dont  dépend  la  division  du 
cercle  en  parties  égales. 

Nous  avons  posé  précédemment 

=  (d?  -t-  aO  a:  -t-  a*  ô'a:  -f- . . .  -f  a-'^"' 0^-i  )^, 


«'i 


et  nous  avons  établi  que  ^i  est  une  fonction  symétrique 
des  racines  de  réquationy(a:)  =05  par  conséquent  i^i  est 
exprimable  rationnellement  par  les  coefficients  de^et  de 65 
et  si  ces  quantités  sont  toutes  réelles,  i^i  ne  contiendra 
d'autres  imaginaires  que  celles  de  la  racine  a.  En  outre, 

i/'*"*  se  déduit  de  i^i  en  remplaçant  a  par  l'expression  con- 
juguée a^~*;  d'où  il  résulte  que  i^i  et  t^       sont  des  quan- 
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tités  connues  imagiuaires  et  conjuguées.  On  pourra  donc 
poser 

I(;,  =  p  (coso»  4-  V^—  I  sinw), 
^'fi^i  z=z  p  (^cosw  —  Y  —  ï  sinwj, 

Nous  avons  aussi,  en  général, 
et,  pour  n  =  a  —  i , 


f^rf^, 


(2)  V*'.  Vvt=V^' 

/i^-i  est  exprimable  rationnellement  par  les  coefficients 
de  y*  et  de  9,  elle  ne  peut  donc  renfermer  d'autres  imagi- 
naires que  celle  qui  se  trouve  dans  a.  Mais  il  est  évident 

que  a     j  ne  change  pas  si  Ton  remplace  a  par  a^^*  qui 
est  sa  conjuguée  -,  donc  a^.,  est  réelle. 
Des  équations  (i  )  et  (  2)  on  déduit 

et,  en  désignant  par  a  la  valeur  numérique  de  «^.n 

La  première  des  équations  (i)  donne  alors  cette  valeur 
de\/^^i» 

v/<»|  =  V^  (  cos  -  4-  V  — I  sm )  * 

où  /c  désigne  un  nombre  entier,  et  l'expression  des  ra- 
cines x^  donnée  par  l'équation  (8)  du  n**  521,  prend 
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celle  forme  Irès-remarquable, 


=  —  J  —  A  -H  v^  1  cos f-  V  —  I  sin  - 


f^ 


L  ,        f*  f*       J 

/y.  / \   /- r        3(w-f-2^tr)         i .     3(w-4-2A-7r)'l 


où  fl,/i  gifi^  giy  ^^^o  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
cos  —  et  de  sin  *—  • 

La  formule  précédente  fera  connaître  les  i>.  racines  de 

J'{x)  =  o,  si  l'on  donne  au  nombre  entier  h  les  fz  valeurs 

o,  1,2,  3,...,  (X —  I.  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.   —   Pour   résoudre  V équation   proposée 
y*  (x)  =  o,  il  suffit  : 

\^  De  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  e/ifx 
parties  égales*^  2°  de  diviser  ensuite  un  angle  w  quon 
peut  construire  en  f/.  parties  égales;  3°  d'extraire  la 
racine  carrée  d^ une  seule  quantité  a. 

Remarque.  —  Les  coefficients  de  y  et  de  9  étant  tous 
réels,  si  une  racine  dey*(a:)=;o  est  réelle,  toutes  les 
autres  le  sont  aussi,  puisque,  si  x  désigne  cette  racine 
réelle,  les  autres  racines  sont 


Par  conséquent,  les  racines  de  Téqualion  proposée  sont 
toutes  réelles,  ou  toutes  imaginaires. 
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Première  méthode  particulière  relatii^e  aux  équations 
abéliennes  dont  le  degré  est  un  nombre  composé, 

'  523.  La  méthode  qui  vient  d^ètre  exposée  pour  la  réso- 
lution algébrique  de  Téquation  abélienne  de  degré  fx, 

est  applicable  à  tous  les  cas,  que  fx  soit  premier  ou  non; 
mais,  quand  ^i  est  un  nombre  composé,  on  peut  simpli- 
fier la  solution  en  opérant  comme  nous  allons  Tindiquer. 
Soit|iJ^=  mn.  Les  racines  de  Téquation  (i)  étant  tou* 
jours 

nous  pourrons  les  partager  en  m  groupes  de  la  manière 
suivante  : 

ô  X ,        e*»-^'  X ,    ô^-^' , .  .  .  ,     ÔC-O^+i  X , 


OU,  en  posant 

et 

de  la  manière  suivante  : 

En  appliquant  donc  à  l'équation  (i)  la  méthode  exposée 
au  n"  519,  on  pourra  la  décomposer  eu  m  équations, 
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chacune  du  degré  /i,  qui  auront  respectivement  pour 
racines  les  racines  des  divers  groupes  (2),  et  dont  les 
coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  d'une  même 
racine  d'une  équation 

(3)  '        ^{X)=:0 

de  degré  m.  Soient 

»Xi>  J^i  I  •  •  •  >   ym 

les  m  racines  de  l'équation  (3),  et 

(4)   ?(*>ri)=o>    ?(^»r2)==o,... ,  ^{x,jr^)  =  o, 

les  m  équations  qui  ont  respectivement  pour  racines  les 
quantités  du  premier  groupe  (2),  du  deuxième,  etc.,  du 
dernier.  Je  dis  que,  pour  résoudre  Téquation  (f),  il  suffit 
de  connaître  une  racine^  de  l'équation  (3),  et  ensuite 
une  racine  a:  de  Téquation 

(5)  .p(.r,  y)=zo 

correspondante  ;  car  on  aura,  de  cette  manière,  une  pre- 
mière racines:  de  Téquation  (i),  et  les  autres  seront 

L'équation  proposée  (i)  étant  résoluble  algébriquement, 
l'équation  (3)  Test  aussi  5  car  j^  désigne  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X,  Mais  je  dis  eu  outre  que  Téquation  (3) 
jouit  de  la  même  propriété  que  Téquation  (i),  et  que,  par 
conséquent,  on  pourra  lui  appliquer  la  même  méthode 
de  résolution. 

En  effet,  les  racines  de  Téquation  (i)^  renfermées  dans 
le  premier  des  groupes  (2),  sont 

(6)  X,  9'"ar,  0"".r,...,   Ô(«-')«x, 

et /désigne  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  ces 


5lO  COURS   D^ ALGEBRE   SUPétllKVRE. 

racines,  c*€st«à-direunè  fonction  rationnelle  Aex,  Posons 

les  m  racinesj,,jjs,. . . ,  j,„  de  Téquation  (3)  seront 

et  l'on  aura 

Par  conséquent,  F[Ox)  et  IP  [oc)  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  symétriques  des  quantités  (6),  et  l'on  pourra 
exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre  en  appliquant 
la  méthode  des  fonctions  semblables  rappelée  au  n**  519. 

Soit  donc 

V[9x)^\V[x)=z\y\ 

\y  étant  une  fonction  rationnelle  dej^^  on  aura 

F(Ô^x)=XF(ôx)=X»/, 


et  Ton  voit  que  les  m  racines  de  l'équation  (3)  pourront 
être  représentées  par 

X  désignant  une  fonction  rationnelle  telle  que 

Quand  Téquation  (3)  sera  résolue,  j  sera  connue,  et 
Ton  pourra  appliquer  à  l'équation  (5)  la  méthode  précé- 
demment exposée,  puisque  ses  n  racines  peuvent  être  re- 
présentées par 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Si  \i^=^lnn,i  Itt  résolution  de  V équation  (i)  est  ramenée 
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■ 

à  celle  de  deux  équations  des  degrés  m  et  n  respectée- 
ment^  et  qui  ont  la  même  propriété  que  la  proposée» 

Si  nest  luî-mème  un  nombre  composé  m^nx^  on  ra- 
mènera, de  la  même  manière,  la  résolution  de  Téqua- 
lion  (5)  à  celle  d*une  équation  en  z 

(7)  +l(3>j)==" 

de  degré  ^i,  et  à  celle  d'ane  équation  en  xàn  degré  n^ 

(8)  <p,  (X,  J,   z)  r=:0. 

Dans  Téquation  (7),  jy  fait  partie  des  quantités  con- 
nues, et  dans  Téquation  (8)  il  en  est  de  même  de  y  et 
de  z^  et,  généralement,  on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  (i^=mimf. .  .ni^^  la  résolution  de 
Inéquation  (i)  peut  être  ramenée  à  celle  de  n  équations 
des  degrés 

respectii^ementy  et  il  suffit  même  de  connaître  une  racine 
de  cliacune  de  ces  équations^  lesquelles  ont  toutes  la 
même  propriété  que  V équation  proposée. 

Corollaire  I.  —  Si,  en  décomposant  fi  en  facteurs 
premiers ,  on  a 


P'    P7  Pc, 


fA=    «,      63     •   •   -S^.    > 


ftl 


ta  résolution  de  l'équation  proposée  de  degré  fi  se  r»- 
mènera  à  celle  de  pi  équations  du  degré  e,,  de  p^  équa*- 
fions  du  degré  e^, . . . ,  dfe  p^  équations  du  degré  t  • 

Corollaire  II*  —  J'oute  équation  de  degré  a^,  dont 
les  racines  peu\>ent  être  représentées  par 

.r,   Or,   ô-x, .  .  i,   O^^-^x, 

peut  être  résolue  à  Vaide  de  p  extractions  de  racines 
carrées  k 
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524.  Exemple.  —  Supposons  /x  =:  3o,  les  racines  de 
réqùdtion 

(l)  f[x)  =  0 

seront 

tX/y       ■/ a47tt       V     ^)  •    .    •  )      V        Xm 
\ 

Comme  3o  =  2  X  i5,  on  prendra  pourj^  une  fonction 
rationnelle  et  symétrique  des  quinze  racines 

y  dépendra  d'une  équation  du  deuxième  degré 

(2)  7^  +  A7-4-B  =  o, 

dont  les  coefficients  seront  exprimables  rationnellement 
par  ceux  de  la  proposée-,  on  pourrait  former  ensuite 
Téquation  du  quinzième  degré  ayant  pour  racines  or, 
6*0:,...,  9'^.r,  mais  il  est  inutile  de  faire  ce  calcul  :  re- 
présentons, comme  précédemment,  par 

cette  équation,  où  j  est  une  quantité  connue.  Comme 
i5  =  3  X  5,  on  prendra  pour  z  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique  des  cinq  racines 

X,   e^'x,   ô^'j:,   Ô'«cr,   02*  ^; 

Z  dépendra  d^une  équation  du  troisième  degré 

(3)  z»  -h  Cz«  +  Dz  -h  E  =  o, 

dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  dej 
et  des  autres  quantités  connues;  enfin  on  formera  Té- 
q[uation 

(4)  œ^  4-  Fj:'  -!-  Ox^  4-  Il-r»  -+.  Kjc  -h  L  =r  o, 

qui  a  pour  racines 

X,   ©«x,   0<2x,   0'«x,  ô^'x, 
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et  dont  les  coefBcients  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  r  et  de  z.  Ainsi,  pour  résoudre  Téquatiou  (i),  il  suffira 
de  déterminer  une  racine  de  l'équation  (2)^  puis  une 
racine  de  Téquation  (3),  puis  enfin  une  racine  de  Tëqua- 
tion  (4). 

Deuxième  méthode. 
525.  Revenons  au  cas  général,  et  supposons 

Désignons  par  Hi,  /i{, . . . ,  /i^  les  quotients  respectifs  de  f^t 
par  mi,  mt,  • . . ,  m^,  on  aura 

Gela  posé,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  ramener  la 
résolution  de  l'équation 

à  celle  de  deux  équations,  des  co  manières  suivantes  : 

?i  (*»  /i)  =^  ayant  pour  racines  x,  Ô^ix,  ô^"»  j:,  . . . , 
0(ni-t)*i  X,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
^  -^  J  tionnelles  d'une  racine  ji  d'une  équation  ^|;,(^,)==o  de 
degré  /;?,  ; 


(^) 


?ï  (^,  y't)  =  o  ayant  pour  racines  x,  ô^«x,  Ô^«x, . . . , 
Q(««-i)«»«j7^  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles d'une  racine  fi  (l'une  équation  1^3  (/a]  =  0  de 
degré  /Wj; 


1'  7ûi  (•^'  -^w)  ^^  ^  ayant  pour  racines  x,  ô*"^  x,  ô"""  x, . . . , 
qC'w-O'"   j.  çj  Jqpj  ]çj  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles  d'une  racine  j^  d'une  équation  ip^,  [xj)  =  o  de 
^  degré  m". 
IL  33 
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# 

Supposons  maintenant  que  mj ,  ms ,.  •  •  9  f^^^^  ^^^^"^  premiers 
entre  eux,  les  équations 

?i  (^9  Xi)  =  0,    y, (x,  jj)  =  o , . . . ,    y^  (j:, r«)  =  0 

n'auront  que  la  seule  racine  x  commune  ;  donc  on  pourra 
exprimer  x  rationnellement  par  les  coefficients  de  ces 
équations^  et,  par  conséquent,  en  fonction  rationnelle 
de  /i ,  j't, . . . ,  y^.  Ces  dernières  quantités  étant  con- 
nues, on  aura  ainsi  l'une  des  racines  de  l'équàlion  (i), 
et  l'on  en  conclura  ensuite  toutes  les  autres. 

La  résolution  de  l'équation  (i)  est  donc  ramené^  à 
la  recherche  d'une  racine  de  chacune  des  équations 

qui  sont  respectivement  des  degrés  m|,  /712, . . . ,  m^.  Eu 

outre,  ces  équations  ont  la  même  propriété  que  la  pro- 
posée, ainsi  que  nous  Tavons  établi  précédemment;  on 
pourra  donc  leur  appliquer  la  même  méthode.  Si  Ton  veut  1 
que  ces  équations  soient  les  moins  élevées  possibles,  et  si, 
en  décomposant  [à  en  facteurs  premiers,  on  a 

il  faudra  prendre 

Quant  à  la  résolution  de  chacune  des  équations 

de  degré  s'',  elle  se  ramène  à  celle  de  p  équations  de 
degré  e,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré. 
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équations  irréductibles  dont  deux  racines  x  et  x! 

t  liées  par  la  relation  linéaire  x*  =  -7 — — ^  »  où 
hy  al  y  V  sont  des  constantes  données. 

).  Soit 

quation  irréductible,  et  supposons  qu'entre  deux 
is  X  et  af  on  ait  la  relation 

,        ax  -^  b        ^ 

b^  a!^  b'  sont  des  constantes  données.  Les  quan- 
;omprises  dans  la  série  indéfinie 

Xy     BXy      ô'a:,      9^x, .  . .  , 

tit  être,  racines  de  Téquation  (i),  et  nous  savons  que 
des  fonctions  6x,  d*Xy  etc.,  est  égale  à  x,  Suppo- 

équation  aura  lieu  identiquement,  si  Ton  suppose 
,  bj  a\  V  soient  commensurables,  ou,  du  moins, 
;e  soient  des  fonctions  rationnelles  des  quantités 
lées  comme  connues,  et  dont  dépendent  ration- 
nent les  coefficients  de  Téquation  proposée.  Par 
]Uent,  on  aura  ces  formules  obtenues  au  n^  451 

0  =r  —  I  a  —  2  COS  —  I  ï 


7) 


a}  —  ia  COS 1-  I 

h  =  - jt — 


a 
lésigne  un  nombre  entier  premier  avec  /x. 


33. 


f-V 
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Dans  le  cas  deiJL=  2,  la  condition  (3)  exige  seule- 
ment que  l'on  ait 

on  peut  d'ailleurs  supposer  dans  ce  cas 
et  alors  on  a 


(5)  {  .  fl^nii 


b  =- 


a 


Le  degré  de  Téquation  (i)  étant  désigné  par  nfi  et  les 
«jx  racines  étant  représentées  par 

;r,        ôx,         B^Xj . .  .  ,        e^~'ar, 
X\  y       7  J?i  y       "  X|  y  • .  •  f       O*^     X|  y 

«37'j  y             "  Jt*2  y             W    Xy  ■   •  •   •    y             "'            J?2  ■ 
•  • •  • '9 

si  Ton  pose 

(6)  x-l-0x-hô'x-h,,.-4-  Qf^-^x=:x, 

y  dépendra  d'une  équation 

(7)  F(/)  =  o 

de  degré  n,  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions 
rationnelles  des  quantités  connues  de  Téquation  (i)  et  de 
la  fonction  0.  L'équation  (7)  peut  n'être  pas  résoIuUe 
algébriquement,  mais  les  quantités 

X,      0x,      0'x,...,      0'**~'X 

dépendent  d'une  équation  de  degré  }j,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  y^  et  qui  est,  comme 
nous  savons,  résoluble.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  cette 
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dernière  équation  n'est  autre  que  Téquation  (6),  et  Ton 
voit,  en  conséquence,  que  Téqualion  proposée  (i)  doit 
résulter  de  Télîmination  dey  entre  les  deux  équations  (6) 
et  (7)5  la  seconde  équation  peut  être  considérée  comme 
ayant  pour  premier  membre  un  polynôme  irréductible 
quelconque  de  degré  n. 

En  d'autres  termes,  les  équations  que  nous  étudions 
peuvent  être  obtenues  en  multipliant  un  certain  nombre /^ 
d^équations  de  la  forme 

a?-f-Ôx-l-  ô'.r  4-.. . -h  0^~* a:  —  7  =0, 
X  -\-Bjc-h  ô'jT-h.  .  .-I-Ô^"' j:  —  j,  =r  o, 
a:  +  Ôa:  -h  0*x  +  .  .  .-h  9^~'x  ■— j,=  o, 


^ùy»/i  5  J^î  5  •  •  •  ;J^n-i  désignent  les  n  racines  d'une  équa- 
tion irréductible  dont  les  coefficients  sont  des  quantités 
entièrement  arbitraires. 

Il  est  évident  qu  à  l'équation  (6)  on  peut  substituer  la 
suivante  : 

Des  équations  in'éducliblcs  à  coefficients   numériques 

dont  plusieurs  racines  se  déi^ejoppent  en  des  fractions 

continues  terminées  par  les  mêmes  quotients. 
t. 

527.  Nous  avons  fait  connaître  au  n^  26  la  forme  des 
équations  du  deuxième  degré  dont  les  racines  se  déve- 
loppent en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mêmes  quotients,  et  nous  avons  résolu  ensuite  (n°  500)  la 
même  question  à  Tégard  des  équations  du  troisième  degré. 
Les  considérations  que  nous  avons  développées  précé- 
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demment  nous  permettent  de  résoudre  le  problème  plas 
général  dont*voîcî  Ténoncé  : 

Quelles  sont  les  équations  irréductibles  jouissant  de 
la  propriété  que  si  ton  développe  leurs  racines  réelles 
en  fractions  continues,  par  la  méthode  de  Lagrange, 
deux  ou  plusieurs  de  ces  fractions  continues  soient  ter^ 
minées  par  les  mêmes  quotients  P 

Pour  que  deux  racines  a:'  et  x  d'une  équation  set  déve- 
loppent en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mêmes  quotients,  il  faut  et  il  suffît  (n^  16)  que  Ton  ait 

, ax-h  b   

a,  bf  a'y  V  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  liés  par 
la  relation 

en  outre,  pour  que  x  et  ^x  puissent  représenter  deux  ra- 
cines d'une  équation  irréductible,  il  faut  qu'on  puisse 
assigner  un  nombre  entier  fx,  tel  qu'on  ait  identiquement 

si  \k  est  ]>  2,  cela  exige,  comme  nous  Pavons  vu,  qu'on 
ait 


=-(. 


-  2  COS  —  I  î 


ÀTT 

a*  —  ia  COS 1-  I 

b  z=z , 

a 


X  étant  un  nombre  entier  premier  avec  fx,  et,  dans  le  cas 

de  |:x  =  2,  on  a 

b'  =  ^a. 


fl^mi 


*=-      a' 
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Or,  puisque  a,   &,    a.    Il  sont  des   iiombi^s   entiers, 

a  cos  —  doit  être  un  nombre  entier,  ce  qui  ne  peut  arriver 

que  si  \l  est  égal  à  3,  le  cas  de  ju^  =:  2  étant  réservé.  On 
voit  paf  la  que  la  propriété  que  nous  étudions  ne  peut  se 
rencontrer  que  chez  les  équations  irréductibles  dont  le 
degré  a  la  forme  2/2  ou  la  forme  3^2.  Nous  examinerons 
successivement  ces  deux  classes  d'équations. 
Si  Ton  suppose  jx  =  2,  on  a 


«=^±1 


ax - 

a 


©j:  — -- 

a  X  —  a 


et 

a  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  et  a'  un  diviseur 
de  a*  zh  I.  Si  Ton  prend  pour  F  (j^)  un  polynôme  irré- 
ductible quelconque  de  degré  «,  et  qu'on  élimine  y  entre 
les  deux  équations 

X  -h  0^7=7,       F(j)=i:0, 
OU 

x^~ja:4-^^~^^j=o,      F(j)zzzo, 

on  aura  la  forme  générale  des  équations  de  degré  2  n  jouis- 
sant de  cette  propriété,  que  les  in  racines  se  partageront 
en  n  groupes  tels  que,  dans  chaque  groupe  de  deux  ra- 
cines réelles,  les  fractions  continues  qui  représentent  ces 
racines  seront  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Cette  proposition  peut  être  énoncée  d'une  autre  ma- 
nière : 

Soient  a  un  nombre  entier  quelconque^  a'  un  diuiseur 
quelconque  de  a*-f- 1,  J  une  quantité  réelle  quelconque 
commensurahle  ou  incommensurable^  les  deux  racines 
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I 

de  V équation 

(  ar       fl^±i\ 

se  développeront  en  des  fractions  continues  terminées 
par  les  mêmes  quotients,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat 
obtenu  au  n^  26. 

Supposons  maintenant  ju  =  3  ^  on  aura,  en  faisant  X  =  2 
(le  cas  de  X  =  I  est  identique  à  celui  de  X  =  2,  on  passe 
de  Tun  à  Tautre  en  changeant  les  signes  de  a  et  a'), 


Ôx   = 


fl^  -h  fl  -h  I 

ax 

a' 


a' X —  (o  -h  i) 
(a  -h  i)a:  — 


^2  H-  «  -4-  I 


h'^x  — 


a' 


a'  X  —  a 


\^X=:  X\ 


a  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  a^  un  diviseur  de 
a*-ha-+-i.  Quelle  que  soit  rirrationnelle  ar,  les  frac- 
tions continues  dans  lesquelles  se  développent 

Xy  Bxj  0'x, 

se  termineront  pas  les  mêmes  quotients.  Si  donc  F  (j) 
désigne  un  polynôme  irréductible  quelconque  de  degré  w, 
et  qu'on  élimine  j^  entre  les  équations 

X  H-  ôx  -h  ô =0?  =  .r,     F  (  j)  =  o , 
ou 

^3_^^,^[-(^"  +  ').r_3K+^-|^  • 

[a(a-\-i)j       (2a  + i)  (a=  +  a +i)"1 
7^  ^^ J  ="' 
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on  obtiendra  l'expression  générale  des  équations  de  de- 
gré 3/1  qui  jouissent  de  la  propriété,  que  les  3/i  racines 
se  partageront  en  n  groupes  tels  que,  dans  chaque  groupe 
de  trois  racines  réelles,  les  fractions  continues  dans  les- 
quelles se  développent  ces  racines  seront  terminées  par 
les  mêmes  quotients. 

On  voit,  en  particulier,  que  les  équations  du  troisième 
degré  qui  ont  cette  propriété  sont  comprises  dans  la  forme 
générale  suivante  : 

OÙ  a  désigne  un  entier  quelconque,  a'  un  diviseur  quel- 
conque de  a*-t-a-|-i,  et  j^  une  quantité  quelconque, 
commensurable  ou  incommensurable.  Ce  résultat  s'ac- 
corde avec  celui  que  nous  avons  obtenu  au  n^  5(K). 

528.  Les  équations  du  troisième  degré  qui  proviennent 
de  la  division  du  cercle  en  sept  ou  en  neuf  parties  égales, 
celle  du  quatrième  degré  qui  provient  de  la  division  en 
quinze  parties  égales,  jouissent  de  la  propriété  remar- 
quable qu'on  vient  d'étudier. 

La  division  du  cercle  en  sept  parties  égales  conduit  à 
l'équation 

•  X^  -\-  X^  —  IX  —  I=rO, 

« 

et  si  Ton  représente  par  x  la  racine  positive,  par  —  Xx 
et  —  Xt  les  deux  racines  négatives,  ou  a 

I  I 

•r,  =i  ,       jTj  rir  I  H-  ~  • 

\  -\-  X  .  .T 

la  racine  x  est  comprise  entre  i  et  2,  on  aura,  par  con- 
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séquent,  des  résultats  de  cette  forme  : 


I 

I 


6-4-.  I 

a 


6 -h. 


1 

a:2  =  I  -1 


I 

H 


I 

a 


6-+-. 


La  division  du  cercle  en  neuf  parties  égales  conduit  a 
Téquation 

Si  Ton  désigne*  par  —  or  la  racine  négative,  laquelle  est 
comprise  entre  —  i  et  —  2,  par  Xi  et  Xt  les  deux  racines 
positives,  on  a  • 

T  I 

X|  =i:  )       a^j  =:=  I  H > 

l  -{-  X  X 

ce  qui  conduit  aux  mêmes  résultats  que  le  cas  précédent. 
Enfin,  Téquation  du  quatrième  degré  dont  dépend  la 
division  du  cercle  en  quinze  parties  égales,  est 

A*  —  x^  —  4-^^  "+■  4*  -I- 1 1=  o . 

Si  X  et  0?!  désignent  les  deux  racines  positives,  —  x'  el 
—  x\  les  deux  négatives,  on  a 

O?'  -h  2  I 


X  ==  — :z=  I  4- 


jt'  -t-  I  1  -t-  a* 


x'.  -4-2 
Xi  m  -7 =  I 


X^-\-l  l-t-JT, 

Des  deux  quantités  x^  el  x\  l'une  est  comprise  entre  o 
et  I ,  Tautre  entre  i  et  2  ^  on  aura  donc  des  résultats  de 
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celle  forme  :  , 

X   =  !  X  =   \    -\ 


I 
a 


6-I-.  f 

a 


> 


6-i-. 


» 


a?,  =  I   H X^  =  I 


a 


ï  ï 


6'-+-.  ,  I 


> 


6'H-. 


L^ëqualion  que  nous  considérons  résulle  de  réliminalion 
de  y  enlre 

X  —  1 

Des  équations  dont  toutes  les  racines  sont  exprimables 
rationnellement  par  Vune  d* entre  elles, 

529.  Nous  avons  étudié  précédemment  un  cas  étendu 
des  équations  dont  les  racines  sont  toutes  exprimables 
rationnellement  par  Tune  d'entre  elles  ;  savoir  le  cas  où, 
Tëquation  proposée  étant  du  degré  fz,  les  racines  peuvent 
être  représentées  par 

X  a         V  X  m         V  '  X  •     •     «     •     ■         V  X   m 

alors  ces  racines  sont  exprimables  par  des  radicaux. 

II  existe  un  autre  cas  de  résoinbilité  ;  Abel  a  effective- 
ment  démontré  le  théorème  suivant  : 

Théoueme.  —  Soit  j<  (  j?)  =  o  une  équation  algébrique 
quelconque  y  dont  toutes  les  racines  peui^ent  être  expri- 
mées rationnellement  par  Vune  d^entre  elles  que  nous 
désignerons  par  x.  Soient  Qx  et  Q^x  deux  autres  racines 
quelconques^  V équation- proposée  sera  résoluble  algé^ 
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briquement  si  Von  a 

En  effet,  si  l'équation  proposée 

(i)  x(-^)=o 

n'est  pas  irréductible,  soit 

(2)  /(.^)  =  o 

l'équation  irréductible  de  degré  fx  dont  dépend  la  ra- 
cine ar,  le  polynôme  f{x)  sera  un  diviseur  rationnel 

de  x(^).  ^  ,,     •  . 

Soit  Ox  une  racine  de  l'équation  (a),  autre  que  x\  les 

racines  de  celte  équation  pourront  être  représentées  par 

x^        Qxy    ô'x,  .  .  . ,  0"~'x, 

X\  y  vXl  ,        V       Xl  I     •    •    •    I        V  X\  y 


on  aura 

et  si  l'on  représente  par 

(3)     .r«-+-  AC).??''-'  -h  AWx^^-h.  .  .4- A("-').r  4-  A(«>  =  0 

l'équation  qui  a  pour  racines 

les  coefficients  A^^^,  A^'\...,  A^"^  sont,  comme  on  l'a 
vu,  exprimables  rationnellement  en  fonction  d'une  quan- 
titéj^  qui  dépend  d'une  équation  de  degré  m, 

(4)      7"  4-  PC)  jW-»  4-  p(2)^m-2_|_^  ^  ^^  p(m-t)^_+.  PW  — 0, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  connues. 

Cette  équation  (4)  est  irréductible^  car  si  le  contraire 
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avait  lieu,  j^  serait  racine  d'une  équation  irréductible 

(5)  <?(j}  =  o 

d'un  degré  m' inférieur  à  //i,  et  l'élimination  dey  entre 
les  équations  (3)  et  (5)  conduirait  à  une  équation 

de  degré  m'n<^(i'^  ce  qui   est  impossible,  car  l'équa- 
tion (2)  du  degré  (i  est,  par  hypothèse,  irréductible. 

Cela  posé,  la  résolution  de  l'équation  (2)  est  ramenée 
a  celle  des  équations  (3)  et  (4)  ;  nous  savons  que  l'équa- 
tion (3)  est  résoluble,  et  nous  allons  démontrer  queTéqua- 
tîon  (4)  possède  la  même  propriété  que  1  équation  (2). 

La  quantité  y  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique quelconque  des  racines  jc,  9x^ . . . ,  (5"~*  x,  et  si  l'on 
désigne  par 

y 7  X^*  ^'ij  •  •  •  >   Xm—\ 

les  m  racines  de  l'équation  (4))  on  pourra  poser 

3"  désignant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle.  D'ail- 
leurs Xj,  a',, . . . ,  x,n^i  sont,  par  hypothèse,  des  fonctions 
rationnelles  de  la  racine  X]  si  donc  on  fait 

on  aura,  pour  les  valeurs  i,  2,...,m  —  ide l'indice  1, 

Enfin,  d'après  l'énoncé  du  théorème,  les  fonctions  9  et  5, 
sont  telles,  que  l'on  a 

0O,.r  =:GiGxj 
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il  en  résulte 

et,  en  conséquence,  on  peut  écrire, 

ce  qui  montre  quej^,  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines 

ar,    0x,    9'^,.  .  .  ,    G"-' a:. 

On   peut  conclure  de  là  (n°S19)  que  /i,  j't^. .  ".  J'm^i 
sont  exprimables  en  fonction  rationnelle  de  y. 

Soient  maintenant  Ijr  et  ^i^  deux  racines  quelconques 
de  Téqualion  (4)  autres  que  y,  on  pourra  poser  ^ 

(    J  =  F(x), 
(6)  ).^-=F(0,a;), 

{\,X=¥(Bjx), 

et  il  en  résultera 

À  F(.r)=F(e,..r), 

Or  X  étant  racine  d'une  équation  irréductible,  les  équa- 
tions précédentes  subsisteront  si  Ton  remplace  x  par  6jX 
dans  la  première,  et  par  6iX  dans  la  seconde  ;  on  aura 
donc 

X  ¥{Bjx)  =  ¥(BiBjx), 

l,¥{Bix)  =  ¥{BjB^œ), 
d'où 

puisque  6i9jX  =  ôj0iXé  Les  équations  (6)  permettent  de 
donner  à  la  formule  précédente  la  forme 

d'où  il  suit  que  Téquation  (4)  a  bien  la  même  propriété 
que  l'équation  (i)* 
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On  pourra  donc,  en  continuant  d'appliquer  le  même 
procédé,  ramener  la  résolution  de  Téqualion  proposée  à 
celle  de  plusieurs  équations  qui  seront  toutes  résolubles 
algébriquement,  et  dont  les  degrés  auront  pour  produit 
le  degré  jx  de  Téquàtion  (2). 

Corollaire.  —  Si V équation  f  [x)  =:  o  a  la  propriété 
contenue  dans  V énoncé  du  théorème  précédent,  et  que 
son  degré  a  étant  décomposé  en  facteurs  premiers^  on 

ait 

p.  p.         p, 


f*=^  ^  •••  C' 


iéz  ré:olution  de  f[x)  =  0  peut  être  ramenée  à  celle 
de  Pi  équations  du  degré  gj,  de  p^  équations  du  degré 
es, .  .  .^  de p^  équations  du  degré  e^,  et  toutes  ces  équa^ 

tiens  dont  les  coefficients  sont  rationnels,  sont  résolubles 
€ilgébriquement. 

Résolution  algébrique  des  équations  binômes» 
â30«  L'équation  binôme 

se  réduit  à 

(2)  a:'"-i— o, 

si  l'on  pose  z  =.  a:  y'A,  et  nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  V 
de  la  Section  I  que  la  recherche  des  racines  de  l'équa- 
tion (a),  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  composé,  se  ra- 
mène à  la  résolution  d'équations  binômes  de  degrés  pre- 
miers* 

Supposons  donc  que  Texposant  tn  soit  un  nombre  pre- 
mier ;  Téquation  (2)  admet  la  racine  i  j  et  en  supprimant 
cette  racine,  on  obtient  l'équation 

(3)  «^-'  -f-  a:*-'  -f-  x^~'  +  i .  .  -f-  /r'  -4-  iT  -f-  i  m  o^ 
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qui  est   irréductible,  ainsi  que  nous  Pavons  établi  aa 
11°  110. 

L'équation  (3)  appartient  à  la  classe  des  équations  que 
nous  avons  nommées  abéliennes,  et  ses  racines  peuvent 
en  conséquence  s'exprimer  par  des  fondions  algébriques 
dans  lesquelles  les  radicaux  ont  pour  indices  les  facteurs 
premiers  de  m — i.  Effectivement,  si  r  est  une  racine 
de  l'équation  (3),  cette  équation  aura  pour  racines 


on  a  d'ailleurs, 

r'^  =r  I, 

et  si  l'on  désigne  par  a  une  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  m,  les  puissances 

seront  respectivement  congrues,  suivant  le  module  /;?,  e 
abstraction  faite  de  l'ordre,  aux  nombres 

1,2,3,...,     m —  I  ; 

donc  les  racines  de  l'équation  (3)  peuvent  être  repré- 
sentées par 

(4)  ^  ''S   ^''\  ^-^....  /-'"-' 


•  »  '  > 


en  sorte  que  chacune  d'elles  s'obtient  en  élevant  la  précé- 
dente à  la  puissance  a  ;  et  la  même  chose  a  lieu  encore,  à 
cause  de 

si  l'on  range  en  cercle  ces  m  racines  et  que  l'on  considère 
successivement  chacune  d'elles  comme  étant  la  première. 
D'après  cela,  si  x  désigne  l'une  quelconque  des  ra- 
cines (4)5  et  que  l'on  fasse 
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les  m  —  1  racines  dont  il  s'agit  seront  représentées  par 

et  Von  aura 

G"'-'  X  =  x. 

C'est  sur  celte  propriété  que  Gauss  a  fondé  sa  méthode 
pour  la  résolution  de  l'équation  (3),  méthode  qu'Abel  a 
généralisée  ensuite  comme  nous  l'avons  expliqué. 

On  peut  appliquer  à  l'équation  (2)  la  méthode  du 
n**  520,  et  on  a  ainsi  l'expression  des  racines,  savoir  : 


m — I, —       m-^i'.—  m— t 


m 


dans  laquelle  t^j,  p'j,...,  y^„^_i  ne  contiennent  d'autres 
irrationnelles  que  les  racines  de  l'équation 


jjTO-i  __  j  ^ 


Mais  comme  m  —  i  est  un  nombre  composé,  on  obtiendra 
une  solution  plus  simple  en  faisant  usage  des  méthodes 
exposées  aux  n°*  523  et  525, 

Enfin  comme  l'équation  (3)  appartient  à  la  classe  des 
équations  réciproques,  on  peut  commencer  par  lui  appli- 
quer la  méthode  d'abaissement  qui  se  rapporte  à  ces  équa- 
tions ;  on  obtient  alors  une  équation  du  degré  • — ; —  dont 

toutes  les  racines  sont  réelles  et  qui  conserve  le  carac- 
tère d'équation  abélienne  5  c'est  ce  que  nous  allons  déve- 
lopper présentement. 

Résolution  algébrique  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre 
premier  de  parties  égales, 

531.  Le  problème  de  la  division  du  cercle  en  un  nom- 
bre m  quelconque  de  parties  égales  se  ramène  à  la  résolu- 
11.  34 
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tioii  de  l'équation  binôme 

(i)  s*"  —  I  =io; 

car,  si  l'on  fait 


2  7r 

—  —  «, 
m 


on  obtiendra  les  m  racines  de  Téquation  précédente^  en 
donnant  à  h  les  m  valeurs 

o ,   1 ,   2 ,  3 , . .  .  ,  [m  —  I ) 

dans  la  formule 

z  -=1  ces  ha  ^-  y —  i  sin  ka  ; 

on    connaîtra  donc  nos  ha   et  sxnha  lorsque  l 'équation 
binôme  (i)  sera  résolue  algébriquement. 

Si  m  est  un  nombre  impair  2/x  H-  i,  il  vient,  en  divi- 
sant l'équation  (i)  par  z  —  i,  et  en  posant  ensuite 

I 

z  H =  ^, 

z 

(2)  (i.-i)  (p-3)    „-.       (f.-3)(t.-4)    „_» 

\  1.2  1.2 

C'est  de  cette  équation  (2]  que  dépend  directement  la 
division  du  cercle  en  2(ji  -h  i  parties  égales.  Ses  /x  racines 
sont  représentées  par  la  formule 

?.  /•  TT  , 

.?.  z=z  2  COS  ' =:  2  COS/77. 

2p  +  1  '  . 

dans  laquelle  on  doit  donner  à  k  les  [l  valeurs 

I,  2,   o , . . . ,  ^, 

ou  des  valeurs  qui  ne  diffèrent  de  celles-là  que  par  ies 
mulliples  de  2^-j-  i. 
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tious  venons  de  rappeler  que  si  m  ou  2/Ji  -H  i  est  un 
nombre  composé,  la  résolution  de  Téquation  (i)  se  ra« 
mène  à  la  résolution  d'autres  équations  de  la  même  forme, 
et  qui  ont  pour  degrés  respectifs  les  nombres  premiers  oa 
les  puissances  de  nombres  premiers  qui  divisent  m.  Dès 
lors,  la  même  cbose  peut  se  dire  de  Téqualion  (x),  et  on 
peut  se  borner  à  considérer  le  cas  où  m.=  2|ul  + 1  est  un 
nombre  premier  ou  unepuissance'd'un  nombre  premier. 
Lorsque  m  est  premier,  la  division  de  la  circonférence 
en  m  parties  égales  exige  seulement  la  résolution  de  plu- 
sieurs équations  qui  ont  respectivement  pour  degrés  les 
facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux  dans  lesquels  se  dé- 
compose le  nombre  m  —  i .  Mais,  lorsque  m  est  une  puis- 
sance p'  d'un  nombre  premier  /?,  la  division  de  la  circon- 
férence en  m  parties  égales  exige  d'abord  la  division  en 
p  parties  égales,  et,  en  outre,  la  résolution  de  i  —  i  équa^ 
tiens  de  degré  p.  Chacune  de  ces  i  —  i  équations  de  de- 
gré p  est  résoluble  algébriquement  ]  cela  résulte  soît  de  la 
formule  de  Moîvre,  soit  des  considérations  développées 
dans  la  Section  I. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que,  quel  que  soit  (ly 
Féquation  (2)  appartient  à  la  classe  des  équations  dont 
nous  nous  sommes  occupé  au  n*^  529.  Car  si  Ton  fait 

Jc=:2cosa,      0  .r  izi  2  ces /a ,      0,  a:  =  2C0S/7, 

on  a  évidemment 

Gô,  .r  =  9,  ôo:  =:  2  cos  ija. 

il3â.  Supposons  2fji-Hi  premier,  et  soit  n  une  racine 
primitive  pour  ce  nombre  premier  -,  je  dis  que  les  11  racines 
de  Téquation  (2)  seront 

iÂ—\ 

(3)  2C09é?,    2C0S/ltf,    2  COSA^a,.  •  .  ,    2COSA'        a. 

34. 
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Il  est  évident  que  chacune  de  ces  [i  quantités  satisfait  à 
Féqualion  (2)5  il  suffit  donc  de  démontrer  qu*elles'sont 
toutes  distinctes.  Supposons,  s'il  est  possible,  que  deux 
de  ces  quantités  soient  égales,  et  que  Ton  ait 

2  cos  nPa=:  2  cos  n^a^ 

p  eiq  étant  <^  fx;  on  aura 

nP  a±  n9  a  =  2\n  ^ 

A  désignant  un  nombre  entier.  Mais  a  = ?  donc 

2  {X     I  ■   1 
2fA  -F  I 

est  un  nombre  entier  5  d'ailleurs  2/x4-i  est  un  nombre 
premier,  et  n  est  inférieur  à  2fx-f-i;  il  s'ensuit  que 
afjt-f-i  divise  l'un  des  deux  nombres  n^^f-hi  ou  n^^^f — i, 
par  conséquent  il  divise  le  produit 

nip-^9  —  I 

de  ces  deux  nombres  5  or  cela  est  impossible,  car  2p  —  2  g 
est  <^  2fx,  et  n  désigne  une  racine  primitive  de  2^  -f- 1. 
Donc  les  quantités  (3)  sont  bien  loutes  les  racines  de 
l'équation  (2). 

Si  maintenant  on  fait 

j:=:2cosflf,     0  X  =  2  cos  na, 
on  aura 

et  les  raciàes  de  l'équation  (2)  seront  représentées  par 

«La        V/  X  a         V/     X  «    •     t    .    ■        V  X  ■ 


on  a,  en  outre,  6^x=a:^  car  n  étant  une  racine  primitive 
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de  2 (Jt  -I-  I,  on  a  n^^ — i  (mod.  2/x  -4-1)5  enfin  Qx  est 
une  fonction  rationnelle  de  a:,  car  co&na  est  exprimable 
rationnellement  en  fonction  de  cosa.  On  voit  donc  que 
l'ëcjuation  (2)  est  comprise  dans  la  classe  des  équations 
abéliennes,  et  l'on  pourrai  la  résoudre  par^  les  méthodes 
que  nous  avons  exposées. 

Ici,  la  fonction  rationnelle  0  j:  a  pour  valeur(n°  1 09) 

1.2  1.2.0 

En  appliquant  à  l'équation  (2)  les  théorèmes  des  n°*  522 
et  523,  on  obtient  les  énoncés  suivants  : 

-  1°  A*  fx  =  mi  7712. .  •'w^>  on  peut  dmser  la  circonfé- 
rence entière  du  cercle  en  2fx  -f- 1  parties  égales  à  F  aide 
de  (ù  équations  des  degrés  mj,  ni^^.,.^m^  respectivement. 

Si  les  nombres  mj,  mj, . . . ,  772    sont  premiers  entre  eux^ 

les  coefficients  de  ces  équations  seront  des  nombres 
rationnels, 

7?  Si  [JL  =  2**^  on  pourra  diviser  la  circonférence  du 
cercle  en  2  fx  -4-  i  parties  égales^  à,  Vaide  de  co  racines 
carrées.  En  d^ autres  termes,  5/2fxH-i  est  un  nombre 

premier,  et  [1=  2",  on  pourra  diviser  la  circonférence 
du  cercle  en  2  fx  -f- 1  parties  égales,  avec  la  règle  et  le 
compas, 

3°  Pour  diviser  la  circonférence  du  cercle  en  2  fx  H-  i 
parties  égales,  il  suffit  de  diviser  la  circonférence  entière 
en  2^1  parties  égales^  de  diviser  un  arc,  qu  on  peut  con- 
struire ensuite  en  211  parties  égales,  et  d^ extraire  la 
racine  canée  d^une  seule  quantité, 

S33,  Le  dernier  théorème  est  du  à  Gauss.  Cet  illustre 
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géomètre  a  prouvé,  en  outre,  que  la  quantité  dont  il  faut 
extraire  la  racine  carrée  est  simplement  le  nombre  entier 
afx  + 1.  Voici  comment  Abel  le  démontre. 

Cette  quantité,  que  nous  désignerons  par  p,  est  (n**  S22) 
la  valeur  numérique  du  produit 

(«+a9j:+a2e2a:-h...4-a''*~'ô''"'jr)(.r+a'*"*Gjc4-a'*~'e*^-f-...+ae""'jr) 
OÙ 

a  =:  cos h  V  —  I  sm  —  • 

On  a  donc 

±p  =  ^\cosa  -+•  oLCOSna-h  oc^cosn^a  -4- . . . 4- a'*^*  cos«'*~  a) 
X  (cosaH-a^""' cos/?«-l-a''''*cos«'û!  4-...-4-acos/ï'*     a). 

En  développant  ce  produit,  on  obtient  un  résultat  de  la 
forme 

et  Ton  trouve  facilement 
tm  =  4  (c^s ^  ^0* /î""  «  -f-  cos  na  cos  «"*+'  /?  -4- . . .  -f-  cos  n^'  *~*  a  cos  n^    a 

4    1  U.—m  fi--nH-\  tt— I 

\^cos/r       «cos^H-cos«  «  cos /?« -f- . . . -4- cos  «       a  cos  rf*^^  a 

Au  moyen  de  la  formule 
cos  nP  a  cos  n^^P  a  =  -ces  {n'^'^P  a  -i-  nP  a)  -\ — cos  (n'^'^P  a  —  nPa), 

on  donnera  à  f,„  la  forme 

'cos(n''-hi)a-hcos{n"'-\-i)na-\-cos(n^-\-i)n^a-h .    . 


»flt 


[cos[n^-hï)a-hcos{n"'-\-i)na-\-cos{n'"-\-ï)n^fi-h .    .1 
-\-cos{n'"~hi)n^'^^a  J 

rcos(/2'" — i)a-hcos{n'" — i  )  na -^  cos  (rf"—!)/!^  a -h  .  . ."] 
L  +co$(/j'" — ij/i'      a  J 
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OU,  en  faisant 
ttn=  2.  cosa'  -f-  0 2  cos  a'  4-  6'  2  cos  a'  -4- ...  -I-  0*''"'  2  cos a 

-f-  2C0Srt"-f-  02  COS  û"  4- 0^2  COSfl"  -+- .  .  . -|- 0^~'  2C0Sfl''. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  m  ne  soit  pas  nul; 
2  cos  a'  et  2cosa^^  sont  des  racines  de  Téquation  (2), 
donc 

2  cos  û'  =z  0    .r      et      2  cos  a"  rr:  0*  jr . 

et  Ton  a,  en  conséquence, 

^^=1:  (0  X-+-0  "*"' j:  -f-...-f-  B^'^x  -hx  -h  0x-h...-h  0  "^  x) 

0a:-h0      JT -+-...-+- 0^     .r  H- j:+ 0:c-f-...-f- 0      ^j  , 
OU 

/«  =  2  (.r  -f-  0.r  -f-  0'ar  -4-  . .  .  -h  0'*^"**  x)  ; 

d'où  il  résulte  que  t^  est  double  de  la  somme  des  racines 
de  Téquation  (2),  laquelle  est  égale  à  —  15  on  a  donc 

/;„    —     —    2. 

Supposons  maintenant  m  =  o,  on  aura 

tg=2  (cOS2Û!-t-  cos  2 /?Û!  4- cos  2/2' «4-... -4- cos  2  «         a)  -h  2  pi. 

Or  2  cos  2a  est  racine  de  Téquation  (2)  ;  donc,  en  faisant 


.0" 


2C0S2/X  ==  0    JT, 

on  aura 

/«rz:  (0^jr-f-0^'^^J:4-...4-0^'"'x-f-.r4-0:c4-...4-0  ~'ar)H-2u, 

et,  par  conséquent, 

^0  nr:  2  |X  —  I . 

D'après  cela,  la  valeur  de  iti  p  sera 

±p  =  2fA  —  I  —  2(a-f-a'-h...-4-a       ), 
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D'ailleurs 

a  +  a^  -f- .  . .  4-  a        =z  —  i , 
donc 

itp  =  2p  -f-  I. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Dwision  de  la  circonférence  en  dîx^sept  parties  égales, 

534.  Si  l'on  fait  afx  -|-  i  =  17  ou  /ui  =  8,  l'équation  (a) 
du  numéro  précédent  devient 

(i)     a?'-f-^'  —  7^"  —  6x*-4-i5a:*  —  I  (yx^  —  i  o  .r'  —  4  -^  "^  '  =  o> 

et  ses  racines,  comprises  dans  la  formule 

a?  zzz  2  ces > 

peuvent  être  représentées  par 

(2)  Xy  Ôx,  0'^,  0'a,-,  ô*jr,  6^x,  0«j:,  G'j:. 

La  plus  petite  racine  primitive  de  17  est  3  (n°  316), 
et  les  résidus  par  rapport  à  17  des  puissances 

QO       21       QJ       Q3       Ql       Q5       QS       O7 
<J^     *-'9     *^9  J     ^9     ^9     *^)     ^9 

sont 

I,    3,   9,    10,  i3,  5,    i5,  11; 

si  donc  on  pose,  pour  abréger, 

27t 

a  z=:  — , 
17 
les  quantités  (2)  seront 

2C0SA,  2cos3«,     2cosg^,        2cosioa, 

2cosi3/z,      2  ces 5a,      2cosi5âr,     2  ces  1 1  ^  ; 

ou,  à  cause  de  cos  (17  —  m)  a  =  cosa, 

2cosâr9        2cos3rt,      2  COS  8a,      2cos7«, 

2  008  4^9       2C0s5n,        2  cos  2a,       2  COS  6a. 
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Pour  appliquer  la  métliode  générale,  il  faut  commencer 
par  calculer  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  j^ des 
quantités 

icosa^     2cos8a,      zoos^Oj     2cos2a. 

Posons  donc 

j  =11 2  cos a -h- 2 cos8 a -h  2.  cos^a -{- icos  2a 'j     , 

y  dépendra  d'une  équation  du  deuxième  degré,  dont  les 
deux  racines  seront 

(3)  ^r  =  îxcosfl -h  2cos8« -f- 2  cos4^  H- 2  cosaa, 

(4)  /i  =;  2Cos3«  H- 200570 -f- 2  cosSrt  +  2cos6âr. 

Cette  équation  s'obtient  bien  facilement; car  on  a  d'abord, 
par  l'équation  (i), 

(5)  j+r,=r  —  I  ; 

ensuite,  en  multipliant  j-  par  j^i,  transformant  les  pro- 
duits de  cosinus  en  sommes  à  Taide  des  formules  connues, 
et  ayant  égard  à  l'équation  identique 

ces  (17  —  m)  a  =:  ces  ma , 
on  trouve 

^^,  =  4(2C0Sû  -h2C0S2«  -\-  2COS3âr  -f-  2COs4« 

-f-  2  cosSa  -f-  2cos6a  -4-  2  ces  70-f-  2cos8«), 
et,  à  cause  de  Téquation  (i), 

(6)  rr.  =  —  4- 

L'équation  en  y  sera  donc 

(7)  j'-^-r  — 4  =  o> 

et  Ton  peut  considérer  comme  connues  ses  deux  racines 

y  et  Ji. 

Maintenant  les  quantités 

2C0Sa,       2C0s8r?,       2COs4Aj       2C0S2âr, 
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sont  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  y^  et  sur 
laquelle  nous  allons  raisonner  comme  nous  Tavons  fait 
sur  la  proposée.  Il  faut,  conformément  à  la  méthode 
générale,  chercher  d'abord  une  fonction  rationnelle  et 
symétrique  z  des  quantités 

2  cosflr,     2  cos4^. 

Posons  donc 

z  =z  2  ces  a  -\-  1  ces  4«  > 

Téquation  en  z  sera  du  deuxième  degré,  et  elle  aura  pour 
racines 

(8)  Z=r2C0Srt -+- 2C08  4«» 

(g)  2,  =  2  cos8« -t- 2  C0S2a. 

On  a  d'abord 

(lO)  2-+-Z,=J, 

et  en  multipliant  z  par  z^^  on  trouve,  après  avoir  rem- 
placé les  produits  de  cosinus  par  des  sommes, 

zZi  =  [t.  cosa  -h-  2COS2Û  -+-  2  ces 3 a  -f-  2cos4^' 

-4-  2cos5rt  -f-  2cos6«  t1-  2  ces  7  «  -+-  2  cosSfl), 

ou,  puisque  la  somme  des  racines  de  l'équation  (i) 
est  —  1 , 

(il)  zz,  ==—i; 

l'équation  en  z  sera  donc 

(12)  z^ — yz — 1  =  0. 

Enfin    il    ne    reste   plus   qu'a  former  l'équation  du 
deuxième  degré  dont  les  racines  sont 

2COS^7,        2C0S4^9 

et  dont  les  coefficients  peuvent  s'exprimer  en  fonction  ra- 
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Uonnelle  dey  et  de  z.  Mais  on  peut  simplifier  ici  Tappli- 
catîon  de  la  méthode  générale. 

Considérons  Téquation  du  quatrième  degré)  dont  les 
racines 

2cos3ay     20057^,     acosSa,  2cos6/i 

ont  pour  somme  j^i,  et  opérons  comme  nous  l'avons  fait  à 
regard  de  Téquation  qui  a  pour  racines  les  quantités  dont 
la  somme  est  y.  On  formera  une  équation  du  deuxième 
degré  ayant  pour  racines 

•(l3)  «  =:  2C0S3« -f-  2C0s5a, 

(l4)  «1  1=:  2COS7Û  -fr  2COS6ûf, 

et,  en  opérant  comme  précédemment,  on  trouvera 

(i5)  «-4-a,  z=^,, 

(16)  uui  =z  —  i; 

cette  équation  en  u  sera  donc 

(17)  ^tt^— j.a  — 1  =  0, 

en  sorte  que  les  quantités  u  et  Ui  sont  connues  ainsi  que 
z  eiZx. 

Cela  posé,  faisons 

(18)  X  z=z  2COS«, 

(19)  jr,  =rz  2  C0s4^> 

on  aui^a  d*abord 

(20)  a:-4-^,  =:z, 

et  ensuite 

xxx  =  ^co%aco^^a^=i  2  cos3fl  -f-  2cos5rt 
ou 

(21)  .7?A*,  =  w; 

X  et  X\  seront  donc  racines  de  l'équation 
(aa)  :r'  —  z;t -f- «  =  p. 
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La  résolulïoa  de  l'équation  (i)  est  ainsi  ramenée  h  celle 
des  équations  du  deuxième  degré  (7),  (la),  (17)  et  (as); 
le  problème  est  donc  résolu.  ]Vous  allons  chercher  maÎD- 
tenant  à  déduire  de  l'analyse  précédente  une  cons traction 
géométrique,  pour  erïectuer  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  dix-sept  parties  égales. 


Construction  gèomé nique. 

535,  Quand  on  se  propose,  dans  la  géométrie  élémen- 
taire, d'inscrire  dans  un  cercle  les  polygones  réguliers  de 
trois  et  de  cinq  côtés,  on  commence  par  inscrire  ceux  de 
six  et  de  dix  côtés.  De  même,  nous  commencerons  ici  par  < 
inscrire  le  polygone  régulier  de  trente-quatre  côtés,  celui 
de  dix-sept  côtés  s'en  déduira  immédiatement. 

Soit  une  de  mi- circonférence  partagée  en  dîx-sept  par- 
ties égales  aux  points 

a,  b,  c,  d,  e,  /,  g,  A,  i,  J,  A,  l,  m,  n,  o,  p,  q,  r; 
la  corde  ab  sera  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de 


trente-quatre  côtés,  et  les  cordes  ad,  af,  ah,  aj;  al,  an, 
ap,  diagonales  de  ce  polygone,  seront  les  côtés  des  poly- 
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gones  régalièrs  étoiles  de  trente-quatre  côtés  que. Ton 
peut  inscrire  dans  la  circonférence. 

En  prenant  le  rayon  pour  unité  et  en  faisant,  comme 
précédemment, 


27r 

a  =: 9 

17 


on  aura 


ab  =  nsin  -^  =4-2 cos^a, 

.     on  w 

ad=  9.sin  7rr  ^^  —  2coso«, 
•  04 

qf  =isin  TTT  =  H-  2C0SÛ/Î, 
04 

ah  =  2  sin  —"  =  —  2  cos6a, 
34 

QTT 
Û7  z=  2  Sin    §7-  1=  -4-  2  C0S2a  . 
34 

fl/  =  2  sm  -5^  =  —  2  COS7  a , 
c54 

.    iStt 
«72 1=  2  sm  -57-  1=  -+-  2  cosflr , 
J4 

ap  =  2  Sm-:r-7-  =:  —  2  COSbâT. 

34 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédent j 
les  équations  (  3  )  et  (  4  )  nous  donnent 

y  z=an  —  ap  -haO  -h  aj^ 
Xi=^af —  al  —  ad  —  ah. 

On  voit  que  j^i  est  négatif,  car  af  est  <[  al]  par  suite, 
y  est  positif,  puisque jyi  =  —  i .  Faisant  donc/i  =  — y\ 
les  équations  (5)  et  (6)  deviennent 
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Les  équations  (8)  et  (9)  nous  donnent 

z=  an  -h  abf 
Zi  =  —  rrp  -h  fJj'y 

Zi  est  négatif,  car  ap  est  >û/,  et  ztsl  positif.  Les  équa- 
tions (10)  et  (11)  deviennent,  en  faisant  Zi  =.  —  z\ 

**  -    J  , 

Zî'zzr  I. 

Pareillement,  les  équations  (i3)  et  (i4)  donnent 

u  =  af —  aà^ 
«i  =  —  al  —  ah  \ 

Ml  est  donc  négatif,  et  u  positif.  Faisant  u^-^  —  u! ^  on 
aura,  parles  équations  (i5)  et  (16), 

uu'  =  I  ; 
enfin  les  équations  (18)  et  (19)  donnent 

Xx^=^  ah  y 

en  sorte  que  x  et  Xi  sont  positifs,  et  les  équations  (30) 
et  (21)  conservent  leur  forme 

X  -h  a:,  =  i, 

Le  côté  de  notre  polygone  de  trente-quatre  côtés  est  0*1, 
et,  pour  le  construire^  on  voit  qu'il  suffit, 

1°  De  construire  deux  lignes  y  et  y'  telles,  que 

2**  De  construire  quatre  lignes  z,  z\  a,  xi  telles  ^  que 
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3°  De  construire  deux  lignes  x  et  Xi  telles,  que 


X  -h  Xi 


XXi  =  u. 


CoMSTRUGTiOlf.  —  i"  En  un  point  O  d'une  ligne  indé- 


finie UV,  élevons  une  perpendiculaire  OA  égale  au  rayon 

du  cercle,  c'est-à-dire  égale  à  Tunité.  Prenons  0C=  7, 

puis,  du  point  C  comme  centre,  avec  CA  pour  rayon, 
décrivons  un  cercle  qui  coupe  en  B  et  D  la  ligne  UV5  on 

aura 

I         î 


2  2 


car 


—  2  — ^ 


2OD  — 20B=r40Ci=  I     et     20DX20Bz=40A  =p 

2**  Joignons  AB,  cl  du  point  B  comme  centre,  avec  OB 
pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui  coupe  en  M 


car  / 

AM  —  AP  =  PM  z^a'Oetri^    W^^mikP^î^èÊ  f?' 

Joignons  pareillement  AD,  et  du  poitît  D  comme  centre, 
avec  OD  pour  rayon,  décrivons  une  circonfôfeWce  qui 
coupe  en  N  et  Q  la  ligne  AP  prolongée,  on  aura 

car 

AQ  — AN  =  NQ=r?OD=:j'     et    AN.AQ  =  aÔ'  =  i.       ' 

3°  Rabattons  AO  en  AE  sur  le  prolongeii^çf^t,  dp,  AD, 
décrivons  sur  NE^  comme  di^ajnè^^^^^^^^  ftW.Sftppe 

AB  en  F  •>  du  point  JFj  comnbe  «entre  j  afveq  Al  é=z  J^oùr    , 

,  rayon,  décrivons  un  cercle  qui  coupe  AD  fen  G  •,  éi\  enfin, 
du  point  G  comme  centre,  j avec  ce  mèraerayoo,  décri- 
vons un  cercle  qui  cpupe  AJ^  ^n.Ç.  et.Hi,on  aufia 


(< . . I      j  '  ■ .  <  ♦*  * 


^.  =  AK,     xzzrAH;  "^**^' 

.,  car.   ■      i    '  .  ■  >■   "j  (  ^ 

AK  +  AU  =:  2GF  —  2AL:=  AM  ip:  s  •     , 

et 

AK.  AH  ^  Af'  =  AN.  AE  zz:  AN.  AO  =  u. 


I  •  1 1 


Le cptédupolygppe  r^uli^r-detreQte-'géatDe  eôtés^insc^t 
dans  le  cercle  dont,  ^q  jj^ayon;  esjt  OA<^estdonc<iégal  à  AK. 


XP  ^  I 


Sur  une  propriété  remarquabl^de  Ui  fonction  

p  étant  un  nombfè  premiô/\ 

536.  Soit  p  un  nombre  premier  autre  qne  a,  et  posons 

X  —  1 


<  A 
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Désignons  par  a  une  racine  primitive  pour  le  nombre 
premier  p^  et  par  r  une  racine  de  Féquation 

(i)  X=:o; 

Les  raeines  de  Téquation  (i)  seront 

et  Ton  aura  n 

itP-^^i     (mod.  z')     et     r'^^^zrrr. 

Si  l'on  fait 

j,  =  r«'-+-  r«*  -*-  /^*  -t-  . . .  -4-  r«'^S 
^-a  =  r«  -+-  r«'  -f-  r«*  -f-  . . .  -I-  r"^""*! 

les  quantités  j^i  et^t  (n^  523)  seront  les  racines  d*une 
4q[uati<m  du  deuxième  degré  à  coefficients  commensu- 
rifles,  et  Féquation  (i)  se  décomposera  en  deux  autres, 

• 

chacune  du  degré  ^ »  et  dont  les  coefficients  seront 

des  fonctions  rationnelles  àey^  ou  de^s*  Nous  nous  pro- 
posons ici  d'étudier  les  détails  de  la  décomposition  dont 
il  s'agit. 

Occupons- nous,  en  premier  lieu,  de  former  Féquation 
en  j",  qui  a  pour  racines  j^^  etj^j.  On  a  d'abord 

car  yi  +ys  exprime  la  somme  de  toutes  les  racines  de 
réquâtion  (i).  Ensuite,  comme  les  fonctions  symétriques 
àeji  et  de^s  ne  changent  pas,  quand  on  change  r  en  ;**, 


ou  en  r'*  ,  ou  etc.,  on  a 


•  I     -  ■  ■ 

s'étendant  à  toutes  les  racines  x  de  Tëqua- 

tion  (i). 

n.  35 


\i 
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le  signe  ^  s'étendant  ic^  à  lome^l^  valeurs  i,  a,  3,. .  .^ 
^- des  entiers  m  et  tz;  si  donc  on  désigne  f^riS^fi^-jj^ 


somme  dœ  puissances  ff/^"*"'  des  Racines  de  l'^uation  (1). 
on  aura    |       ..      /        '  "  r'^  )  \      '  *      A;  '      ,   - 


•  '  »  • 


le  signe  \*  s'étend  à  toulîes le* valeurs  i,  2,  3, . . . , 

des  entiers  171  et  n,  et  il  embrasse,  en  <^oi^^gi^ç^j| 
I  ^- —  I  termes.  €pmme  a  est  une  racine  primitive  de  p, 
on  a  '  ' 


et  il  ne  saurait  y  avoir  aucune  puissance  de  a  d*un  degré 


/?  — I 


inférieur  à cm^grtte^  k  —  i  suivant  le  module  f(.. 

D'après  cela,  si  p. est  de  la  foçme  4i  -f- 1?  la  somme 

*     '      '     ^  -  "'    'î  •'   niofjr  f  /in    (ir.iîj  .jj>î|'î  ^f^o  ^-Vrijr  fl 


a^m  _|_  ^ 


/?  —  I 


»e  sera  divisible  par  pquepp«ries.2Î  =  C systèmes 

suivants  de  valeurs  simultanées  de  m  et  n  : 

m=iy  1,         3>»->  '*>     I  4- I,  « -f- 2, . . .,  2/,' 

«  =  I  -f- 1,  I  -f-i»,  I -+-^.. .  .^  2/,  ji,     ^ ,  \2,   . .,  i; 

si  p  est;  de  la  forme,  4^-4- 3,  aucune  dea  valeurs  que 
prend  la  somme 

n'est  divisible  par  p^ 
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La  somme  S  (fi)  est  égale  à  p  —  lou  h  —  i  (n*^  lOo) 
suivant  que  jx  est  divisible  ou  non  divisible"  par  p*,  donc, 
si  p  a  la  forme  4i^  <  9  ^^  quantité*  '  ' 


I  .      I        !• 


•  ■■i[^'.',;io-[(k^)'-(a:^)]V„  „: 

si,  au  contraire,  p  a  la  Ificfrmè  4<  ^  3,  la  même  quantité 
sera  égale  à         -  ^ 


Z'T» 


(3)  ^;+^î  =  -^^t'^     • 


'<  ' 


Des  équations  (2)  ef.  (3)'^  on>tire 

D  après  cela,  1  équation  qui  a  pour  racines j^i  et  y^  est 

\  ^ 

(5)  '7'-*-7H \        '   —  o> 

ou 

•  •  '  .  .  .  .  .  < 

EzL 

■  *       ■'        >        .       '  -  il 

537.  Considérons  maintenant  Téquation  qui  f,  pàur 


p  —  I  • 

racines  les racines  de  l'équation  (i)  dont  yi  dé- 

2 


>flnL  tv  1.0  .tildrJoLbë'ni  )<'0  (i)  m.axiixpVI  owpeii/q 
(6)     X,=ar  »  —  j,:r  »^3,   -l-.A,«  \      4x..-,yl-Aix  »        -+-...=o 

cette  équation.  Lfes(fioeflBcîents*'Àj,  !&8)  ^^c.,  peuvent  s'ex- 
primer par  des  foncj^ions  i:^tj[^OQp^lles^^e  j^i^'^et  Ion  peut 
supposer  ces  fonctions  linéaires  (n**  182),  puisque  j-*  est 

rtkyïëAWié^këk  âti'a^uiièing'HÂ  %'AsH^8%^ 

ficient  AVaura  la  forme     ^^'"'^^"^  ^^  BiETnoiq  ,k  sh  iusIb/ 

77/]^  et  rii  etanudes  nombres  rationnels,  et  il  est  tacu&ae 
prouver  q^e  ces,nom)>res  sont  entiers.  En  effet  .A'^^  est, 

c*M^H^{  l--\^  /î'î,  aii»&  geif  ?oAlWs  4ft?i?n^^pu?s'-' 
sa^oçe^f/U^/ Jtoi5«)iue^  U^pedail!  i'Ku^iué  oiji-  kl'-^fck 
des  racines  de  1  équation  (ij.  Un  a  donc  nnob  r»  «o 


A*  =:  ao  +  a, 


«  .^^ 


jt2_r«  -4-  a«  r^^  -f- . .  .  -f-  «j^i  r 


a/'-a 


^09  ^1)  etc.,  étant  des  nombres  entiers.  Cette  valeur  de  A| 

Oirwi'JJ   yiJi^  t)l;  ^è^  1)  lA  8Jii^r)fiV)ûo  esl  «noiBqrnoD 
ne  changera  pas  »  1  on  change  r  en  r 'T^  et,  pstr  smle,  m 
jbI>i  ri  u  nu  ,  ,/■  «nr,b  .«î'xmnJ/o  ^/ih  ?AnBi?Ah  JrDmolBSd 
aura  . 

>)fJiiAaii>  jù.I     A  jr»  A  8  )jibnl  aol  tniiu  — r — ^  ;::=  ^A  4-  A  rioiJ 
Ai  =  aj  -f-  a,  r"   4-  aj  r»   4-  aj  r«  4-  a^  r«^ ...  4-  a^-,  r«. 

jnimo?.  cl  jf)  /\  'jb  ^'^^fiBaaruq  '^b  srnmOfi  sniiM?**  jA *(!-«-) 

que  cela  n'aîfe.p^^l4§jti^,svl'|P»=^^  i^^I^^S  .^ifcttîfi 
de  Ait  et  qu'on  rabaissa  les  exposantsde  r  au-dessous  de  ;?, 

en  faisant  usage  de  Fequatibri  f^  =\^on  aura  une  équa- 
tion du  degré  p  —  i  eri'^^qub  sei^â  ^^Memment  satisfaite 
pâi^  r  =  I  ;  ouipourra  enlever  cett^  racine  i,  et  alors  on, 
voit  que/! sera ^ne  racftie  d  une  equanon  au  aegre  p  — a 


à  coefficients  commensurables,  ce  '<^  êiJl''Jâij^âfil49 

puisque  réquation  (i)  est  irréductible.  On  a  donc 

»   — î  —    ' 

•  •  *  ^  v^-    a,  rn:  as  —  aj  =r  ;v .  —  a^— i» 

et,  par  s^ite,^        .      ,, 

iux^l  nu  l  Jîi  . .  (  ''A*~  i^4!-'*i'V  4^'a'V'V  *'  '  *''   ""^    '"*"  '  '''^ 

▼aleur  de  A,  prendra  la  forme      .^..,„„  , j  ^  ,„,    ,   ,„  ,  ,,, 

où  ^,ct.  fi  désignent  des  pombres  entiers  positifs  ot^  né- 
gatiis..        ..Il 

lie  produit    des  racines   de    1  équation  (o) ,   savoir 

^<M»+„U>-»eSt^|àil/  i'èn  lixcé^ttWty  câiae/^'ii  3'; 
«-*^rtq'?.n4F«»»i  .Wff..?;W  JfrWft'Mî^.  ^«  V^  Texpos^n* 
^ -fM ».  iV*44- i^r% bkd .tis.j^    ^'f'estî *di viable  par  p\ 


•#    a  •       , 

on  a  donc  ^ 

.  /      »  b  (  1  '  •  I  »    ''    •  I     ■   )     ••  •  '  M  '  1 1  •  ''  ■  »  1  { t   I  •  H I       I J  •   ,    r  •   :  • 

Comparons  les  coefficients  Â»  et  A»  de  deux  termes 
également  distants  des  extrêmes,  dans  Xj  :  on  a  la  rela- 

tion  A  4-  À'  =       ,     entre  les  indices  /c  et  V.  La  quantité 

'  (— i)*  Al  est  une  somme  de  puissances  de  r,  et  la  somme 
dèè^inVe^'dei  métties  puissalhcek  e^  é^le  à*i[-^i)^Ai^; 
erfi^léf  jj^t^ttft'deitlMtes  leaf-j^ari^^  de 'r^juatioib*  l[6)  est 
égtflli^'.  €ël^'pé^,Él>t:£'4f-FiVleÂ' suites '«    *     »•    *^' 

/**      A""     •  .  .       /***^~  >  I      1 

,«    I     *'10'î,         I        J        I     i  •il  I    ••/    llll'     ..       \\       1     |r1-.     ...  *       -M 

restent  les  mèoies  quand  on  cnançe  r  en  -;  donc  on  a^ 
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dans  ce  cas,  >         .  / ,,         ,        ^t  ^  ,    , 

Al'  =  Aa  =  /Wit  H-  /ii^i . 

Si  p  =  4' H- 3,  les  suites 

'  ,  >   ^    »  •  •  •  »    '  > 


se  changent  l'unq  ^r.  j;.aulre  fliî^i^^.,^Pj,j;h^nj|e^r  e^^ 

d'ailleurs  h  et  AVsont  de  parités  différentes  ;  donc  l'équa- 
tion 

'  ^  ■*        ,         '•        •  »     (      /   "•   L.^'M  . ./,     .     .  fil .' 
Il  résulte  de  là  que  le  ffolynôme  Xi  peut  se  mettre  sous 

la  forme  suivante,  ,,        >^       ^ 

P  et  Q  étant  des  polynômes  à  coemcients  entiers  qui  ont 

*      .1-.-    »..  ...    ,     «> 

^^Q  est  tte'polyiiômedivisibléipar.a;.di9#f  ;Iequ^ljles  ^er^es 
également  distants  des  extrêine9  d^t^t  égf^RX^^^  4l^  pfi^jo^g^i- 


la  fonction  2  P  —  Q  a  cette  prGf][]fHëtej'^^e4ë^kM^iieDts 
des  termes  également  dKstai|ts  dç^  extrêmes  sont  égaux  et 

de  signiez  éoMfàirieÀ;  finëffeb^  lefifiçoeffici^nUtiderorir^ 
et  de  X*  dans  la  fonction  aP —  Q  sont  alors       i^mt,  lu^ 

2/w|  —  ru    et    nk — 2/w|. 
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Pour  obtenir  les  valeurs  aes  coâEciÀits  At,  A^^  étb.^ 
de  Xi,  soit  1  l'un  des  nombres  **"  ^  •  *    '^'^^^ 

I,  2,  3 ,  (y?  — i), 

€t  A  un  exposant  entier,  tel  que 


fl*=\     (mod./?); 

t  ^       ;         .    .  ,         A      ,     '-(        _ 

Résignons  enfin  par  S^^  la  somme  des  puissances  X'^""'  des 
'iacïnè8'aé1'^u!iîî<fo'3f',b:^d,%iiibt-a'''''''  ""^' ■  ?     ' 

Ji'»rj 
d'où  il  suit  que  S^  se*Éa*>egal*yi  sî  h  est  pair,  c'est-à-dîrc 

si  X  est  résidg  quadratique  de^p.  Au  contraire ^'^9j|ëèra 

égal  kjr^  ou  à  —  i  — j\  si  h  est  impair,  c'est-à-dire  si  X  est 
non-résidu  quadratique  de  ;?.  Connâl^àbt  irihiii  les^oiiiÉies 
de  puissances  seii4]|labl€^$4es.r^çi»es,4^  l'équation  (6),  on 
calculera  les  coefHcients  Aj.  A» ,  elc,  au  moyen  des  for- 

Si  — Xt  =  0,  fjlnjL>/iiï>  ■»(frio'}  ..l 

S,-7,&.a-aAl  =  o? 

C  •       ••       •       «••••>       ■•••••  •  •  •  •   •  •  * 

,0JÎIiO    .,:i         -^'^1'^     '       V^    ^n,J-     :,n.      .  V*  KM,.- M  .. ,  VA 

.Un  pourra  exprimer  %insi  Ai  par  urie  fonction  entière 
^^jSé'^JTi  ii^Vlih*^T^éta>  eff^sipàléitétié  fbnQli<Jn*,li«é^«  )au 
•^lîl8y*ëii*èré<îUàabil' (6  ).'••«....  >  ^>l. .ru:  !.'■!. tM -...;.  '. 

oh  j.$384;  V'9ftf^5$^qV^  çpi^j^^f^pnjde  dévelojpjier  conduit 
,£à  Uf^  thé^r^iinp<^fi(ipt(que  ^^^^  ufemionyier. 


<-  't 


qu».  nboMfttvùvA^  trouvée  plm  h«i»  î  iBR  .içljfiflgçani;  g^/^  e^jy^»? 
on  aura      ''ï'*!^  i  i.     <;•       '!  .  n  ,,   m,  ,=  •  ;  .,i.  .        <.   ^ 


.\  < 


%5  ^Hffi  rfït'ÀwtepiïL  svHmmtau 

on  a  d'ailleurs  X=Xi!^,^40|)(^  .i.,u  ^>|  feioloiLonsmls 
ou,  à  cause  de         ^       ^  » 

I  »  \  <T  ^  Y  .     . 

^ — ' 

i'.  hA  »i    r>/A)on    ;]i  duua'J^  «îuon  *jup  lbJTu«:Sà  «il  iiiiu3. 
Ef  d'après  les  remarques  faites  ipréôédenuuent.  mit  neuL 
>énoncer  ce  théorème  :  ^      i       s 


tt  X  désignant  le  polynôme  ^  j 

;glP'~'^  — f-  xP^~'^  -4-  -4-  X  -4-  I* 

^''^''^  .ia£fiiK 

4X=Y^-,iZ»    si    p  =  /^i^i, 

4X=z:Y»-+-/>Z»    si    p  =  ^i^Z.  ^ 

Z  e5f^  €2a/z5 fc5  deudS" cas,  un  polynôme  du  degré- 

à  coeJ^^tàêAmr^'^'âkm'ieli'iièSHè)?  fe?fm  ^ISfiM' 
distants  des  extrêmes  ont  le  même  coefficient^  Y  est  un 

termes  egaiement^istants  des  extrêmes  ont  des  coep^ 
cients  égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux  et .  de  signes 


^t. 


Le  nombre  3  échappe  à  notice  analyse,  ainsi  que  nom 
en  aVbùS'râîïf  Wi  hdfat  IJ^  iWÙWi»^d:^I?eqaàlîWPî  ^^'""^ 


'  ^  ♦*  jij  »  '  ■ 


4'(«^rHx  +iyiîéiplvbz»^^r"*-^  ^^^^'p  *"*  »*'' 


admet  toutefois  les  trois  élAôtfoiié  >^  ^^  ^  «liJjilifi  b  t  ^k- 

« 

Y=:x — I,      Z=i:ar-t-i: 

mais  les  polynômes  ¥-et  Z  rélâlifa  fc  Tune  tqueléonque  de 
ces  trois  solutions  ne  satisfont  pas  à  toutes  les  conditions 
indiquées  dansTénoiicé  du  tbéorèn^^^      y  > 

Enfin  le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  relative- 

liMilfi  i^ia^SlSëètorî i-i  peut  s  étendre  a,  la  foÂction. 


iltipliant  ensuite  par  jr^"^* 


changeant  x  en  -9  et  en  mul 

On  peut  évidemment,  d'après  cela,  énoncer  le  théorème 
snivant  : 

Xe  nombre  p  étant  premier,  on  peut  satisfaire  ^^ 
réquation       ^        .  v  /       v  n 

ÇMi  5e  rapporte  à  V équation ,- =^  o. 

339.  Soi^  «»».%,  P/Éf^im?%^,,B9f4a,HS%WSWÇ-. 

des  racines  de  Téquation =  o,  et  a  une  racine  prî- 

»kOrt  'UJp  Adflll»  .V/lf.»f«    '^fîTll^^     WJijeffv;    r  •M'ÎMMit     »[ 

mîlîve  pqRrJp^pKjppÇfiWWKf  m¥^}Sf^nP»i(fl^W^j 
racine  quelconque;^  ^e^r^uatipjpL  x^r^i^  )  jr=  ^»  °ous  po- 


^ 


serons  *,    0      , 


o 


€1  nou§  allons  ^pç^^f^r,^e^ljldç5çpp^,ep,  511^^1}^  j^ 

On.  a  ';î  .>  n  J-  Ii^m  iiTI-ïm  >  m*  î?ni7 

et,  par  conséqueikC^  -^   .    .   ,<e  ,1  ^o 

Pour  évaluer 'cétiesotntBte  tlôuble^ je  nfeun^iien-éti- 
dence  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a,  et  j'in- 
îroduîraràcet'iîlJèa  ^^  .mi£...mmi.J 

'Alirs/ie^o^fecWnt'aei'ser;'-''*  •^'  ^  ''•  """'r  "' 

""  '    ■  "'"     •    -".,1     »  r;»   •).,  i.i  ,    .,'      »n».i,    .r>.i<.,    H.,|      \  jl^ 

le  signe  "V  s'étendant  aux  je?  —  i  valeurs  de  k     ^^  ,j    ; 


Or,  on  peut  écrire  ...  .  .  •>  ..,.,,'  »'*lt   ♦.   M?(f.)rft'.l.  î  11, -j. 
sîdonfconn'apas-  ,       ,  ,^  ,,     1,.,    ^      ...,;,} 


i5*est-à-^re 


rexpression  a*  (a'  -f-  i)  donnera  pour  les  diverses  valeurs 
de*,  ei'allst'!^ycti6ii'¥àMé'dtis  miihl^le^âé;^,  Ik  série  des 
nombres  , 

Ainsi  le  coefficient  de  af  sera  < 


X  rf.  a:'  Hf .  ". .  -f-^~*     ou  bien     —  i , 


et  cette  conclusion  aura  tijeu  pour  toutes  les  valeurs 

O,    ï,    2|.,.,   p  —  2ï^i  »ii,.M^,('o-.   liui 

de  i,  en  excébVàntliff  s^l  ca'^Z  =:^-  ^  )  i  L^  ifomme  double 

que  nous  avons  à  évaluer  sera  donc  composée  du  produit 
*âis»-*^ii|)at  >la  sfi^ihâfdfes  dîy^i^^^Sipuiss^p/lçs^  ^e^^^,/  sauf 

la  puissance  a  »  ,  et^pp^Qji:|jpe^  du  g^oijped^^  cor- 
respondant à  la  valei^r  /qp^ •  Lorsque  /= 1 

Texposant  de  x  est  congru  à  zéro  pour  .toutes  les  valeurs 
de  h\  par  conséquent,  le  groupe  que  nous  considérons 

sera  composé  de  (p  —  i)  fois  «Uk  racine  a  ^  .  Réunissant 
ces  deux  parties  de  la  somme  double,  on  trouve  pour 
résultat         *''    '' ''^'  '  '       '   ^^'^   '"      '  •>  »  -  ^  " 


p-i  p-\        /»-i 


• 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé.    4i        >    .  ti 

540.  Nous  allpns  m^aii^ tenant  établir  une  seconde  pro- 
position qui  consiste  en  ce  que  si  m  et  /i  sont  deux  iiom- 
bres  entiers  quelconques,  mais  non  liés  par  la  relation 

•  -'m^'i^d*  (raod.;>), 


multipliée  par  un  polynôme  en  a,  dont  le&^%)$6fllciâitt 
sont  des  nombres  e^c^i"AinM~ën^^ghant  par  ^  (a)  ce 
polynôme^  on  aura  l'égalité  ^j-,^^  ni^c  )dl^K»i  n 

.F{a«)F{a»)=3F»'+«)4,(«). 

En  effet,  on  a 

donc  ,       \ 

et  c'est  la  somme  double  du  second  membre  qu'il  s^agit 
d'évaluer  sous  la  forniè  annoncée.  Pour  cela  nous  allons 
.  mettre  en  évidenee^  nom  pluf  les  coeffidents  dksjdiyieDfes 
puissances  1  de  (  o( ,/ cbminfi  rj^réttédcmqiient  ^  r  amJ9  *kh  fCOflflbi 
cienU  dès  ^issaiiocé'de^CD.'£e8  puisisanGes  fbrmaimlvsé^ 
rie  Oy  I,  a, . . .,  /?  —  i,  occupons-nous  d'abord  <ki  >pra4i 
mier  terme  qui  proviendra  de  toutes  les  valeurs  de  i  et  A. 
telles  qu'on  £t  ^  '\  /  '  .  / 

rt'-ha*^o     (mod./'), 
c'est-à-dire  >'•'»'(  ffo  I  ^^  ç  «fî'»^! 

Sous  cette  condition,  la  somme      m  "      »-  -^^  uiîu'x/oo'.  .i 


('-=?) 


-.« 


«r^        ,        ,        «(-«    mik-i-- )-HnA-         —11- ^__,     ,  .. 


s'évanouit,  car  n'ayant  pas  m-hn^ o.fmod. p), l'expres- 
sion (m  +  n)k  prodtiit  la  série  des  entier^  inférieurs  k  p^ 
comme  on  le  sait. 
Maintenant,  pout^  inettr'e  en  évidence  lé' cèeffiéient 


ce  coefficient  sera  ^îH^'j^  1  b lufi  u  >  fjmou (I»3q^ 

.(x)  a- •  "-^«^a^'+ti  V)  "î  ^"x  )  T 

les  entiers  i  et  ^ devant .jpBhdrj&^t^qtes  les  valeurs  qui 
peuvent' vérifier  la  précédrate  condition.  Si  l'on  fait 

9 

la  condition  4<^^''U"S^agit^'c[i^ienf>  indépendante  de  /,  et 

elle  se  réduit  à 

ilgc'a  Ji  jjp  ndniJiii  hnoyjn  wb  jMuoIi  ja-iiioc   bi   J^t»  ,>  j3 
fi  r       <i^rV-û*^i     (mod.p).    .  ,         i 

<i9iN0aibpQi6\^ii»ioiiâttevoîi(qab]p0«r  miïei'iiâleiLr)  donilëei 

dètumhiïâausii^  «t>fliÇ(Ëës«pa9Lèecce^ji3ebitiii»';i0^a'ibit)  on) 

tpmqeré)  biodû'b  ënon-caoqwDX)  ^ i —  v^  ? .      f£  .i  ^o  >n 

A  Js  4  9beiut)f£^  «al  «oîuoJ  '3L  Bibii'jî /o'iq  itm '3mi?iJ  tjiiïi: 

Donc,  si  l'on  pose  fiD-i-Je'  j 

le  coefficient  de  o:'*  sera      yannot;  cl   »orJil>4JO>  'ju*>*'-h»^ 


X 


Mlouble  sera  bien,  comme  unij 


et  la  somma  tlouble  sera  bien,  comme  ums  l'avons 
noncé«   ..  .     r      v 


58»-  cqçfts  ^!A%9W?--.8V?'^MTO5è 

(fi  (|0()  ^^onl  >  la,  formarioa  ,çlép€^d  r^seenti^Jlamep  t, j^p  jni- 
tiers  jx  et  v,  et  ensuite  des  ^q^il^re.f  tti  c|t  /i,  icon^uis^t  à 
d'admirables  ftl^çorèmes  ari^liipetjques,^^OD^t  npup^ajlons 
donner  quelques  e^emple3„  .^    .  mm  ..  ...m  »  !u» 

J'ob^rYed'aibor4.^\*çlare;^,^jon.   .^^        ,,cI„.o.,    .1 

,  ,  '  1  '  ]'•*  ^    »i'jiJ»»  M'uiai  oJ'i'TH  >l  iKi 

donnera,  en  changeant  les  signes  de  ira  et  fi,  ' 

.    T('â--")F'(a-»)==F(a--("'^»))'4*(a-«)l'^*      * 

Multipliant  membre  à  membre,  et  ayant  égard  à  la  rela- 
tion^  î         ;        ,  ^^ 


on  trouve  immédiatement 

Un  cas  particulier  très-simple  montrera  tout  Tintérèt, 
qui  s'attache  à  ce  résultat.  Soit  ^ 

p^i     (mod.  4)» 
on  satisfera  à  Téquation  ,  •  ,  i       .  . 

1*1      <  i    i.k      ri'  >>l  ' 


en  prenant 


CL  =:  ^ — I  =:  /• 

Alors  ^  (a))  somme  de  puissances  entières  de  i",  sera  de 
la  forme  a  -f-  i/,  a  et  b  étant  entiers  :  d^ ailleurs  -  =  - 

al 

aura  pour  valeur  —  z,  de  sorte  que 

donc,  tout  nombre  premier  ^  i  (mod.  4)  est  de  la  forme 

{il  -4-  bi)  (a  —  ^/)  =  fl*  -H  ^^ 

^  . .     .    .  r. 

Ce  théorème,  qui  a  été  établi  par  une  méthode  si  diffé- 


nSîle  âk^li^^'â^l  et  33Sj  se  iri>uVe'?d  démbtitrë'âe  usUe 
manîèVé^cjâe  l'on  fait  dépendre  a  et  b  des  entiers  fi  et  v, 
if'ipprbcbeinent  bien 'iltiifttlelidti,  et/ 'dont' Jacobi  a  tiré 
cette  conséquence  que  nous  noti^  bornons^  à  indiquer. 

Le  nombre  a  étant  kU]^^b^  itùf^aii:' "dans  l'éqdatïon 
p  =  a'  +  &',  sa  xValeur  peut,  au  sigqe  près^  se  déterminer, 
par  le  résidu  minimum  de  Texpression 

I      2/1(2/1— ,0(2/1  —  2j.  .  .(/I  -f- l)        ,         j 

^ — • — ■!  '  ^  ■    f -^ — ç — F      (mop. /7), 


2  1 .2.  •  •  /i 


ou  1  on  suppose 


Soit  encore  ^     ^  j         | 

p^i     (mod.  3), 

on  satisfera  a  i  équation 


»  •  •    • 


•\ 


I 


i-i      I.      r 


•i*HIJ     I-    .    I     ».»>j|ll"i|     .l\K.H,l^,.f.  M)         .:i;):î 

en  prenant  '. 

racine  cubique  imaginaire  de  Tunité.  Aldrs  les  n^ombres 
^  (a)  et  ^  {or^)i  somme»  de  puissances  entières  de  /o,  de- 
viendront respectivement 

.     '  (  w 

f 

4^  et  i  étant  des  entiers.  Donc  p  sera  de  la  forme 
.11'.  ' 

(a  -f-  ^p)  [a  -^  bp^)=:a^—ab  -^  ¥. 

'1     I  »  s    i«     fi), 

542.  Voici  maintenant  d'autres  conséquences  pour  la 
résolution  de  l'équation  binôme 

Soit  a  une  racine  primitive  de  Téquation 


56o  COURS   d'aLGÈBRS   SUPÂRIEtlEV^ 

et  posons 

de  telle  sorte  que 

«"  =  — I. 

En  désignant  en  général  par  ^i{oi)  le  polynôme  en  a. 
défini  par  Téquation 

F(a)F(«')  =  4'.-(«)F(«'-*-)> 
on  aura  la  série  de  relations 

F(a)F(a)    =:4,,(«)F(a»),   • 
F(a)F(«')=4i,(a)F(a>), 


F(a)F(a»-»)  =  f^.(a)F(a-), 

qui,  multipliées  membre  à  membre,  conduisent  au  résul- 
tat suivant  : 

F  (a)«  =  ^,  (a)  ^^,  (a). .  .  -^^^  (a)  F  (a»).' 

Or,  ayant  a'^^r  — i,  il  est  facile  d'évaluer  le  facteor 
F  (a").  Ce  facteur  se  réduit,  en  effet,  à  la  différence  des 
quanti  tés  ys  etj^i,  que  nous  avons  déterminées  au  n^  S36; 
mais  on  peut  aussi  le  déduire  de  la  relation  générale 

F  (a)  F  («-):=«"/., 

que  nous  avons  précédemment  démontrée,  en  y  faisant 
oc  =  — I,  ce  qui  est  permis,  puisqu'on  satisfait  ainsi  à 
Féquation  a'*"*  =  i.  De  la  sorte  on  trouve 

Ainsi  la  puissance  p  —  i  de  la  fonction  résolvante  se 
trouve  exprimée  par  un  produit  de  facteurs  complexes 
«(f  (a),  multipliés  par  le  nombrep. 


^^^Qfçi^rv.  Tirs  TQ»^iwrAi  un.  (»56l 

Démonstralion  nouvelle  de  la  loi  de  réciprocité 

de  Le  gendre.        '>,  '    *' 

543.    La    théorie   exposée  dans  ce  Chapitre   fourajit 
)?ni^bré,' Idb'ihfiié  la  ifnofitré  Jacôl)],    une   démons tratiçn 


nouvelle  de  la  loi  de  réciprocité  de  Legehdre  qtie  nous 
avons  établie  au  n^  332.  Nous  croyons  utile  de  présenter 
ici  celte  importante  application. 
Considérons  l'équation 


*     x  —  I 

désignons  par  r  Tune  de  ses  racines,  par  a  une  racine 
primitive  pour  le  nombre  premier/?  et  posons 

P  =  r  —  r«  -f-  r°  —  r«'  -f- .  .  .  4-  /•«'    '  —  /;«'     . 

î 

Soit  q  un  nombre  premier  impair  différent  de  p.  Si 
l'on  élève  le  polynôme  P  à  la  puissance  y,  le  résultat 
contiendra  les  pui^sacfces  çr***»"  des  différents  termes  de  P, 
Atec  d'autres  termes  dont  les  coefficients  sont  tous  divi- 
sibles par  q*  Si  Ton  désigne  par  q^^^r^  l'ensemble  de 
ces  derniers  termes  et  que  l'on  pose 

on  afui'a    ' 

Il  convient  maintenant  de  distinguer  le  cas  de  f  -  J  =  -f- 1 

et  celui  de  (  -  )  =  —  i .    . 
\Pl 

I®  Soit  (  -  )  =  -h  I.  Cela  veut  dire  que  q  est  racine  de 
II.  36 
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la  congruence 

X  *  — i^o     (mod. /?), 

dont  les  racines  sont 

«%     a%     a% . . .,     aJP~^\ 

on  a  donc  nécessairement 

« 

n  étant  un  entier  au  plus  égal  à •  Par  suite,  la  va- 
leur de  Q  est 

et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  p  —  i, 
on  a  évidemment 

«s 

2*^  Soit  (  -  j  =  - — I.  Dans  ce  cas,  q  est  racine  de  la 

Congruence 

p — I 
j?  *  -t-i^o     (mod. /;], 

laquelle  a  pour  racines 

On  a  donc 

y^.a^'»"+-'     (mod. /?), 

n  étant  un  entier.  Il  vient  alors 

et^  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  /?  — ij 
on  a 


f 


SECTIOI?  V,   CHAPITRE    III.  563 

Donc  on  a,  dans  tous  les  cas, 

•et,  par  suite, 
ou 

■Cela  posé,  si  l'on  fait 


.3 


j-,  =  /•  -h  r«*  -h  r«*  -h  .  .  .  4-  r"^  \ 
X2  =  r'-h  r«'  +  r°*  H- .  .  .  +  r»*^', 


on  aura  (n°  S36) 


Substituant  cette  valeur  de  P  dans  le  premier  membre 
de  la  formule  (i),  celui-ci  se  réduit  à 


quantité  qui  est  un  nombre  entier.  Quant  au  second 

membre  q — - — ?  il   se  réduira  donc  aussi  à  un  nom- 

36. 
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bi  e  entier  E,  et  l'on  aura 

2  '  ,^=A„K2 


-     .  ( 

II  s'ensuit  que  le  carré  de  \^Ar*est  une  fonction  symé- 
trique et  entière  des  racines  de  Téquanon =o; 

parsuite,  ce  carré  a  pour  valeur  un  nombre  entier,  ce 
qui  exige  que  E  soit  un  multiple  Mq  de  q.  Ainsi  l'on  a . 

M  étant  un  nombre  entier.  Par  conséquent, 

rt*  m  arquant  que 

/?  '  =  (  -  j  -h  un  multiple  de  q, 
et  supprimant  de  part  et  d'autre  les  multiples  de  q^  il  vient 

cette  formule  (2)  exprime  précisément  le  théorème  de 
Legendre. 


SECTION    V.   CHAPITRE    IV.  565 


CHAPITRE  IV. 

SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  DU  NEUVIÈME  DEGRÉ 
RÉSOLUBLES  ALGÉBRIQUEMENT. 


Du  déterminant  d\ine  fonction  entière  et  homogène 

de  trois  variables. 

S44.  M.  Oiio  Hesse  a  publié  dans  le  Journal  de  Crelle 
(t.  XXVIII,  p.  68,  et  t.  XXXIV,  p.  191)  deux  Mé- 
moires remarquables  sur  la  détermination  des  points 
d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré.  Dans  son 
second  Mémoire,  Téminent  géomètre  a  démontré  que  : 

Les  points  d* inflexion  d\ine  courbe  algébrique  du 
degré  n  sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  degré 
Z[n  —  2),  et,  par  suite,  que  : 

Une  courbe  algébrique  du  degré  n  a  généralement 
Zn[n  —  a)  points  d* inflexion,  réels  ou  imaginaires. 

Dans  les  cas  particuliers,  quelques-uns  de  ces  points 
dMnflexion  peuvent  être  situés  à  l'infini  ou  être  remplacés 
par  des  points  multiples. 

Lorsque  /t  =  3,  on  a  ce  théorème  : 

Les  points  d*inflexion  d'une  courbe  du  troisième 
degré  sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  troisième 
degré. 

U  en  résulte  que  la  recherche  des  points  d'itiflexion 
d'une  courbe  du  troisième  degré  dépend  généralement  de 
la  résolution  d'une  équation  du  neuvième  degré  à  une 
inconnue.  Or  il  est  très-remarquable  que  cette  équation 
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du  neuvième  degré  soit  toujours  résoluble  algébrique* 
meut,  et  qu'il  suffise,  pour  effectuer  cette  résolution^  de 
résoudre  une  seule  équation  du  quatrième  degré  et  trois, 
équations  du  troisième  degl*é.  Celte  proposition  se  déduit 
facilement,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  loin,  du  théo- 
rème de  M.  Hesse  énoncé  plus  haut,  et  d'un  autre  théo- 
rème démontré  pour  la  première  fois  par  Maclaurin  dans 
son  Essai  sur  les  lignes  du  troisième  degré,  théorème  qui 
consiste  en  ce  que  : 

La  droite  qui  joint  deux  points  d^injlexion  d'Aline- 
courbe  du  troisième  degré  reticohire  la  courbe  cfft  utt 
troisième  point  d^injlexion,  ' 

La  démonstration  que  M.  Hesse  a  donnée  dans  son 
second  Mémoire,  pour  établir  la  résolqbilité  de  Téquation 
du  neuvième  degré  dont  i]  s'agit,  suppose  également  le 
théorème  de  Maclaurin.  M.  Hesse  fait  voir  qu'il  existe 
certaines  relationsi  entre  les  racines,  et  il  démontre  géné- 
ralement que  toute  équation  du  neuvième  degré  dont  les- 
racines  ont  cette  même  propriété  est  résoluble  par  radir 
eaux.  Cette  analyse  de  M.  Hesse  est  remarquable;  on  en 
trouvera  le  développement  à  la  fin  de  ce  Chapitre. 

545.  Soit  U  nue  fonction  quelconque  entière  et  homo- 
gène du  n**"**  degré  de  deux  variables  x  Qiy\  U  =  o  sera 
une  équation  quelconque  du  degré  n  si  l'on  prend  pour- 


a: 


inconnue  -?  et  cette  équation  aura  trois  racines  égales  si 
Ton  peut  satisfaire  en  même  temps  aux  trois  équations 

^  =  ^'     ^=^'     -^^^^^ 

Ces  équations  de  condition  sont  respectivement  des  de- 
grés  /i,  n  —  I ,  n  —  2  ;  mais  on  peut  à  leur  place  prendre 
trois  équations  du  même  degré  n  —  2.  Elles  peuvent  ef- 
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fectivement  s'écrire  ainsi  {*)  : 

dV 
dx 


n{n—i)  \      dx^  "    dxdy 


=:  — — —  I  X h  y I   ^=:.  0. 

n  —  I  \      dx^  dxdy ] 


itai^ 


=.  o. 


A  cause  de  la  troisième  équation,  la  deuxième  se  réduit  à 

d^V  ,  1     j     .  .     c?'U  T^ 

— —  =  o,  et  la  première  devient  ensuite  -^-^  =  o.  Donc 

les  équations  de  condition  relatives  à  Tégalitc  de  trois 
racines  de  Téquation  U  =  o  sont  les  suivantes,  du  degré 
n  —  a  chacune, 

d^V  _  rf'U  _         rf»U_ 

'd^-'"'    d^-""'   l(F~''- 

On  'ferait  voir  de  même  que  généralement  les  équations 
de  condition  relatives  à  l'égalité  de  m  racines  de  l'équa- 
tion U  =  o  sont  les  suivantes,  du  degré  n  —  m  + 1, 

//— «U^  d'^'V  _  d'^-'TJ    __        d'^'V  _ 

546.  Soit  maintenant  u  une  fonction  quelconque  en- 

{*)  Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  connu  dit  des  Jonctions 
homogènes,  Soit/(Xjjr,. ,.)  une  fonction  homogène  du  degré  fi  de  plu- 
sieurs variables;  en  multipliant  or,  j^,...  par  i -ha,  il  Tient,  diaprés  la 
définition  des  fonctions  homo{;ènes, 

/(  JC H- ao:,  j' -H  ar, . . .)  =  (ï -+- a)'V'l  JP» /#  •  •  •)• 

DéTeloppant  les  deux  membres  par  rapport  à  ce  et  égalant  ensuite  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances  de  a,  il  vient 
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en  posant,  pour  abréger, 

'i        •  ^ 

L'équation  (4)  est  celle  de  la  courbe  cherchée,  laquelle 
rencontre  la  proposée  u  =  o  aux  points  d'inflexion.  Cette 
équation  est,  comme  on  voit,  du  degré  3(^  —  2),  d'où 
il  suit  qu'une  courbe  du  n*^"^  degré  a  généralement 
3n[n  —  a)  points  d'inflexion.  En  particulier  une  courbe 
du  troisième  degré  a  nei;if  points  d'inflexion. 

La  fonction  Au  est  é^ale  au  déterminant 


W|,IJ      ^1,^9      "1,3 


^2,i9     ^7,i9     ^2,3 


»  I 


^3,l>     ^3t7f     ^Z,3 


I. 


)..*     •      J     i 


.  I 


et  M.  Hesse  lui  a  donné  le  nom  de  déterminant  de  la 
fonction  m. 


I  I 


547.  Lorsque  les  coefficientsde  la  fonction  >u  sont  iidé- 
terminés,  la  courbe  représentée  par  l'équation  u  5=  o  n'a 
pas  de  points  multiples.  Pour  de  tels  pqints  ona  simultii- 
nément  t 


•    } 


du  du 


u  =z  o, 


et,  au  moyen  des  deux  premières  équations,  la  troisième 

se  réduit  à 

du 


dz 


zz=  o. 


par  le  théorème  des  fonctions  homogènes.  La  relation 
entre  les  coefficients  de  <i,  exigée  pstr  l'existence  de  points 
multiples,  résultera  donc  de  l'élimination  de  x  et  y  entre 


du 


du du 

dy  ^      di 
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Ces  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

^"j,\  +r^i.î  +  ««a,3  =  o, 

j?«3,  l  -h  ^«3,1  -H  2^8.3  =  O, 


k    ■    ■ 


et  op  en  déduit  évidemment 

« 

A«.r=:0. 

Au  reste,  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  pour 
trouver  les  points  d^ipflexion  montre  que  les  points  mul- 
tiples, quand  il  en  existe,  satisfont  à  la  précédente  équa^- 
tîon,  car  si  la  droite  z  =  ax+by  devient  tangente  à  la 
courbe  en  un  point  multiple,  l'équation  qui  résulte  de 
Télimination  de  z  entre 

u=io     et     z=z  ax  -h  bx 

aura  évidemment  trois  racines  égales. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  courbe  du  troisième  degré 
ne  peut  avoir  un  point  triple  ou  trois  points  doubles  à 
moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  un  système  de  trois  droites 5 
elle  ne  peut  non  plus  avoir  deux  points  doubles  à  moins 
qu'elle  ne  se  réduise  au  système  formé  d'une  conique  et 
d'une  droite.    * 

548.  Le  calcul  que  nous  avons  fait  au  n^  546  ne  diffère 
pas  de  celui  qu'il  faudrait  exécuter  si  Ton  voulait  obtenir 
la  condition  pour  que  la  droite  (2)  fit  partie  du  lieu  re- 
présenté par  l'équation  (i).  En  effet,  la  solution  de  ce 
nouveau  problème  s'obtiendra  en  exprimant  que  le  résul- 
tat U  de  la  substitution  de  ax  +  ij^  a  z,  dans  u,  est  iden- 
tiquement nul.  On  aura  donc 

IF-''''     d^y-""'     'd^"^' 
et  il  est  évident   que  ces  conditions   sont   suffisantes, 
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puisque  Ton  a 

n(n  —  ijU  =  .r*  -7 h  2xy  - — ; — hjr^  — tî— * 

^  ^  dx^  -^  dxdy      ^      ttj' 

Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  équations  (3)  ont 
lieu  identiquement  en  vertu  de  réquatioii  (i),  et  par 
conséquent  il  en  est  de  même  de  Téquation  (4)*  Donc 
toute  droite  qui  fait  partie  du  lieu  de  l'équation  11:=  0 
appartient  aussi  au  lieu  de  Féquation  Au  =  o. 
Dans  le  cas  de  /i  =  3,  on  a  ce  théorème  : 

-  Si  V équation  u  =  o  représente  trois  lignes  droites, 
ces  mêmes  droites  constituent  le  lieu  de  l'équation 
Au=^  o^et  l'on  a  en  conséquence  Au  =  hu^  k  étant  une 
constante, 

II  peut  arriver  que  le  déterminant  Au  soit  identique- 
ment nul;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  lieu  de  Téquation  u=  o  soit  un  faisceau  de.n  ligqes 
droites.  Bien  que  nous  n'ayons  pas  à  faire  usage  de  ce 
théorème  du  à  M.  Hesse,  nous  ne  pouvions  nous  dispenser 
de  le  mentionner  ici . 

Sur  les  points  d^ inflexion  des  courbes  du  troisième  degré, 

549.  Nous  commencerons  par  établir,  à  l'égard  des 
courbes  du  troisième  degré,  quelques  propositions  géné- 
rales sur  lesquelles  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Rappelons  d'abord  que  le  système  formé  d'une  conique 
et  d'une  droite,  ou  le  système  de  trois  droites,  constitue 
une  variété  des  lignes  du  troisième  degré. 

Lemme  I.  —  Deux  courber  du  troisième  degré  se 
coupent  généralement  en  neuf  points. 

Celte  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème de  Bezout  sur  le  degré  de  l'équation  finale  qui  ré- 
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suite  de  réiimination  d^une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions. 

550.  Lemme  II.  —  Neuf  points  sussent  en  général 
pour  déterminer  une  courbe  du  troisième  degré. 

..  .11  y  a  eifeclivement  dix  termes  dans  Téquation  générale 
4es  courbes  du  troisième  degré.  Le  coefficient  de  Tun  de 
ces  termes  peut  è(re  choisi  arbitrairement,  et  il  reste  alors 
neuf  coefficients  indéterminés  dont  on  peut  dispose^  de 
manière  à  assujettir  la  courbe  à  passer  par  neuf  points 
donnés.  On  obtient  ainsi  neuf  équations  du  premier  degré 
ëiitreîes  coefficients  inconnus;  en  général,  ces  équations 
\idknett6nt  unfe  solution  unique,  et,  par  suite,  on  ne  peut 
^oéralement  faire  passer  qu'une  seule  courbe  du  troi- 
sième degré  par  neuf  points  donnés  (*).. 

GoROLLÀitiE.  — ^  Si  n=:  Oj  p»  =  o  sont  les  équations  en 
cot>rdonnées  rectilignes  de  deux  courbes  du  troisième 
degré ^  r équation  générale  des  courbe»  du  troisième 
degré  qui  passent  pdr  les  points  communs  aux  courbes 
dohnées  éérn 

X  désignant  une  constante  indéterminée. 

D'abord  il  est  évident  que  l'équation  u-i-luz^  o  re- 
présente une  courbe  qui  passe  par  les  points  d'intersec- 
lidn  des  courbes  données.  En  second  lieu,  soit  C  Tune 
quelconque  des  courbes  du  troisième  degré  qui  passent 
parées  neuf  points;  prenons  sur  cette  courbe  un  point 
Quelconque  M  qui  n'appartienne  pas  aux  courbes  données^ 


(*)  Dans  ses  belles  recherôhes  sut*  les  courbes  du  troisième  et  du  qua-> 
trième  de^jré  (voir  les  Cowples  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXVI, 
p.  943,  et  t.  XXVII,  p.  272,  4^7  6t  472  )t  ^-  Chasles  a  fait  connaître  deux 
méthodes  remarquables  pour  construire  la  courbe  du  troisième  deQvé  qui 
pAfse  par  neuf  points  donnes. 
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et  désignons  par  i^^  u^  ce  que  deviennent^  et  li,  pour  le 
point  M.  Si  Ton  détermine  X  par  la  condition  Vj*f-iiii=:  o, 
la  courbe  représentée  par  Téquation  i/  •+-  Xu  =  o  passci^ 
par  le  point  M;  cette  courbe  ayant  ainsi  dix  points  com- 
muns avec  la  courbe  C,  elle  coïncide  avec  elle.= 

La,  démonstration  précédente  ne  s'applique  pas  au  cas 
où  les  lieux  des  équations  1/  =  o,  f^  ==  o  Auraient  '  une 
droite  commune  ou  une  conique  commune.  Mais^  dans 
ce  cas,  on  a 

i^'  =:  G,  u  =0  représentent  des  droites  ou  des  coniques, 
et  ^^'  +  Xtt'  =  o  représente  toute  droite  ou  toute  conique 
qui  passe  par  leurs  points  d'intersection.  U  s'ensuit  qne 
1^4-  Xm  =  o  représente  encore  toutes  les  courbes  du  troi- 
sième degré  qui  passent  par  les  points  communs  aux  pro- 
posées. 

SS1.  Lemme  IIL  — Soient  A,,  Aj,  A3,  A4,  A5,  Aj, 
A7,  Ag,  A9  les  neuf  points  dHhtersection  de  deux 
courbes  du  troisième  degré  données^  on  peut  faire  passer 
par  sept  quelconques  de  ces  points  une  infinité  de  li- 
gnes du  troisième  ordre  qui  ne  passent  par  aucun  des 
deux  autres  points. 

Considérons  les  sept  points 

Al,   Aj,   A.^y   A4,   Aj,   Ag,   A;. 

Si  trois  d'entre  eux,  At,  Aj,  A3,  par  exemple,  sont  en 
ligne  droite,  il  existera  trois  systèmes  formés  de  deux 
droites  tels,  que  chaque  système  renferme  les  quatre 
points  A4,  A5,  Ae,  A7.  L'une  de  ces  six  droites  peut 
passer  par  As  ou  par  A9,  mais  elle  ne  saurait  contenir 
en  même  temps  ces  deux  points,  car  une  courbe  du  troi- 
sième degré  ne  peut  avoir  plus  de  trois  points  en  ligne 
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droite;  donc,  parmi  nos  trois  systèmes  de  droites,  il  y  en 
a  aa  moins  un  qui  ne  renferme  aucun  des  points  Ag ,  A» . 
Ge*  système  constituera,  avec  la  droite  A]  Ât  As ,  une  ligne 
du  troisième  ordre  qui  remplira  la  condition  énoncée. 

Si,  parmi,  les  six  points  considérés ,  il  y  en  a  six.  qui 
soient  sur  une  conique,  cette  conique  n'aura  aucun  autre 
point  commun  avec  Tune  ou  Tautre  des  courbes  données, 
et  par  $uite  elle  ne  passera  ni  par  As  ni  par  Ag .  Si  donc 
on  joint  à  cette  conique  une  droite  arbitraire  menée  par 
le  septième  des  points  considérés  et  qui  ne  passe  ni 
par  As  ni  par  A9,  on  aura  une  ligne  du  troisième  ordre 
qui  remplira  encore  la  condition  énoncée. 

Supposons  maintenant  que  parmi  les  sept  points  con- 
sidérés il  n'y  en  ait  pas  six  sur  une  conique  ni  trois  en 
ligne  droite.  Joignons  le  point  A^  aux  six  autres^  parmi 
les  six  droites  obtenues , 

Al  A7 ,  Aj  A: ,  A3  A; ,  A4  A7 ,  Ai  A,,  Ae  A7 , 

il  ne  saurait  y  en  avoir  plus  d'une  passant  par  As ,  ni  plus 
d'une  passant  par  Ag;  on  peut  donc  supposer  que 

A3A7,  A4A7,  A5A7,  AsA? 

ne  passent  ni  par  Ag  ni  par  Ag .  Pareillement,  si  Ton  joint 
le  point  Ae  aux  points  A3,  A^,  A5 ,  on  obtiendra  les  trois 
droites 

A3  Ac ,  A4  A3 ,   A5  Afi  9 

parmi  lesquelles  il  s'en  trouvera  une  au  moins  qui  ne 
passera  ni  par  Ag  ni  par  Ag.  D'où  il  suit  que,  parmi  les 
sept  points  considérés,  on  peut  toujours  en  trouver  trois 

As ,  Ac ,  A7 , 

par  exemple,  tels  que  les  droites  qui  joignent  ces  points 
deux  à  deux  ne  passent  par  aucun  des  points  As,  Ag. 
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Cela  posé,  considérons  les  lignes  du  troisième  ordre 
formées  respectivement  des  coniques  qui  passent  par 

Al  j  A2  >  A3  9  A4 1  As  ^      A| ,  A2  y  A3  >  A4  )  Afi  y     A|  9  Aj  f  A|  9  A4  ^  A7 

et  des  droites 

AgAyj    A5A7y     A^Aq» 

L'une  des  coniques  peut  contenir  Tun  des  points  Âg  »  A|, 
mais  uou  pas  ces  deux  poims  à  la  fois,  car  une  conique 
ne  peut  rencontrer  une  ligne  du  troisième  ordre  en  plus 
de  six  points.  D'ailleurs  deux  de  nos  coniques  ne  peuvent 
avoir  que  les  seuls  points  communs  Â| ,  As ,  As  »  A4;  donc 
Tune  d'elles  au  moins,  A]  As  As  A«  As,  par  exemple, 
ne  coptient  ni  Ag  ni  A9.  En  joignant  à  cette  conique  la 
droite  AsA?,  on  formera  une  ligne  du  troisième  ordre 
remplissant  la  condition  énoncée. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  nous  savons  trouver  une  ligne 
du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  sept  points  consi- 
dérés et  qui  ne  contient  aucun  des  deux  autres  points. 
Soit 

l'équation  de  cette  ligne  relativement  à  deux  axes  coor- 
donnés. Soient  aussi 

«  m  O  ,       p  zrr  O 

les  équations  des  courbes  données,  a  elb  deux  constantes 
arbitraires;  il  est  évident  que  l'équation 


au 


-+-  bv  -{-  w  =z  o 


représentera  une  infinité  de  courbes  du  troisième  degré, 
qui  toutes  rempliront  la  condition  énoncée* 

552.  Théorème  I.  —  Toute  courbe  du  troisième  degré, 
qui  passe  par  huit  dos  neuf  points  d^ intersection  de 
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deux  courbes^  du  troisième  degré  données ,  passe  égale- 
ment par  le  neui^ième  point  d^ intersection,  de  ces  deux 
courbes. 

Soient  r  et  F^  les  deux  courbes  du  troisième  degré  don- 
nées. Supposons  qu^on  se  propose  de  faire  passer  une 
courbe  du  troisième  degré  par  les  neuf  points  d'inter- 
section des  courbes  F  et  Fi  ;  les  neuf  équations  linéaires 
que  doivent  vérifier  les  coefficients  de  Téquation  de  la 
courbeinconnue  admettront  les  deux  solutions  relatives 
aux  courbes  F  et  Fi  qui  satisfont  au  problème.  Il  s'en- 
suit que  le  système  de  ces  neuf  équations  est  indéterminé; 
d^alUeurs  huit  quelconques  d'entre  elles  sont  distinctes^ 
d'après  le  lemme  III,  et  en  conséquence. elles  entraînent 
nécessairement  la  neuvième.  On  peut  conclure  de  la  que 
si  Ton  assujettit  une  courbe  du  troisième  degré  F^  à  passer 
par  buit  des  points  communs  aux  courbes  F  et  Fi,  etque, 
pour  achever  de  la  déterminer,  on  se  donne  une  nou- 
velle condition  arbitraire,  la  courbe  Ft  passera  nécessai- 
rement par  le  neuvième  point  d'intersection  des  courbes 
F  et  F,. 

Corollaire  L  —  Si  trois  des  neuf  points  djntersec-^ 
tien  de  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne 
droite  f  les  six  autres  points  d'intersection  sont  situés 
sur  une  conique. 

En  efTet,  la  droite  qui  passe  par  les  trois  premiers 
points  d'intersection  des  courbes  données  F  et  I\ ,  et  la 
conique  qui  passe  par  cinq  des  six  autres ,  forment  une 
ligne  du  troisième  degré  qui  passe  par  le  neuvième  point 
d'intersection  dés  courbes  F  et  Fi  ',  donc  la  conique  passe 
par  ce  neuvième  point,  car  une  courbe  du  tmisième 
degré  ne  peut  avoir^quatre  points  en  ligne  droite. 

Corollaire  II.  —  Si  six  des  neuf  points  d'întersec* 
IL  37 
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tion  de  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  situés  sur 
une  conique^  les  trois  autres  points  d'intersection  sont 
en  ligne  droite. 

En  effet,  la  conique  qui  passe  par  les  sit  premîlsrs  points 
d'intersection  et  la  droite  qui  passe  par  deux  des  trois 
autres  forment  une  ligne  du  troisième  degré  qui  passe  gar 
le  neuvième  point  d'intersection;  donc  la  droite  passe 
par  ce  neuvième  point ,  car  une  conique  ne  peut  avoir 
plus  de  six  points  communs  avec  une  courbe  du  troi- 
sième degré. 

Corollaire  III.  —  Si  trois  des  neuf  points  d'intersec' 
tion  de  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne 
droite,  et  que  trois  des  six  autres  soient  aussi  en  ligne 
droite,  les  trois  derniers  seront  pareillement  en  ligne 
droite. 

Ce  corollaire  est  évidemment  un  cas  particulier  dn 
précédent. 

553.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  con- 
duisent à.  un  grand  nombre  de  conséquences  intéres- 
santes *,  mais,  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  sujet, 
nous  nous  bornerons  à  montrer  comment  on  en  déduit 
immédiatement  le  théorème  connu  de  Pascal  relatif  à 
rhexagone  inscrit  dans  une  conique.  On  sait  que  ce  théo- 
rème consiste  en  ce  que  : 

Siun  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique,  les  points 
de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  A ,  6,  C,  D,  E,  F  les  sommets  de  l'hexa- 
gone \  soient  M,  N,  P  les  points  d'intersection  des  côtés  AB 
et  DE,  BC  et  EF,  CD  et  FA.  Les  lignes  du  troisième  ordre 
formées,  l'une  des  droites  AB,  CD,  EF,  l'autre  des 
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droites  BC,  DE,  FA,  se  coupent  aux:  neuf  points  A9  B, 
C,  D,  E,  F,  M ,  N9  P*  Or  les  six  premiers  points  sont  une 


/  SS---:^^' 


conique;  donc  les  trois  autres  sont  en  ligne  droite,  ce 
qu^il  fallait  démontrer. 

854.  Théorème  II.  — La  droite  qui  joint  deux  points 
d* inflexion  d^une  courbe  du  troisième  degré  rencontre 
la  courbe  en  un  troisième  point  d'inflexion. 

Soient  A  et  A' deux  points  d*in£lexion  d^une  courbe  du 
troisième  degré  F,  et  supposons  que  la  droite  A  A'  ren- 
contre la  courbe  F  au  troisième  point  A^;  je  dis  que  A^ 


est  un  point  dMnflexion.  En  effet,  menons  par  le  point  A 
une  sécante  quelconque  qui  rencontre  de  nouveau  la 
ooQrbe  aux  points  B  et  C;  par  le  point  A'  une  seconde 
sécante  quelconque  qui  rencontre  de  nouyeau  la  courbe 

37. 
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aux  pointa  B'  et  G]  joignons  BB'  et  CC,  qui  rencontrenl 
de  nouveau  la  courbe  aux  points  B'^  et  C  respectivement; 
joignons  enfin  A"W\  La  ligne  du  troisième  degré  formée 
des  trois  droites  ABC,  A'B'C  et  A''B''  passe  par  huit  des 
points  d'intersection  de  la  courbe  F  et  de  la  ligne  du  troi- 
sième degré  formée  des  droites  AA'A^  BB'B",  CCC, 
elle  passera  donc  par  le  neuvième  point  d'intersection  C. 
Et  comme  une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir 
quatre  points  en  ligne  droite,  il  faut  nécessairement  que 
les  trois  points  A'',  B'',  C  soient  en  ligne  droite.  Imagi- 
nons maintenant  que  les  sécantes  BG  et  B'G  tournent 
respectivement  autour  des  points  A  et  A',  de  manière i 
devenir  tangentes  à  la  courbe  ;  comme  A  et  A'  sont  deux 
points  d'inflexion,  les  points  B  et  C  se  confondront  avec 
A  à  la  limite  :-  pareillement,  B'  et  G  se  confondront  avec 
A';  donc  les  droites  BB'B''  et  CC'C"  coïncideront  avec 
AA'A'^,  et,  par  suite,  les  trois  points  d'intersection  delà 
courbe  avec  la  sécante  K^^H'CI'  se  confondront  en  on 
seul  A^^,  qui  est  ainsi  un  point  d'inflexion. 

Remarque.  —  Bien  que  la  forme  de  ce  raisonnement 
soit  géométrique,  il  est  évident  qu'il  s'applique  au  cas 
des  points  imaginaires  comme  à  celui  des  points  réels. 

535.  Théor£me  III.  —  Le  nombre  des  droites  qm 
passent  chacune  par  trois  points  d'inflexion  d^une 
courbe  du  troisième  degré  donnée  est  égal  à  douze. 
Ces  douze  droites  forment  quatre  systèmes  composés 
chacun  de  trois  droites  y  et  les  neuf  points  dHn flexion 
de  la  courbe  sont  trois  à  trois  sur  les  trois  droites  de 
chaque  système. 

Si  l-'on  joint  par  des  droites  Tun  des  points  d'inflexion 
de  la  courbe  à  chacun  des  huit  autres,  il  est  évident  que 
ces  huit  droites  se  réduiront  à  quatre  distinctes,  puisque 
la  droite  qui  passe   par  deux  points  d'inflexion  passe 
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aussi  par  un  troisième,  et  que,  d'ailleurs ,  quatre  points 
d*inflexion  ne  sauraient  être  en  ligne  droite.  Donc^  parmi 
les  droites  qui  joignent  les  neuf  points  d'inflexion  trois 
à  trois,  il  y  eu  a  toujours  quatre  qui  passent  par  Tun  quel» 
conque  de  ces  points.  En  comptant  quatre  droites  pour 
chaque  point  d'inflexion^  on  aura  4X9  ou  36  droites; 
mais  alors  il  est  clair  que  chaque  droite  se  trouve  prise 
trois  fois,  et,  par  suite,  ces  trente-six  droites  se  réduisent 
à  douze  distinctes. 

Considérons  Tune  des  quatre  droites  qui  passent  par  un 
même  point  d'inflexion;  cette  droite  renferme  trois  points 
d'inflexion,  et  par  chacun  de  ceux-ci  passent  seulement 
trois  autres  de  nos  douze  droites  ;  donc,  parmi  ces  douze 
droites,  il  y  en  a  deux  qui  ne  passent  par  aucun  des  trois 
premiers  points.  L'une  d'elles  contient  ainsi  trois  nou- 
veaux points  d'inflexion,  et  les  trois  derniers  points  se- 
ront alors  sur  l'autre  droite,  puisque  les  neuf  points  sont 
communs  à  deux  courbes  du  troisième  degré  (n^  552,  co- 
rollaire III).  On  peut  conclure  de  là  que  les  douze  droites 
considérées  forment  quatre  systèmes  de  trois  droites  pas- 
tant  par  les  neuf  points  d'inflexion. 

S56.  Pour  reconnaître  la  loi  de  la  distribution  des 
neuf  points  d'inflexion  sur  les  douze  droites  dont  il  vient 
d'être  question,  on  peut  employer  avec  avantage  la  con- 
sidération des  imaginaires  que  Galois  a  introduites  dans 
la  théorie  des  nombres.  Nous  désignerons  les  points  dont 
il  s'agit  par  une  même  lettre  afieciée  d'un  indice  suscep- 
tible de  prendre  neuf  valeurs  distinctes,  et  nous  adopte- 
ronsy  pour  les  valeurs  de  cet  indice,  les  neuf  racines 
ai  4-  ft  de  la  congruence 

i'  — 1^0     [mod.3). 

L'une  de  ces  racines  est  zéro  et  les  huit  autres  sont  con- 
grues aux  puissances  d'une  racine  primitive  de  la  con- 
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gruence 

/•  — isEo    (mod.  3). 

Celle-cî  a  quatre  racines  primitives  5  ce  sont  les  racines 
des  deux  congruences  irréductibles 

'**•— '  —  1^0,     f2-h  1  —  1  =  0    (mod.  3). 

Nous  désignerons  par  i  une  racine  de  la  première,  et  Ton 
aura  en  conséquence 

i*^/H-  I     (mod.  3), 
d'où 

i<^2,  i'^/-4-2,    }  (mod.  3). 


I»S2/,  /»=i 


9 


Cela  posé,  considérons  Tun  des  quatre  systèmes  de  trois 
droites  qui  passent  parles  neuf  points  d'inflexion,  et  at- 
tribuons aux  points  situés  sur  ces  droites  les  indices  des 
trois  lignes  respectives  du  tableau  suivant  : 

10,     I,  2, 

I,     i-f-i,     «-h  2, 
21,    2/H-I,    2/ -4-2. 

Pour  former  les  combinaisons  des  indices  qui  répondent 
à  l'une  quelconque  des  neuf  lignes  restantes,  il  faut 
prendre  trois  indices  appartenant  respectivement  aux 
trois  lignes  du  précédent  tableau,  et  comme  rien  ne  dis- 
tingue entre  eux  les  trois  points  situés  sur  Tune  des 
droites  du  premier  système,  on  peut  supposer  que  les 
lignes  verticales  du  tableau  (1)  répondent  chacune  à  trois 
points  situés  sur  la  même  droite.  On  aura  donc  ce 
deuxième  système 

o,  I,  21, 

(2)  ^    I ,   ;  -+-  I,   2Î-f-  I  , 

2,  «-f-2,  21-4-2. 
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Maintenant,  dans  chacun  des  deux  derniers  systèmes  qu'il 
reste  à  former,  les  indices  qui  répondent  à  une  mèise 
droite  doivent  appartenir  à  trois  lignes  horizontales  dis- 
tinctes de  l'un  et  de  l'autre  des  tableaux  (i)  et  (2).  Alors 
on  a  les  deux  combinaisons  suivantes  qui  sont  les  seules 
possibles,  savoir  : 

'  o ,  /  4- 1 ,  21 

(3)  <   i ,  /H-a,  2/ 


I,  21 


2j 


•4-1, 

et 

10 ,  ï  H-  2 ,  2  /  -f- 1 , 

I,  /,  2/ -+-2, 

2,  I  -h  1 ,  21. 

Si  l'on  remplace  chjique  expression  ai+  b  par  la  puis- 
sance de  /  qui  lui  est  congrue,  on  trouvera  que  les  indices 
relatifs  à  nos  quatre  systèmes  de  droites  seront  repré- 
sentés généralement  par 


o,       i 


fm  im-H 


9 


(5)  {  /'»+',  1'"+^  «'"+', 


;m+s     :m+b     ;m-4-« 


si  l'on  attribue  successivement  à  m  quatre  valeurs  con- 
sécutives quelconques,  p'ar  exemple,  o,  i,  2,  3. 

Quant  aux  indices  relatifs  aux  neuf  faisceaux  de  quatre 
droites  qui  ont  leurs  sommets  aux  divers  points  d*in- 
flexion,  ils  seront  représentés  par 

«,  z  -h  I,  2-1-2, 

Z,    Z-hl,  Z-+-2/, 

(6)  { 

Z,     Z -f-  / -f-  I  ,    Z-f-2/-h2, 
Z,     ZH-l-î-2,    Z-f-21-f-I, 

z  devant  recevoir  successivement  les  neuf  valeurs  de  la 
forme  ai-f-  i. 
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557»  Théorème  IV.  —  Parmi  les  neuf  points  dUn" 
flexion  d*une  courbe  du  troisième  degré  réelle,  il  y  en  a 
toujours  trois  réels  et  six  imaginaires. 

D'abord  les  neuf  points  d'inflexion  ne  peuvent  pas  être 
tous  réels.  En  effet,  admettons  qu^ils  le  soient,  et  consi- 
dérons le  triangle  OMN  formé  par  les  trois  droites  de  Tun 


des  quatre  systèmes  dont  nous  avons  établi  Texistence. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  côtés  MN,  NO,  OM 
constituent  le  premier  système  de  quatre  droites  et  que 
ces  côtés  contiennent  respectivement  les  points 

Ao,    Al,        A], 
Aj,    Aj+i,    A1.+.2, 
Aji*,   A}|'_f.| ,   A314.3. 

En  appliquant  la  propriété  connue  des  transi^ersales  au 
triangle  OMN  coupé  par  les  trois  droites  issues  du 
point  Aq,  savoir  : 

Ao  Ai  Aj/,     Ao  A|*4.i  Aji^.]  ,     Ao  Af'4.3  A 3/4.1  , 

on  trouve 

MA.    NA.    OA3.  __  ^ 


NAe 

OA.  '  MA,. 

MA. 

NA,^. 

OA3,+3 

NAo 

0A,+, 

MAi,'+i 

MAa 

NA/^3 

0A„+, 

I> 


NAo    0A.-+,    MA,,^.,       ^ 
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el,  eki  multipliant,  on  a 

\  JN  A.  /   ■""  OAai .  OAj,+, .  OAu+7       NA,-.  NA,+, .  NA/+,  * 
Il  est  évident  qu'on   trouvera   la    même  valeur  pour. 


/MAA»    ^ 


MA, 


,    en  appliquant  le  même  théorème  aux 
droites  issues  des  points  Ai  et  Aj  ^  on  a  donc 

Les  points  considérés  étant  supposés  réels,  la  précé- 
dente égalité  exige  que  l'on  ait 

MA.  _  MA.  _  MA, 
NAo  "~NA,  ""SÂi'" 

ce  qui  est  évidemment  impossible. 

Cela  posé,  considérons  le  faisceau  obtenu  en  joignant 
un  point  d'inflexion  imaginaire  aux  autres  points  ;  Tune 
quelconque  des  quatre  droites  de  ce  faisceau  coupe  la 
courbe  du  troisième  degré  en  deux  points  d'inflexion  qui 
ne  peuvent  être  réels  tous  les  deux,  ni  imaginaires  conju- 
gués. L'une  de  ces  droites  contiendra  le  point  conjugué  du 
sommet  du  faisceau  avec  un  point  réel  ;  chacune  des  autres 
contiendra  au  moins  un  nouveau  point  imaginaire,  et 
comme  le  nombre  des  points  Imaginaires  est  pair,  il  sera  au 
moins  égal  à  6.  Enfin,  la  droite  qui  passe  par  deux  points 
imaginaires  conjugués  étant  réelle,  chaque  couple  de  pa- 
reils points  exige  nécessairement  un  point  d'inflexion  réel, 
d'où  il  résulte  qu'il  y  a  toujours  trois  points  d'inflexion 
réels  et  six  imaginaires. 

558.  Théorème  V. —  Si,  par  un  point  M  d'une  courbe 
du  troisième  degré  F,  on  mène  trois  droites  qui  ren^ 
contrent  de  nouv^eau  la  courbe  aux  points  A  e^  B,  C  ef  D, 
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E  et  F  respectwement^  les  six  points  A,  B,  C,  D,  E,  F 
seront  sur  une  conique^  toutes  les  fois  que  M  sera  un 
point  d*  inflexion  de  la  courbe  F  5  et  réciproquement  y  si 
les  points  ,A,  B,  C,  D,  E,  F  sont  sur  une  conique,  le 
point  M  sera  nécessairement  un  point  d* inflexion. 

En  effet,  menons  par  le  point  M  une  sécante  qui  ren- 
contre de  nouveau  la  courbe  F  en  M'  et  M",  puis  joi- 
gnons M'G,  M'^^E  qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe 


en  D' ^  F'  respectivement.  Les  neuf  points 

M,MSM'';    A,  B,  C,E;    D',  F 

sont  sur  la  courbe  F  et  sur  la  ligne  du  troisième  degré 
formée  des  droites 

MAB,  M' CD',  M"EF'; 

d'ailleurs  les  points  M,  M',  M'^  sont  en  ligne  droite,  donc 

les  six  points 

A,  B,  C,  E,  D',  F 

sont  sur  une  conique. 

Cette  conclusion  subsiste  quelle  que  soit  la  sécante 
MM'M'^^  faisons  tourner  celle-ci  autour  da. point  M, 
jusqu'à  ce  qu'elle  devieone  tangente  à  la  courbe  F.  Les 
points  M'  et  M''  se  confondront  .avec  M,  à  la  limite,  si 
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celui-ci  est  un  point  d'inflexion  ;  alors  M' CD'  et  M''EF' 
viennent  respectivement  coïncider  avec  MCD  et  MEF. 
Donc  les  six  points 

A,  B,  C,  D,  E,  F 

sont  sur  une  conique. 

Mais  si  M  n'est  pas  un  point  dUnflexion,  quand  la 
droite  MM' M"  deviendra  tangente  à  la  courbe  F,  l'un 
des  points  M',  M''  seulement  se  confondra  avec  M,  et 
l'autre  point,  M'  par  exemple,  tendra  vers  une  position 
limite  Ml  ;  pareillement  le  point  F'  coïncidera  avec  F  et 
le  point  D'  aura  une  certaine  position  limite  Di.  Les  six 
points  A,  B,  E,  F,  C,  Di  sont  sur  une  conique,  et  celle-ci 


ne  peut  contenir  le  point  D;  car  autrement  elle  aurait 
sept  points  communs  avec  la  courbe  F. 

Corollaire  I.  —  Si,  p^f  w*  point  M  d^une  cow*be  du 
troisième  degré  F,  on  mène  des  sécantes  à  cette  courbe, 
et  quon  prenne  sur  chaque  sécante  la  moyenne  harmo- 
nique  entre  ses  deux  segments,  les  points  de  di\fision 
ainsi  obtenus  seront  en  ligne  droite,  toutes  les  fois  que  M 
sera  un  point  d* inflexion  ^  et  réciproquement,  si  le  lieu 
des  points  harmoniques  est  une  ligne  droite,  le  point  M 
sera  un  point  d^injlexion  dû  la  courbe  F. 
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En  effet,  si  M  est  un  point  d'inflexion,  et  qu'on  mène 
trois  sécantes  MAB,  MCD,  MEF,  les  points  A,  B,  C,  D, 
E,  F  sont  sur  une  conique,  et  la  polaire  du  point  M,  par 
rapport  à  celte  conique,  coupe  chaque  sécante  en  un  point 
dont  la  distance  à  M  est  la  moyenne  harmonique  des  deux 
segments  de  la  sécante. 

Mais  si  M  n'est  pas  un  point  d'inflexion  et  qu'on  mène 
en  M  la  tangente  MMi  qui  rencontre  de  nouveau  la 
courbe  en  Mi,  et  qu'on  joigne  M,  C  qui  coupe  de  nou- 
veau la  courbe  en  Di,  les  points  A,  B,  E,  F,  C,  Di  seront 
sur  une  conique  qui  coupera  la  droite  MG  en  un  poii^t  D 
différent  de  D.  La  polaire  du  point  M  par  rapport  à  la 
conique  coupe  chaque  sécante  MAB,  MEF,  MCD'  en  un 
point  dont  la  distance  à  M  est  la  moyenne  harmonique 
des  segments  de  la  sécante,  et  il  est  évident  que  la 
même  chose  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  l'égard  des  seg- 
ments MC,  MD. 

Corollaire  II.  —  Les  neuf  points  dHnflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  donnée  sont  aussi  les  points 
d^ inflexion  de  toutes  les  courbes  du  troisième  degré 
qui  les  contiennent  tous. 

En  effet,  soit  M  un  point  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  F.  Considérons  le  faisceau  de  quatre 
droites  issues  de  M  et  qui  renferment  chacune  deux 
nouveaux  points  d'inflexion.  Si  l'on  prend,  sur  chaque 
rayon,  la  moyenne  harmonique  des  segments,  les  quatre 
points  de  division  seront  en  ligne  droite,  d'après  le  co- 
rollaire I,  et,  en  raison  de  cette  circonstance,  le  point  M 
sera  point  d'inflexion  pour  chacune  des  courbes  du  troi- 
sième degré  que  l'on  peut  faire  passer  par  les  neuf  points 
d'inflexion  de  la  courbe  donnée. 

Corollaire  III.  —  Si  u  désigne  une  fonction  entière 
et  homogène  du  troisième  degré  de  trois  variahlei,  que 
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la  caractéristique  A  représente  généralement  le  déter^ 
minant  d^une  telle  fonction^  et  que  X  soit  une  constante 
quelconque  donnée  y  on  aura  identiquement 

A  ef  B  étant  des  constantes. 

En  effet,  T équation  u  =  o  représente  une  courbe  dont 
les  points  d'inflexion  sont  aussi  sur  la  courbe  qui  a  pour 
équation  Au=:o.  Pareillement,  si  Ton  veut  avoir  les 
points  d'inflexion  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

il  faudra  joindre  à  cette  équation 

A(^a  -t-  A«)  =  o; 

or,  d'après  le  corollaire  II,  celle-ci  représente  une  courbe 
qui  passe  par  les  neuf  points  communs  aux  courbes 
u  =  o,  Au  =  o,  donc  son  équation  est  de  la  forme 

|xa-4-Aa  =  o     ou     Aa-4-BAii  =  o. 

On  aura  par  suite  identiquement 

A()ia  +  Aa)z=  A«-t-BAa, 

en  déterminant  convenablement  les  constantes  A  et  B. 
La  proposition  contenue  dans  le  corollaire  III  est  due 
à  M.  Hesse;  le  corollaire  I  et  le  théorème  lui-même  sont 
dus  à  M.  Chasles,  et  c'est  M.  Hart  qui  en  a  tiré  le  pre- 
mier les  con%équences  que  nous  venons  de  présenter  (*). 

559.  Théokème  VI.  —  Les  coordonnées  rectilignes 
de  chacun  des  neuf  points  d^ inflexion  d^une  courbe  du 
troisième  degré  sont  exprimables  par  des  fonctions 


{*)  Voir,  à  ce  sujet,   une   Note  de    M.  Salmon,  insérée   dans    le 
tome  XXXIX  du  Journal  de  CreUe,  p.  365. 
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algébriques  explicites  des  coefficients  de  V équation  de 
la  courbe. 

En  effet,  soit 
(i)  w  =  o 

Tëquation  d^une  courbe  du  ti;pisième  degré.  Les  neuf 
points  d^nflexion  de  cette  courbe  sont,  aussi  comme  on 
Fa  vu,  sur  la  courbe  du  troisième  degré  qui  a  pour  équa- 
tion 

en  sorte  que  si  X  désigne  une  constante  indéterminée, 
l'équation 

(2)  >a-hAa  =  o 

représentera  généralemei^t  toutes  les  courbes  du  troi- 
sième degré  qui  passent  par  les  neuf  points  dMnflexion  de 
la  proposée.  Or^  nous  avons  vu  qu'on  peut  faire  passer  par 
ces  neuf  points  quatre  lignes  du  troisième  degré  formées 
chacune  de  trois  droites;  donc  il  y  a  quatre  valeurs  de  A 
pour  lesquelles  Téquation  (2)  se  décompose  en  facteurs 
linéaires.  En  outre,  d'après  le  corollaire  III  du  précédent 
théorème,  on  a  identiquement 

A(>«-4- A«)=:  Aa  -f-BAw, 

A  et  B  étant  évidemment  des  fonctions  entières  de  X  du 
troisième  degré.  Or,  si  l'équation  li/-f-  Am=  g  repré- 
sente trois  droites,  l'équation  A(Xf£  +  AEi)=o  on 
Att-f-BAii  =  o  représentera  aussi  les  mêmes  droites 
(n®  54f8)  5  donc,  dans  cette  hypothèse,  on  a# 

(3)  A  — )(B  =  o  (*). 

C^j)  Dans  un  beau  Mémoire  publié  au  tome  XXXIX  du  Journal  de 
Crelle,  M.  Aronhold  a  obtenu  effectivement  cette  équation  du  qua- 
trième degré  en  X  sous  une  forme  bien  remarquable.  Car  les  coefficients 
s'expriment  par  deux  fonctions  seulement  des  coefficients  de  Téquation 
de  la  courbe  proposée. 
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Sî  l'on  résout  celle  équation  du  quairîèrae  degré  en  i, 
que  Ton  prenne  pour  X  Tune  quelconque  de  ses  racines 
et  qu'ensuite  on  résolve  Téquatiou  (2)  par  rapport  à 
Tune  des  coordonnées,  on  trouvera  nécessairement  que 
les  trois  valeurs  de  cette  coordonnée  sont  des  fonctions 
linéaires  de  la  deuxième  coordonnée.  La  décomposition 
de  Téquation  (2)  en  facteurs  linéaires  étant  ainsi  effec- 
tuée, on  aura  les  équations  de  trois  droites  contenant 
chacune  trois  des  neuf  points  d'inflexion  de  la  proposée, 
et,  pour  avoir  les  coordonnées  de  ces  neuf  points^  il 
suffira  de  chercher  successivement  les  solutions  com-» 
munes  à  Téquation  (i)  et  à  l'équation  de  chacune  des 
trois  droites,  ce  qui  exigera  seulement  la  résolution  de 
trois  équations  du  troisième  degré  à  une  inconnue. 

Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  des  neuf  points  d'in- 
flexion sont  exprimables  par  des  fonctions  algébriques 
explicites  des  coefficients  de  l'équation  proposée. 

Corollaire.  —  L'équation  du  neju^iètne  degré  qui  a 
pour  racines  les  abscisses  des  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  est  toujours  résoluble  algé" 
biiquement. 

Sur  un  théorème  de  Steiner  relatif  aux  courbes 

du  troisième  degré. 

560.  Si  u  désigne  une  fonction  homogène  du  degré  n 
des  trois  variables  x,/,  i?,  l'équation 

(i)  *  a  =  o 

représentera  une  courbe  du  degré  n  dont  les  coordonnées 

seront  -»  — * 

z      z 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  {x^y^  z)  de  la 
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courbe  (i)  est 


(» 


4jX 


\z      z)  dx      \z      i)  4r~    ' 


si  Von  ajoute  le  terme 


/Z       z\  du 


qui  est  lafentiijuen^e^^  ^^^^^^Rç^dçç^i^l^ftïjppipS». 
dra  la  forme 

^(?X.-.nfnft>t»hX,^'rfr|Xf^H7tZ^'iTO#i-^npi   '<-^  non 

dx  dy         dz 

aoniie  JVr,  1  équation  (2)  représentera  une  courbj^^j(fp 
degré  tî  —  i ,  et  celte  cqurbe  coi^pera  la  proposée  en 
n[n  —  i)  points.  Il  3'ens\iit  que,  par  le  point  donné  M, 
on  peut  mener    en    général  n[n  —  i)  tangentes  à  la 

i'    Dôns^ié'Cds  dte  W^ï,  Féq^itîbtf  (ii)'repPëyekl^^ 
iligne^droite  quii  e^t  là';^olâîï*é  SÀ  pfôtnt'M'  pai- ^l'à^poW a 

k  cjiàiqûe'{i)v  cette  é^ttàtirfn  fîjl)'ttfelcliaè'^  ^paé^^âild 
f?'^  ç^SPP^^^^  X,  J^  Z  pàr.ff„j7:,,^^,;^yiepçepi^lH,.Elu 

effet,  si  l'on  pose,  comme  au  n°  546,  • 

É?'ii    d^iL   d'^u    


.drdz-"'-"    dxdz-"'-"    rfar^ir "■'"'< 
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on  aura,  dans  le  cas  de  ra  =  2^ 

du 

du 

—  —  XUi,i  -f-  jrUi^2  -^  ZUi,:i , 

du 

—  z=  jTWa^i  -f- JI/3,,  4-  Ztt3,3, 

et,  comme  les  quantités  i/j^i,  Ui,8,...  sont  ici  des  con- 
stantes, il  suffit  de  substituer  les  expressions  précédentes 
dans  Téqualion  (a),  pour  justifier  notre  assertion. 

561  •  Considérons  maintenant  le  cas  de  n  =  3  ;  Téqua* 
tion  (2)  représentera  une  conique  qui  déterminera  sur 
la  courbe  proposée  les  points  de  contact  des  six  tan- 
gentes qu  on  peut  lui  mener  par  le  point  donné.  Ponr 
abréger,  je  représenterai  cette  équation  (2)  par 


et  le  centre  de  la  conique  sera  déterminé  par  les  épa- 
tions 

dv  dv  

dx  '      dy 

Diaprés  cela,  si  Ton  veut  avoir  ia  condition  pour  que 
la  conique  (2)  se  réduise  au  système  de  deux  droites,  il 
suffira  d'exprimer  que  les  trois  équations  précédentes  sont 
satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  y.  Or,  les 

dernières  équations  réduisent  t>==:oà  ---=:o:  donc  la 
^  dz         ' 

condition  demandée  s*obtiendra  en  éliminant  x  et  y  entre 

les  trois  équations  du  preiilier  degré 


ih  dv  dv 

—-  =  O,  -—  =  o,  37-  =  O. 

dx  dy  dz 

II.  38 


'  ^5g4  cÔtRV'élltGiBiiE  s^tjpi^ftïfe'uM. 

Ces  équations  se  dèdùîseik'rfé  réq^afi(0n'7'2)^ti^:''è^ 

'<'>;       i      ■       I      "■        ■         Il     / -,    ■    V       *:•.•'••       i    -.i.l»..-.:,    iii-n 

^J  mm  .^m  m  m  ^M  m  m 


'du    du    dû 


-  Il        .  ati    au    au  .  , 

,\çant  danfi  celle-çi  «  par  — -.  -xrt  nj?  çuqdeisj^Mewentyqonc, 

d'après  ce  qui  a  été  dît  plus  naut,  élleîs  iie  cKàngeront  pas 
si  l'on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  x^y^  z^  et  inversement. 

On  poùtra  ainsi  leur -donner  cette  forme  : 

"■•*.'.        .      .      ■ 

I 

en  représentant  par  U,  Ut,i,  Ui,2  ?  • .  •  ce  que  devîennctJi 
II,  U4^|,  u,jj,...  quand  on  écrit  X,  Y,  Z  au  lieu  de  j:>/,  2. 
Maintenant  TéHmination  de  a:  et  dej^  entre  les  équa- 
lîôns  p)  donne 

(4)     .  AU==o, 

AU  étant  lé  déterminant  de  U^  on  a  ainsi  ce  tliéorème  : 

TaÉonèME.I.  -1-  Soient  u  une  fonction  enlfèfe  et  ho- 
f  ^mpigène- du  tr&fsfèfrfe  â^gi^é idef^variabl^s  .Jt, jf ,  Zp^  ep  Au 
Iç  ^(^étern}inant  de  u.  Soi/snt  aits^si  \]  e/^AU  ce  (jfufi  de- 
viennent u  et  Au  quand  on  éç^nt  X,  Y,^  Z  a^  liejn  de 
çc^  y^  z»  Pour  que  les  poiffts  de  contact  des  six  tangentes 
jp\çnéei/ciJacouf'hc  u^::^opqrlepùin^  (X»  Y^^)  sqient 
\,Utu^  stir  deux  droites,  il  faut  et  il  suffit  que  Von  ait 
•  •    •  '  1  ■  '        . 

AU  =:  O. 

t.  Et  il  en  résulte  cette  conséquence  impoiMaïUe  :  •  . 

ÇoROLLÀiBB.  -r-  Par  un  po/int  d^inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  on  peut  mener  à  cette  courbe 
trois  tangentes^  indépendamment  de  celle  qui  touche  la 
courbe  au  point  d'^inflexion^  et  les  points  de  contact  de 
la  courbe  a\>ec  ces  trois  tangentes  sont  en  ligne  droite  i 
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1^2.  Les  cbn^deralîoDs  qai  priécèdkiU  nous  pennet,- 
tent  d'établir  le  théorème  suivant  qbe  Sleiner  â  pttMlé 
atna  <iéinohsU^ËltioIl  dans  Je  tome  XI  dn  Joumed  de  Ma^ 
théinatiques  pures  et  appliquées. 

Théorème  II.  —  Une  courbe  /fu  troisième  degré  ççiii'- 
tient  en  général  a 7  points  en  chacun  desquels  elle  peut 
aPoir  uh  contact  du  cinquième  ordre  auec  une  conique. 
L* équation  du  vingt-septième  degré  qui  détermine  ces 
aj  points  ^st  toujours  résolubte  algébriquement. 


Eu  eilet,  soit  P  un  ppint  de  la  eourbe  dotiDée^ 
nous  PM  tangente  à  la  courb,e  en  P,  et  rencontrant  de 
.nouveau  celle-ci  en  M.  Menons  en6h,  par  le  point  M^, 
trois  sécantes  qui  rencontrent  la  courbe  aux  points  A 
et  B,  C  et  D,  E  et  F  respectiveraent. 

Si  le  point  M  est  un  point  d'inflexion,  les  six  points 
A,  B,  C,  D,  E,  F  seront  sur  une  conique  (n**  558),' et  sî l'on 
fait  varier  ces  sécantes  de  manière  qu'elles  tendent  toutes 
les  trois  vers  la  limite  MP,  la  conique  variera,  et,  à  là 
limite,  elle  aura,  avec  la  courbe  donnée,  «îx  points  com*- 
muns  ooiifoiidus^n  uu  seul^.  il  y  aura  «donc  en  P  obaUci 
du  cinquième  ordre.        .      . 

Mais  si  le  point  M  n*cst  pas  un  point  «d'inflexion,  la 
conique  déterminée  par  les  cinq  points  B,  C,  D,  E,  F  ne 
passera  pas  par  le  point  A,  quelque  voisine  de  MP  que 
soit  MAB,  et  elle  coupera  la  courbe  donnée  en  Un  sixièoiç 

38. 
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TOint  A';  donc,  guani^^pn  arr^^^^^  la  conîcpie 

aeviendra  osculatrice  en  P  à  la  courbe  donnée,  comme 
,        »^  .  -Il  nnaèuhi)  'mu 

dans  le  premier  cas;  mais  elle  coupera  celle-ci ^en  un 

nouveau  point  et  elle  aura'  seulement  avec  elle  un  c6k^ 

tact  du  quatrième  ordre.  ^  .  >  i 

Il  resuite  de  la  que  les  points  F,  qui  posseaent  lapro* 

•pbiétéi contenue»  i^aais  FéÊiKméé^  drf'«yéoi4ài!Éë>^^0dtft^^lêà 

.1  Pff^fli  lPsp?,9^Mn^çe8  4p8.pçt^.}iHpJ^ 
primables  par  .def^.^^p^ç^wç9,(iilçf^r^^^^ 
coefficients  de  l'équation  qui  représente  la  courbe  donnée; 
Ai  dtilt'ti,^  là^détéribbiiiSiibh  tfeà^tt^cîl*'^ 


jours  résoluble  algébriquement.  ^ 

'*!)><linM  el  ')\>  iiiiiirMiiibuiiUin  Jldjin  /ib.)    (i)  iioijLUp 

Fràpnete  ds  rjsqua^ion  du  neuvième  ,desre  aui  a  pour 
racines  uss  aoscissesaes  pomsxi  inflexion  a  une  courbe 
fl«  tnyisicine  degré.  v  •  r 

S63.  Soit  V 

(1) 

l'équation  d^une  cdte'atii^dîéiëtUë'àép  ëHc^èîyste. 

4onttééfif<i^èt)I^neb^  et  f ',Jnopff  av^s^^^ièfilë  lëé^|iiânts 

diinfiexi6ni>fle  cette<conrbe.iboiit  «ur/ulkeisbc^lideqceiitffce 
du  trôisième^degféi^  uukj  i^an  ^nuo'i  /if  «f»  <*'^^»  i^q  o«<;>x({ 

(2)  ,         i^WirrO. 

8i  l'on  élimine  j^  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  obtient 


)■' 


ommo^   .95nriiob  ^)aTiio')  bI  k  H  cf^ ')'^nt  nrvo  Fi(Ht»iy*ïl[^ 
une  équation  .,  .         . 

ffu   fl'>  irj-alTo.')  BTfoquoo    >il'>  eu^m  .-i;>  iMrnfi.cf  jl  «^ffBt> 

homogène  par  rapport  a  x  et  z  et  au  neiivieine  aegre. 

^«itf^I'ëfilSè,  èWitfe  lëi'miii«à'leTëqiffitl6^^{3);*  (féi'i^ft 
lations  rematâifiblës  qife'WÂs^^ill^s' Éîk' èbiîtikllt^è^ 

a  cnaque  racine  r  oe  requaticrn  (a)  peut  s  exprimer  en 
quation  (i).  Gela  résulte  immédiatement  de  la  méthode 


nées  de  cnaque  point  a  inflexion  de  la,  courbe  proposée 
doivent  satisfaire  a  une  même  equalioii  de  la  forme 


(4.  J  =  ^(î) 


)\')f^        i'(U' 


ndous'pohiÉs  )d^infl6xioB  de> Jatffconrbe  i ( i )  ;  >  lat^droite  qui 
passe  par  ces  deux  points  aura  pour  équation'  »î'  >    <    rf' 

2  Z.  2  2i 
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I 

Eu  désignant  par  —  X  —  la  valeur  commune  des  deux 
membres,  il  vient 


-  (Zo  4- >3|  )  =  JTo  -t- >X,  , 

z  '■ 

z 

•    . .   .   • 

on  peu t  disposa  de  z  4e  manière  que  Ton  ait  z=:Zo -H  ^«Ti, 
et  l'on  voit  alort  que  notre  droite  pourra  être  représentée 
par  les  trois  équations  suivantes  : 

(5)  XzzrXo-f-lJTi,      J=:7o-î-Vi>      Z  =i:  Zo -h  ^Zi. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  obtiendra  tous  les  points 
de  la  droite,  eu  donnant  à  X  toutes  les  valeurs  possibles.  : 
Or,  d'après  le  théorèmedeMaclaurin  démontréau  n^634, 
côtte  droite  coupe  la  courbe  (i)  en  un  troisième  point 
d^inflexion;  pour  avoir  la  valeur  de  X  qui  convient  à  ce 
troisième  point,  il  suffit  de  porter  daiis  Téquation  (1)  les 
valeurs  de  x,y,  z  tirées  des  équations  (5),  et  de  résoudre 
ensuite  Téqùation  obtenue  ainsi,  par  rapport  à  1.  Par 
cette  substitution  il  vient 

les  indices  o  et  i  indiquant  que,  dans  Icis  expressions  qui 
en  sont  affectées,  on  doit  mettre  Xo  >  /o  «  z^  ou  Xi ,  j^j ,  Zi 
à  la  place  de  a?, y,  z.  En  effet,  il  résulte  immédiatement 
de  la  formule  de  Taylor,  qu'après  la  subslilution,  les  deux 
premiers  termes  de  u  sont 

W'-*-^["(S).-^^-(|).-*-*'(S).]' 
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.  ^  ■'  '     '  •    .  •  » 

et  il  est  évideni  que  les  deux  derniers  lermes  doivent  m 

déduire  de  ces  deux-ci,  en  changeant  Xo^y^y  Zq,  Xi^jr^ 

Zi  en  Xxi,  Xji,  X^i, -jTe,  y79,  y^o. 

Si  l'on  supprime  les  termes  (ii)o  et  (u)i  qui  sont  nuls^ 
l'équation  (6),  divisée  par  X,  donne  la  valeur  suivante 
de  X  : 

^^^  •'      ^-"^     /fiu\      '  y^^v' 77?5v'  -  • 

qui  convient  au  troisième  point  d'inflexion.  Si  Toii  de-t 
signe  par  —5  —  les  coordonnées  de  ce  point,  et  qu'on 

poptoU  valeur  de^)  que  »ous  venons  4^  tiiicmver»  dtnf 
les^uations  (5),  onauraf 


>    ,  • 


-['•(f).-(f),--f):i--'[<§).^-.(IJ:-.(f).1, 


Considérons,  en  particulier,  la  première  de  ce$  équa* 
tions  :  le  second  membre  ne  change  pi^s^  quand  on  change 
Xoj  fat  ^0  enrri,  j-j,  Zj,  et  réciproquement;  en  divisant 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  ce  ^eçond  membre 
par  zlz\y  il  prend  la. forme   . 


i  i .. 


!'.   » 


/.  Xq      )o     jr,      JTiX   ' 
l  — »    — }   — ^.1     -^  I  î 

Zq        Zq       Z|  Z\ 


f  désignant  une  fonction  rationnelle  qui  ne  change  pas 
quand  on  transpose  les  indices  o  et  i .  Or^  d'après  réqut«> 


tion  (4),  on  a  c/  :  îoài  I 


..•.\>'î    -.V  'li 


Fdésigaani  une  fbn<^tioi^  rationi^eUe.  Dou<^  la  yale^^r  à^  , 
~ petit  ae  réduire  à  la  forme  suivante,  .  '•-. 

0  désignant  une  fonction  rationnelle  et  aynaélrique  aes 
deux  quantité^  qu  elle  renferme.  Il  çst  évident  quej'éqm^.  . 
tion  précédente  ne  cessera  pas  d'être  exacte  si  Ton  exé- 
cute-une substitution  sur  les  indices  6,  r,  a  j  Ida!!*  on 
serait  ^arrivé  -directèèient  aux  éqliialîôùs  qii'on  '  ôbiféAt'  ' 
par  les  substitutions,    en   partàtit   dû   p/^ëmief^^tUiïiill  ^' 
d'inflexion  6t  du  troisièihe,  ou  du  deuxîêtaëet-du  troi- 
sièmey  au  Ueu  de 'parti r"du  preimier  et  du  deiiidMUél'^ 

Donc  les  abscisses  —?  —  i  —  de  trois  poîals  d'inflçxionipxi,^, 

liglie  droite  satisébnt'aiix itwwisrëlatioills    '    ^^  •  ♦'i*»»»^  >  iHbiip 

OÙ  6,  noiN  le  répétons,  diésîgkie  udë'foiictidti  t^ticimietllê^"' 
et  symétrique'.  De  cette  projiriété  réstilie,^  cômhiè 'dh*  va  '^ 
levoir,  larésolubililéderéquàti6n'(5)'.  m  ^i   n    » 

Sur  la  résolution  algébrique  d*une  classe  a  équations 

du  neui^ième  degré, 

564.  Il  était  intéressant  de  chercher  à  rattacheir  ki' 
question  particulière  dont  nous  venons  de  nous  occuper, , 
à  une  théorie  plus  générale;  c'est  ce  qu'a  fait  trc^s-heu-,. 
reusement  M.  Hesse  en  établissant  le  thép^èi^oe  «niy,9n>(i:  -i! 


Théobème.  —  Soient  "  ""   '  *^^  '  '"  '' 

(î)  '<  '■'  ■■■vci^y^^i" ,  ï    •' 


Véquation  proposée  a%miUàtpropriétày{(ptW)iâ\tXLrucinèii 
quelconques  x^  et  x  fournissent  une  troisième  racine  x.^^ 

de  telle  sorte  quon  ait  0fi  mém^  îenips 

ê 

cettè^éijuhtmihef^à  HhlàhléUP^^mqàmm^''''''^^^^^  ^^" .'' 

.-./•»  ito  i   I..    î!  •;  }''»  ••»»  »  b  -^4  r.i-^i'V.»  Mil  ')hT"b*r^')'«]  noil 
Çffl  VjOijt  qîiel,'é(juat^oa.q}ii,a;powr  i;?^i«Q$:leiiïabsçiâseaii  v 

des. pçf i^^  d'iin^pxîqi^  4!w;ie  co.urbfidWv  troisième/ clegréi ai-. ^ 

^r » ff ÇffiCj  pqffliftç , fç^çi^çs^^çpnji^yÂ^^ X\m \T^mw» •  Sie .  i 
l'^qV^Pflj(î)  fl»iî^M^fW^!.^Ujï^i^el^^iQps(:a)j.,l[i  «^  é¥if-'.i.. 
dent  que  chaque  racine  fait  partiis  de  quatre  combinai-  ^ 
soiii  Ulé*  tïWs^Wacihfe'îfàhjii'^uées  [  par.  suite /"^éù*  comptant 

quatre  combinaisons .po4)iil.thiai^uiQjradoeftôlBiiUH*ait(4t><9  '^ 
ou  trente-six  combinaisons:  mais  chacune  de  ces  com- 

binaj^oùs/ié  trouvant  répétée  irj[>ts  fois,  ou;  voit  qiji^l  n'y 
a  que  douz^  combinaisons  distinctes  de  racines  conju- 
gu^flf^,^|,i  yççju^iftft  Jfi.  ;i^ofl^J)rQi|t,oîuJl  ^^HÇpn^binAiiwnMi  ^  /.o 
trois,  r^îV^fi?„Çftt^  ^i\}}<l\  %x^(^\ll\Wi^^9m9iiKi0ïxîk^^  >  » 

de  trois  racines  non. ço.nj^^g^çaç.,  |   ,}.  .,i|îvU'l'^  >»  ^  '    î""  *♦• 

Considérons  Tùn  quelconque  des  quatre  groupes  de 
racines  conimçuéeSj.el  désisnons-Iapar  ,  \       ■> 

^y  •^/  -^^ >  ^x^  fy^  ^}/y  '  ^V*  -n"  *]<,." . 

Oh  p«àtsUppoier»qtie  ii?;;i  ':r^);  i'JJûé  MéVii  'pAhi  totiju- 

guéeSyièt,  pafr'àiiite;  on  pourra  les  considérer comme.trois    * 
racines  quelconques  non  conjuguées.  Alors,  comme  rien 
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on  aura  ce$  trois  combinaisons  de  Tacipe&  coujugu^ati  : 

^/"^x"^/'  ^x^-^x*;'»  -^x^x'^AS 

les  six  autres  combinaisons  de  racines  conjuguées  sont 

alors  nécessairement  ^ 

I  '-Il  •       f 

I  •»  M 

On  voit  que  les  neuf  racines  sont  exprimables  en  fonc- 
tion rationnelle  de  trois  racines  non  conjuguées  quelcon- 
ques a:^,  x^,y  x^n  5  pn  a  effectivement 

Gela  posé,  désignons  par  o;  une  constante  indéterminée,^, 
et  formons  la  fonction  symétrique  suivante  de  trois  ra« 
cines  conjuguées  quelconques  x^^  Xj,  x   du  troisième^d^ 
grépàr  rapport  à  «,  savoir  :  '       '      '     •  •  = 

(4)  ^'x,A,;.==(«-^x)(«-'a)(«-^/*)j 

I 

en  remplaçant  x^,  x^^  x  par  chacune  des  douze  combi- 
naisons de  racines  conjuguées,  on  obtiendra  les  doii2e 
valeurs  distinctes  de  la  fonction  jr^^  ^^   , 

Formons  ensuite  la  fonction  symétrique  suivante, 

qui  çst  du  troisième  degré  par  rapport  à  Tixidétermi- 

née  ê.  Soient  ^oj  ^i?  fî?  ^^  les  quatre  valeurs  que  prend z 

quand  on  y  met  successivement  pour  y,^  ^  u,^  J'x'  )!  u'» 

J^K^,  X"  a"  ^^^  quatre  groupes  de  vmleui^  qui  convieDnent  i 
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^es  quœûlés.  Formons  eufm  Téquation  du  quatrième 
degré 

(6)  z<  -h  A|  ^  -f-  k%2}  -f-  Aa»  -h  A4  =  o, 

qui  a  pour  racines  Zo,  ^i,  Zs,  ^s* 

Je  dis  que  les  coefficients  de  l'équation  (6)  sont  expri- 
mables rationnellement  en  fonction  des  quantités  connues 
jle  Téquation  (1)  et  de  la  fonction  9.  En  effet,  on  à 

(7  )      <  y^\  /,  ^'  =  («  -  -^x')  («  -  -^^0  (*  -  v)' 

'  en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (5)  et  en  se  ser- 
Tant  des  formules  (4),  on  aura  la  valeur  de  z  exprimée 
0n  fonction  rationnelle  de  trois  racines  non  conjuguées 

[îr^,  x,^  Xn.  savoir  : 

•t  catte  fonction  if  sera  symétrique  par  rapport  kx  ^  x  , 
X^ii\  car  il  est  aisé  de  voir,  d'après  les  formules  (3),  qu'ea 
permutant  ces  trois  racines,  les  quantités  j*^  ^^     ?  /x'  /    '? 
V  «  ^„    „  ne  font  que  se  changei?  les  unes  dans  les  autres, 

ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  de  z, 
m      Elevons  le  second  membre   de  l'équation  (8)  à  une 
^  puissance  entière  quelconque  de  degré  m  ^  désig[nons  par 


*.WI 


2  '''K' 


^^/*  ^^f 


'  "^k"). 


Ja  somme  des  termes  qu'on  déduit  de  ^  (^x^y  x^,y  ^x")""  ^^ 
prenant  successivement  pour  x^^  x^,^  x^n  les  soixante- 
douze  combinaisons  de  trois  racines  non  conjuguées;  par 


2+(*'«'*'*''*^')' 


t,«  'Vklir.V.A**..9^*  l*" 


004      '  COURS   D  ÀLGEffÂB   SUPERIEURE. 

la  somme  des  termes  qu^on  déduit  de  ^(^^^  S^f/a^^W 
prenant  successivement  pour  x^y  x^,y  x^»  les  douze  com- 
binaisons de  racines  cotiji^ées;  enfin  par  ^   "^  J^    "'' 

^^P  («ï^x»  *x'»  V)*"  ^  ^^^^'  *^*1  ■^'' 

la  somme  de  tous  les  termes  qu^'oji  déduit ^d/e^  ^,  \fc^^  x/T 
en  prenant  pour  x^j  x^,y  x^,,  toutes  les  aufitre-vinet-qualre 
combinaisons  de  trois  racines/On'àiMi  ^ 

(9)  '  .  ïf         • 
I    ..\   .   ).    t^iiA  i^'.M^iO'il  moi    iî  ♦    i»iiiJ'iq/^I    Jflob 

Le  second  membre  de  cette  formule  lo)  esJtune  foBt* 
tion  rationnelle  et  symétriqtie  de  toutes  les  iradDa,' 
et  Ion  peut,  par  conséquent,  1  exprimer  en  fo]QiCt|M 

rationnelle  des  quantités  connues.  11  en  est  de  même  a  ' 

^  *  r.  Il  »  r  :ii)»  ;iriV  no  ^«'■1011100 

2  ^(^x»  •^x'»  ^x")"*?  ®^  ^^^^'»  ^x>  -^x'»  ^x*  ^^*"^^  des  n* 
cines  conjuguées,  on  a  w«  <'  1 

d*où  il  suit  que     /  •    •''  .1  i.|:»lf>   iii^q  ^-niR- 

,        •  •    '  ■    '    t'  '  i  .•  :  JM,Mi.        II*.  I   II   »Jjll':f»-  t   )((    / 

est  égale  au  tiers  de  la  somme  des  trente-six  valeurs  qw 
prend  '  , 

quand  on  prend  pour  x^^  x^i  les  trente-six  combinaisoni 
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de  deux   racines.   E^   désignant    cette   somme  par  Le 


el,  par  suite,  .  .    ^  .   i      Y^ 

ce  qui  montre  qijie'V  ^^^^  oc^,-^  x^)t\  est  i^  f fonction 

rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les/acines;^on  peut 
..  donc  Fexprimer  en  fonction  rationnrfte  des  quantités 

eonpues.  Si  maintenant  on  remarque  qu'aux  soixantâ- 
}   oonze  combinaisons  qe  racines  non  coiuuguees  repon- 

I  Qeiil  seulement  quatre  jvaleurs  de  la  fonction  z"",  savoir  : 

II  î^,  ii*fy  zf^lz'l^  eî  que  chacune  ♦cîè  ces  valeurs  rèyient  dix- 
"   nuit  fois,  on  verra  que  1  on  a  ' 

1   -n  i")h  liirJ'j  .'  '\.  ,..t.  ,  '1    .\'>y  '  »'•!   ;         '■    .  ^  ■    ^     -  ^ 

::  (12)    < + < -H z; + z;  =:-^2i  .:i'iif>>^?.?H'i^fûtr);:? » ..  ..n . 

•  Ipik donti^int  au  h|(>mKrjQ  rh  les  valèurè  t,  a,  3,  4)  on  ob- 
^  tiendra,  par  la  formulée  (i^a),  les  sompies  de  puissances 
I  semblables  des  racines  de  l'équation  (6)  qui  sont  néces- 
=  saires  pour  calculer  les  coefficients  Ai,  Ai^j  lAj',  lÀiy'oifi 
voit  que  ces  coefficients  se  trouve^  ainsi  exprimés  en 
.    fonction  rationnelle  des  quantités  httinues. 

Voici  inaintenant  comment  on  obtiendra  les  racines  de 
Féquation  (i).  Un  cherchera  une  racine  quelconque  de 
Péquation  (6).  Cçjtle  racine  sera^  d'après  ce  qui  précède, 
une  fonction  entière  et  du  troisième  degré  de  Tindéter* 


004      '  COURS   D  ALGEBRE   SUPERIEDRE. 

la  somme  des  termes  qu^on  déduit  de  ^(^^^  ^l'im^'f^^ 
prenant  successivement  pour  x^y  x^,y  x^w  les  douze  com- 
binaisons de  ii'aoânes  co^iji^ées}  enfin  par  ^]^  ^    -"' 

^^  (ar^,  X^,,  X.^nY  -  JilU^  ïBq   J} 

la  somme  de  tous  les  terfflgs  qu^'oft  déduit  4d)e^  ^,  \fc^,^  x/T 
en  prenant  pour  x^j  x^,^  x^u  toutes  le$x|ufitre-vinet-qualre 
combinaisons  de  trois  racines.  On^àihé  ^ 

(9)  ' 

-  ,i,i.i    f.\   '   h    t^uin  i'i    H'-u  mot    i\  \    i>iiii-iq/>l    iflOD 

Le  second  membre  de  cette  formule  jq)  esi  une  font* 
tion  rationnelle  et^  symétrique  de  toutes  les  iraciiitt, 
et  Ion  peut,  par  conséquent.  1  exprimer  en  fopctÎM 
rationnelle  des  quantités  connues.  Il  en  est  dé  même  a 

2  'l'(^x'  -^x''  ^x")"'?  ®^  ^^^'^'î  ^x5  -^x'»  ^x*  ^^^^^  des  ra* 
cines  conjuguées,  on  a  %«é  <'■  > 

->!'[*x^,^iô'K''v^i)]*r^''  ^^  ■'''''"■'' 

d*où  il  suit  que     /  .  .^  .1  Til.:>îr>   «i,oq  -»Tiif,' 


est  égale  au  tiers  de  la  somme  aQ^  ti'ente-six  valeurs  qw 
prend  '   , 

......  »-.  .  ;  I      .*  .  I      .    .       /p^tUt    A      II     'fi    »flf»f     ini' 

quand  on  prend  pour  x^,  x^,  les  trente-six  combinaisons 
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de  deux   racines.   E^   désignant   cette   somme  par  Le 

•îK  iïM]  l'jf  I'    frai  >U  n   '-.m  ï«»  ,  *•     ^oc 

cl,  par  suite,  .  ^   x  ^  v    ;  ^<^ 

l     ~  3  à,t te  *^;^®HCf'i^;w  , <.!•...  .• 


ce  qui  montre  qye'V  ^-ï^;,»  ar^'^  **^x'')  ®*t-iyfe  /fonction 

rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les/acinesaon  peut 

donc  Fexprimer  en  fonction  rationnéftte  des  quantités 

conpues.  Si  maintenant  on  remarque  qu'aux  soixantâ- 

'.    aouze  comninàisons  qe  racines  non  conjuguées  repon- 

f  lient  seulement  quatre  valeurs  de  la  fonction  z"",  savoir  : 

*    A, ,  «7j  -2^7 >,  -2? 5  et  que  chacune ^e  ces  valeurs  reyient  dix- 

5ÉI>   UilU^Ul    'M>    J'>    11')    il       .4Vnn»H»  I    >  ij;!l    I  IJI<   r-   .1»    ,«|.   JM'>    .;!}    » 

nuii  lois,  on  verra  que  1  on  a  ' 

(12)   ^'^^:'^^:'^<=-i^zHf/-^.M*fi!^^^^^ 

lfln^donl]aIlt  au  hjcHnbriQ  r^les  valèuràlt,  a,  3,  4»  on  ob- 
tiendra, par  la  formulée  (i^a),  le$  sompies  de  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (6)  qui  sont  néces- 
saires pour  calculer  les  coefficients  Ai,  Ai^j  lAfi;  lAi^^dn 
voit  que  ces  coefficients  se  trouvent  ainsi  exprimés  en 
fonction  rationnelle  des  quantités  ^fètinues. 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  les  racines  de 
I  équation  (1).  On  cherchera  une  racine  quelcon^e  de 
Téquation  (6).  Ce|tte  racine  sera,  d'après  ce  qui  précède, 
une  fonction  entière  et  du  troisième  degré  de  Tindéter* 
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Tnioée  o  ^  en  égalant  à  zéro  ceM^  racine,  on  aura  une  éqns- 
tion  du  troisième  degré  en  S  dont  les  racines  seront  les 
trois  quantités  qui  forment  l'un  des  quatre  groupes  dam 
lesquels  se  partagent  les  douze  quantités  j^  ^  «.-En  éga- 
lant à  zért)  une  de  ces  nouvelles  racines,  on  aura  «ne 
équation  du  troisième  degré  par  rapport  à  rindétermi- 
née  a  5  les  trois  valeurs  de  a  racines  de  cette  équation  se- 
ront trois  racines  conjuguées  de  Téquàtion  (1).  Pour  avoir 
toutes  les  racines  de  Téquation  (1),  il  isuffit  d opérer  de  la 
même  manière  avec  chacune  des  racines  de  réquation  (6). 


*        ■ 
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« 

ôbk  LES  ÉQUATIONS  RÉSOLUBLES  ALGÉBRIQUEMENT, 


I  • 


Recherches  fie  Galoîs,  Théorèmes  généraux. 


.'I 


565.  L'analyse  que  nous  avons  développée  dans  le^ 
deux  Chapitres  précédents  nous  a  conduit  à  la  résolution 
algébrique  de  certaines  classesd'équations.  Mais  ces  équa- 
tions si  remarquables  spnt-elles  les  seules  qui  soient  sus- 
ceptibles d'une  telle  résolution?  Quelles  sont,  en  d'autres 
termes,  les  équations  résolubles?  Telle  est  la  question 
c}ui  vient  se  poser  naturellement  et  à  laquelle  Abel  et 
Galois  ont  les  premiers  attaché  leur  nom. 

Je  me  propose  d'exposer  ici  la  théorie  contenue  dans 
le  Mémoire  de  Galois  intitulé  :  Sur  les  conditions  de 
résolubiiité  des  écjuations  par  radicaux  ^  ce  Mémoire  a 
été  publié  pour  la  première  fois  en  1846,  dans  le  tome  XI 
du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  y 
quinze  ans  après  la  mort  de  l'illustre  auteur.  J'ai  suivi 
Tordre  des  propcrsitions  que  Galois  avait  adopté,  mais 
j'ai  dû  le  plus  souvent  suppléer  à  l'insuffisance  des  dé- 
monstrations. 

Nous  avons  défini  avec  précision  (n°*  100  et  515)  le 
sens  qu'on  doit  attacher,  dans  chaque  cas,  aux  dénomi- 
nations de  dis^iseur  rationnel  d^ une  fonction  entière^  et 
gënéralertient  de  quantité  rationnelle,  ainsi  qu'à  celles 
A^  fonction  irréductible  et  Adéquation  irréductible.  Nous 
avons  dit  aussi  qu'une' équation  irréductible  donnée  peut 
devenir  réductible,  lorsque  l'on  admet  à  figurer,  paridi 
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les  quantités  connues,  certaines  quantités  qui  n'étaient 
pas  d'abord  regardées  comme  telles. 

En  général ,  quand  nous  conviendrons  de  regarder 
comme  connue  une  certaine  irrationnelle,  par  exemple 
une  racine  d'une  fonction  rationnelle  des  quantités  con- 
nues, nous  dirons  avec  Galois  que  nous  adjoignons  cette 
quantité  à  l'équation  proposée.  En  d'autres  termes,  la 
quantité  dont  il  s'agit  sera  dite  adjointe  à  l'équation. 
Alors  une  quantité  sera  rationnelle,  si  elle  peut  s'ex- 
primer par  une  fonction  rationnelle  des  quantités  primi- 
tivement connues  et  des  quantités  adjointes.  Ainsi  l'é- 
quation 

x^  -\-  x"^  —  4*^'  —  ^x-\-  lz=:  O^ 

dont  dépend  la  division  du  cercle  en  quinze  parties  égales, 
est  actuellement  irréductible,  parce  que  les  quantités 
regardées  comme  connues  sont  ici  les  seuls  nombres 
rationnels;  mais  elle  deviendra  réductible,  si  on  lui  ad- 
joint une  racine  de  l'équation 

z'  —  5  =  0, 

c'est-à-dire  si  on  lui  adjoint  le  radical  y  5  ;  effectivement, 
son  premier  membre  est  le  produit  des  deux  facteurs 


x'+i±i5 


1 


lesquels  sont  rationnels,  après  l'adjonction  dont  il  vient 
d'être  question. 

Les  recherches  de  Galôis  reposent  sur  les  propositions 
démontrées  aux  n^*  490  et  492,  qui  acquièrent  ainsi  une 
importance  considérable,  et  sur  les  propriétés  des  sys- 
tèmes de  substitutions  conjuguées.  Galois  emploie  la  con- 


.ni-  -    .>i'   *:    "  '    ^»  ^■'^" 
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siaeration  des  groupes,  de  permutations  dont  nous  avons 
parlé  aux  ii^'  430  et  431 ,  mais  il  nous  a  paru  préférable 
de  nous  en  tenir  aux  substitutions.  Au  reste,  ce  n^est  là 
OÙ  un  simple  changement  dans  la  forme  des  énoncés  des 
théorèmes,  ca,r  il  nV  a  lieu  de  considérer  les  permuta- 
t^ons  qu'ail  point  de  vue  des  substitutions  par  lesquelles 
on  passe  des  unes  aux  autres. 

-    566u  i^fiioBEME  I. — Soit 

une  équation  de  degré  n  dont  les  n  racines 

5p.7^f  iffÇ^é^f^s.  Jl  -existe  toujours  un  système  de  substi-- 
p^i^iftf^.^ ^coijtJMgii^s  Gs  jouissant  ddla  double  propriété 
sjiiiyfini,ç  ;.;....=  ...,■... 

.  j.i^  Que  tçute, fonction  rationnelle  des  racines  dont  la 
valeur  numérique  est  im^ariable  par  lés  substitutions  de 
G  soit  exprimable  en  fonction  rationnelle  des  quantités 
connues  ; 

2^^  ftéçfprpquem^ent,jf .  que .  toute  fonction  rationnelle 
des  raçii^es^  ejçpriinif,bk^  ratipnriellemànt  par  les  quan- 
tités connues,  consente  la  même  valeur  numérique 
quand  on  lui  applique  toutes  les  substitutions  de  G. 

Il  est  bien  entendu  que,  dans  cet  énoncé ,  nous  com- 
prenons parmi  les  quantités  connues  celles  qui  ont  pu 
être  adjointes  à  Féquation. 

Soit  y  une  fonction  rationnelle  des  racines  (a)  telle, 
que  lés 


'  i 

N  =  1 .2. . .  n 


ii(    Il 


fonctions  qu^ôn  en  déduit,  par  les  substitutions,  aient  des 
valeurs  numériques  inégales^  par  exemple,  on  pourra 
faire 

II.  39 
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^Q9  ^if«)^|i-i  étant  des  nombres  entiers  convenat>l9inent 
choisis*  Soient  encore 

^(V)  =  o 

r^cjugtion  du  degré  N  qui  a  pour  racines  lp3  N  yalpurf 
de  V,  et  F(V)  un  diviseur  irréductible  y  d'ua  ççrtaii^ 
degré  V,  du  polynôme  ^(V).  Désignons  çnfia  lç§  v  r^r 
ci  nés  de  Téquation 

(3)  F(V)  =  o 

par 

(4/  V|,  V|,   Va,...,    Y.^ j. 

D'après  le  théorème  du  n°  492,  les  n  racines  x  de  l'é- 
quation (i)  pourront  être  représentées  par  Tune  quel- 
conque des  lignes  horizontales  du  tableau 

^l^aCV,),     f{v,),     ^,(v.),...,     Vt(v.), 

^Q  (^)>  ^i  (^)»  •  •  •  étant  des  fonctions  rationnelles  de  V 
et  des  quantités  connues.  Le  tableau  (5)  renferme  ainsi  v 
permutations  des  racines  a:,  et  nous  avons  démontré  au 
n?  492  que  ces  permutations  forment  un  groupe,  c'est- 
à-dire  que  les  substitutions 

(o)  I,  S|,  Sj,...,  S,^.. ,, 

par  lesquelles  on  obtient  les  v  permutations  (  5)  au  moyen 
de  la  première  d'entre  elles,  constituent  un  système  con- 
jugué G.  Je  dis  que  ce  système  G  jouit  de  la  double  pro- 
priété énoncée. 

En  elTet,  désignons  par  il  une  fonction  rationnelle  des 
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racines  (a)  et  posons 

û=:  <î»[^.(Vo),  f  (Va),.  ..,.[.„„.  (V.)], 

A  sera  une  fonction  rationnelle  4e  V^,  et  Vf^t^  pourra 
écrire 

(7)  a^Y(Vo), 

^  étant  une  fonction  rationnelle. 

Cela  posé)  supposons  d'abord  que  la  valeur  numérique 
de  il  ne  soit  pas  changée  par  les  substitutions  (6)  du 
système  G;  comme  ces  substitutions  peuvent  s'effectuer 
en  remplaçant  successivement  Yo  par  chacune  des  va» 
leurs  (4)9  on  aura 

et,  par  suite, 

le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  sy- 
métrique des  racines  de  Féquation  (3)  ^  donc  A  est  expri- 
mable en  fonction  rationnelle  des  quantités  connues. 

Pour  démoutrer  la  réciproque,  supposons  que  û,  soit 
exprimable  en  fonction  rationnelle  des  quantités  connues. 
Alors,  d'après  la  formule  (7),  V^^  sera  Tune  des  racines 

de  l'équation 

Y(V)  — û  — o; 

mais  comme  Y^  est  racine  de  Féquation  (3)  que  nous 
$upposons  irréductible,  toutes  les  racines  de  cette  équa- 
tion (3)  doivent  satisfaire  à  Féquation  précédente,  et  l'on 
a  en  conséquence 

a  =  Y(Vo)r=Y(V.)=-...=  Y(V,_,);       „ 

« 

la  valeur  numérique  de  il  est  donc  invariable  par  liçs 

39. 
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substitutions  de  G,  ce  qui  achève  la  démonstration  da 
théorème  énoncé. 

Pour  abrégeï*  le  discours,  je  donnerai  le  nom  defonC" 
tion  résolvante  à  la  fonction  V,  et  Téquation  irréduc- 
tible (3)  sera  dite  équation  résoli^ante, 

567.  Théorème  II.  —  Toute  substitution  qui  jouit  de 
la  double  propriété  mentionnée  dans  V énoncé  du  pré'- 
cèdent  théorème  appartient  au  système  conjugué  dont 
ce  théorème  établit  V existence. 

Conservons  toutes  les  notations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  la  démonstration  du  théorème  I,  et  désignons 
par  X  une  fonction  des  n  racines  Xo,  Xi,. . .,  Xn^\  qui 
prenne  par  les  substitutions  les  M  =1.2.3...  n  va- 
leurs 

numériquement  distinctes.  Soient  aussi 

» 
Xç  y     X|  f      A-a  9  .    .  .  ,      A.y I 

les  V  valeurs  que  prend  X  quand  on  lui  applique  les  v 
substitutions  de  G,  et  posons 

n  =  (X  -  Xo)  (X  -  X.) ...  (X  -  X^_,), 

X  désignant  ici  une  indéterminée.  La  valeur  de  la  fonc- 
tion H  est  invariable  par  les  substitutions  de  G;  elle 
est  donc  exprimable  rationnellement  en  fonction  des 
quantités  connues,  d'après  le  théorème  I.  D'ailleurs,  il  est 
évident  que  la  valeur  de  £1  changera  si  Ton  applique  à 
cette  fonction  une  substitution  T  non  comprise  dans  le 
système  G;  donc  la  substitution  T  n'a  pas  les  propriétés 
des  substitutions  de  G  qui  font  l'objet  du  théorème  I. 

Ainsi  les  substitutions  de  G  jouissent,  à   l'égard  de 
Téqua tion  proposée,  d'une  propriété  qui  leur  appartient 
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exclusivement;  je  nommerai  ce  système  le  système  coitr- 
jugué  propre  à  V équation  (*). 

568.  Théorème  III.  —  Soit  G  le  système  conjugué 
propre  à  une  équation  donnée  de  degré  n 

•(I)  A^)  =  o, 

* 

à  laquelle  plusieurs  irrationnelles  peuvent  avoir  été  ad-' 
jointes.  Si  Von  adjoint  à  cette  équation  une  racine  z^ 
d^une  équation  auxiliaire  irréductible  de  degré  m 

(a)  ?(«)  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  rationnellement  connus,  et 
qu'après  cette  adjonction  le  système  conjugué  T  propre 
à  Véquation  (i)  ne  renferme  qvHune  partie  des  substitua 
tions  de  G,  auquel  cas  V ordre  de  T  sera  un  sous^mul- 
tiple  de  V ordre  de  G,  les  m  =  pq  racines  de  Véqua- 
tion (a)  se  partageront  en  un  certain  nombre  p  de 
groupes  composés  chacun  de  q  racines,,  savoir: 


'1  > 


Z^      J       Zj       J • • • 5    Z^  9 


de  telle  manière  que  si  Von  adjoint  à  Véquation  pro- 
posée une  quelconque  des  racines  d*un  même  groupe. 


;,,*<:>,  .<'^..-,  «,"-", 


(*)  Galott  Aiit  interrekilr  un  groupe  de  permutatioDs  correspondaDt  au 
•yalème  ooDJvgiié  dont  il  eat  Ici  «joettion,  et  il  rappelle  le  groupe  de 
i'é^mëtian. 
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fe  système  cànjbgué  T,-  propre  à  l'équation  proposée  sera 
le  même,  quelle  que  soit  la  9'acine  adjointe.  En  outre, 
les  p.  systèmes  conjugués 


*>  *i>  *î)»'«>  ii 


-t  9 


qui  dci^iennent  propres  à  l'équation  quand  on  adjoint 
respectivement  une  racine  des  groupes  successifs  y  seront 
semblables  entre  eux,  en  sorte  que  chacun  de  ces  sys- 
tèmes pourra  se  déduire  du  premier,  en  exécutant  une 
même  substitution  dans  les  cycles  qui  composent  les 
diif erses  substitutions  de  celui-ci.  Il  est  év^ident  que 
chaque  groupe  se  réduit  à  une  seule  racine  si  m  est 
premier. 

Désignons  toujours  par  V  la  fonction  résolvante  et  par 

(3)  F(V)==o 

Tëquatiôn  irréductible  de  degré  v  que  nous  avons  hônimée 
équation  résolvante;  soient  aussi 

'oj    V| ,   Vj,...,    Vy j 

les  V  racines  de  l'équation  (3). 

Si,  après  Tadjonction  d'une  racine  z^  de  l'équation  (a), 
l'équation  (3)  reste  irréductible,  il  est  clair  que  G  de- 
meurera le  système  conjugué  propre  à  l'équation  (i). 
Mais  il  n'en  sera  plus  ainsi  si  l'équation  (3)  se  réduit; 
c'est  le  cas  que  nous  avons  à  examiner. 

Soient  X(y,  z^)  l'un  des  facteurs  irréductibles  de  F(yj 
et  /x  le  degré  de  ce  facteur;  on  peut  supposer  que,  dans  le 
polynôme  X,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  V 
soit  l'unité  et  que  les  autres  coefficients  soient  des  fonc- 
tions entières  de  la  racine  z^ .  Cela  posé^  z-  étant  regardée 
comme  une  indéterminée,  eâectucms  la  diviaioB  des  polf 
nômes  F(V),i(V,  ^)  et  désignons  par  A(V,  ^),  0(V,r) 
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le  c(ti6(iéiit  et  le  reste  de  cette  division  ;  en  aura 

Y{\)  =  \(V,z)A(Y,z)^&{y,z), 

et,  d'âpres  hotre  hypothèse,  on  a  idçntiqiLément 

e{YyZo)=:o; 

car  le  polynôme  0  (V,  z)  est  au  plus  du  degré  (i  —  i  eii 
V,  et  la  précédente  équation  est  satisfaite  par  chacune 
des  fÂ  racines  V  de  l'équation 

Ainsi,  dans  le  polynôme  ©  (V,  z),  les  coeflScients  des  di- 
verses puissances  de  V  doivent  s'annuler  pour  z  =  ^^  ; 
par  conséquent,  ces  coefficients  s'annuleront  aussi  si  l'oi^ 
y  remplace  z  par  une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (u),  puisque  celle-ci  est  supposée  irréductible. 
D'après  cela,  si  Fou  représente  par 

les  m  racines  de  1  équation  (2),  le  polynôme  F  (V)' sera 
divisible  par  chacune  des  fonctions 

Le  produit  de  ces  fonctions  est  urie  fonction  «htièrè 
de  V  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  foiicjtions  sy^* 
métriques  des  racines  Z]  doue  ce  produit,  que  nous  re-* 
présenterons  par  n(V),  est  exprimable  rationnellement 
par  les  quantités  connues. 
Les  racines  de  l'équation 

n(V)i=o 

appartiennent  toutes  à  l'équation  (3))  et  puisque  celle-ci 
eit  Actuellem^tit  irréductible,  lé  polynôme  ÏJ  (V)  eét  d|- 
^éible  ptr  F(V).  Soit  (/  t'èXpèdAét  àè  là  plUi^  hiiùCè^i^à- 
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sance  de  F(V)  qui  divise  exactement  II  (V)  et  posons 

n(V)=:[F(v)]fn,(v), 

il  est  évident  que  IIi  (V)  doit  se  réduire  à  une  constante, 
ou,  si  Ton  veut,  à  l'unité,  puisque,  dans  nos  polynômes, 
le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  est  égal  à  i .  En  effet, 
si  le  contraire  avait  lieu,  Téquation 

n,(V)=:o 

n'ayant  que  des  racines  appartenant  à  Féquation  (3), 
n,  (V)  serait  divisible  par  F(V),  et  Texposant  q  ne  satis- 
ferait pas  à  la  condition  qui  lui  a  été  imposée.  Ainsi, 
Ton  a 

n(v)=r[F(v)]î 

ou 

(4)       [F(v)]^  =  Mv,*.).Mv,^.)...Mv,2-^.). 

Diaprés  notre  hypothèse,  le  polynôme  X(V,  «o)  est  irré- 
ductible, c'est-à-dire  qu'il  n'admet  aucun  diviseur  de  de- 
gré inférieur  au  sien,  dans  lequel  les  coefficients  seraient 
des  fonctions  rationnelles  des  quantités  connues  et  de  la 
racine  adjointe  z^.  Je  dis  que  le  polynôme  X(y,  z,)  a 
lui-même  la  propriété  de  n'admettre  aucun  diviseur  dans 
lequel  les  coefficients  des  puissances  de  V  seraient  des 
fonctions  rationnelles  des  quantités  connues  et  dé  la 
racine  Z/.  En  effet,  supposons  qu'un  tel  diviseur  existe 
et  désignons^le  par  ^(V,  Z/)^  effectuons  la  division  de 
i(V,  z)  par  Ç(V, -z)  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un 
reste  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  ^(V,  z)  relative- 
ment à  V;  nommons  Q(V,  z)  et  R(V,  2)  le  quotient  et 
le  reste  de  cette  division.  Ou  aura 

>(V,z)=:Ç(V,3).Q(V,z)4-R(V,3); 

et  puisque  R(V9  z)  est  nul  pour  z=i  Zi,  on  en  conclura, 
par  un  raisonnenient  dont  nous  avons  fait  usage  pins 
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haut,  que  le  même  reste  est  nul,  quelle  que  soit  celle  des 
racines  de  l'équation  (2)  que  Ton  substitue  à  «  ;  on  aura 

en  particulier 

R(V,  z.)  =  o, 

ce  qui  exprime  que  i(V,  z^)  admet  le  diviseur  (^(V,  z^). 
Cette  conclusion  est  contraire  à  Thypothèse,  et^  par  con- 
séquent, notre  assertion  se  trouve  justifiée. 

Les  racines  de  Féquation  (3)  sont  toutes  exprimables 
en  fonction  rationnelle  de  Tune  quelconque  d'entre  elles. 
Cela  étant  rappelé,  considérons  les  deux  équations 

(5)  X(V,Z,)  =  0,      >(V,»y)=0, 

et  désignons  par  V^  et  9  (V^)  deux  racines  de  la  pre- 
mière, 0  étant  une  fonction  rationnelle.  Je  dis  que  si  Y^ 
est  racine  de  la  deuxième  équation  (5),  0{Y^\  sera  égale- 
ment racine  de  la  même  équation.  En  effet,  on  a 

>(V„,z,)=:o,     Me(V^),z,]  =  o; 

en  d'autres  termes,  l'équation 

>[9{V),z,]=o 

est  satisfaite  quand  on  remplace  V  par  la  racine  V^  de 

l'équation 

X(V,z..)  =  o; 

elle  admettra  donc  toutes  les  racines  de  cette  dernière^ 
car  celle-ci  n'a  aucun  diviseur  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  rationnelles  ^/,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
démontrer.  Si  l'on  suppose,  comme  cela  est  permis,  que 
6(V)  soit  une  fonction  entière,  on  peut  dire  que  le  poly- 
nôme ^[0(V),  Zi"]  est  divisible  par  X(\jZi)j  ou  que  le 
reste  de  la  division  du  polynôme 

>[e(v),z] 

par  X(V,  2):  est  identiquement  nul  pour  z  =  Zi.  Alors, 
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*pàr  lé  f'aisônrtétnetit  déjà  énlployé  deux  fois  dans  cette 
démonstration,  on  conclura  que  le  iiiénié  reste  est  nd 
aussi  pour  z  =  Zj^  c'est-à-dire  que  ^[6(V),  £f\  est  divi- 
sible par  X(V,  Zf).  Par  suite,  l'égalité 

entraînera 

MÔ(V6),«/]  =  0, 

»       ■  .  «  »  ' 

ce  qui  exj^rime  que  9  (Y A  est  racine  de  la  deuxième  équa- 
tion (5).  Nous  concluons  de  là  que  si  les  équations  (5) 
ont  une  racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines 
communes. 

Cette  analyse  établit  que,  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (4)i  chacun  des  facteurs  inégaux  se  trouve 
répété  q  fois.  En  employant  deux  indices  pour  repré- 
senter les  m  racines  z,  on  aura 

^v,z,)=^{v,z['')  =x(v,.l'>)  =...  =  x(v,zrt 

MV,z.)=x{v,zV')  =X(V,Z<")  =...=\{v,z[*-% 
;....... ) 

et,  en  extrayant  la  racine  q'^'"'  des  deux  membres  de  la 
forinule  (4)9  o^^  ^ura 

(6)  F(V)  =  l  (V,  z.),\ (V,  z.). .  A(V,  V.)^ 

car,  dans  les  polynômes  F  et  X,  on  peut  supposer  les  coef* 
ficients  des  premiers  termes  réduits  à  Tunité. 

Ainsi,  les  m  racines  z  se  partagent  en^  groupes  conte- 
nant chacun  q  racines;  en  outre,  quelle  que  soit  celle  des 
racines  d'un  même  groupe  que  Ton  adjoigne  à  Téquation 
proposée,  cette  adjonction  aura  le  même  effet,  savoir  : 
dé  éubsUtuer  à  Féquatidn  i^ééblr ante  j^rimitive  le  mèiiié 


SECTION    V.   —    tHÀPi^RE   T.  '619 

diTiéèar  de  èéitc  équation.  Et,  j^ar conséquent,  lé  sptèroe 
conjugité  |)f6pre  à  Inéquation  propti^sée  se  trouvera  lui- 
même  réduit  à  un  nouveau  système  dont  Tordre  sera  un. 
diviseur  de  Tordre  du  système  primitif.  .  ;  .  . 

II  nous  reste  à  comparer  entre  eux  les  divers  systèmes 
conjugués  r,  Fi,. . .,  Fp^i  qui  deviennent  ainsi  propres 
a  Téquation  proposée,  quand  on  adjoint  respect!  vemeh  ta 
celle-ci  une  racine  des  groupes  correspondants  que  nous 
avons  distingués. 

Les  racines  de  Téquation 

étant  des  fonctions  rationnelles  de  Tune  d'entre  elles^  i^e- 
présentons-les  par 

Vo,  e.(Vo),  e,(Vo),...,ô^_,(v.); 

soit  aussi  V^    une  racine  de  Téquation 
les  quantités 

seront  racines  delà  même  équation,  comme  nous  Tavons 
dit  plus  haut,  et  j'ajoute  qu'elles  sont  dislinbtesf  en  sorte 

qu'aucune  racine  ne  se  trouve  omise«  En  effet,  Vo  et  V^^*^ 
étant  racines  de  Téquation  (3)  qui  est  actuellement  irré« 
ductible,  si  Ton  avait 

9.{vV>)  =  9,(Vi"), 
il  en  résulterait 

ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 
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Maintenant,  Y  désignant  l'une  quelconque  des  racines 
'de  la  résolvante  (3),  représentons  par  le  symbole 

[y] 

la  permutation 

des  racines  de  la  proposée,  et  posons 

(7)  [9.{V.)]  =  S,[V.],     [9*(v:'')]  =  S<'>[(v:'>)] 
les  substitutions  du  système  F  seront 

I,    S|,    S39  .  .  •  9    S^_p 

et  celles  du.  système  Ti  seront 

Représentons  enfin  par  T<-  la  substitution  par  laquelle 

on  passe  de  la  permutation  [  Vo]  à  la  permutation  [y^^]j 
on  aura,  non-seulement 

(8)  K']  =  T,  [V.], 
mais  encore,  quel  que  soit  /r, 

[9»(vi'')]=T,[9»(V.)], 
OU,  à  cause  de  la  première  des  formules  (7), 

(9)  [9>(vi")]=T,S4V.]; 

enfin,  la  formule  (8)  réduit  la  seconde  forniule  (7)  à 

(10)  [9»(v|'')]=si«T,[V.], 

et  la  comparaison  des  formules  (9)  et  (10)  donne 

(11)  S<'>T,=  T.Si, 
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d'où 

(12)  s{'^  =  T..SATr^ 

I 

Les  formules  (8)  et  (9)  expriment  que  le  système  con- 
jugué G  est  représenté  par 

*>        Si,  S29 • .  •  )  S  j, 

Ti,       T1S19       TiOi,  ...y       ^*^tt— 1» 
'       '  1       **        Ta  Si,         Ta  Sx,...,         TiS„_^j, 

••••••• • .1 

*i»— 1>   Tp—i  Si,  Ty,«i  Ss, . . . ,  Tp_i  S„ j, 

etla  formule  (la)  exprime  que  les  systèmes  r,  Fj,...,  F^^i 
sont 

r=:i,  Si,  Sx,..,,        s  _j, 

^1  ^^^  i >  Ti  Si  Tj    ,  TiS|Tj   ,...,  Ti  S  j  Tj,  , 

{i4)  (    r,  =  i,  T,SiT7',        TxS,T7S.,.,  TxS^^jT;', 


Tp^t  —  I,  T;i-.iSiTJ_,,...,  Tp_iS^_jT^_^« 

Ces  systèmes  sont,  comme  on  le  voit,  semblables,  en 
sorte  que  chacun  d^eux  peut  se  déduire  du  premier  F  en 
•exécutant  dans  les  cycles  de  chacune  des  substitutions  de 
celui-ci  une  même  substitution  T,  ce  qui  achève  la  dé- 
monstration du  théorème  énoncé. 

569.  Théorème  IV.  —  Si  le  système  G  propre  à  Véqua^ 
tionf(x)y=i  o  se  réduit  à  un  système  F  d^ ordre  inférieur, 
par  r  adjonction  d'une  racine  de  V  équation  auxiliaire 
irréductible  y  (z)  =  o;  si,  en  outre,  les  racines  de  cette 
équation  auxiliaire  sont  exprimables  rationnellement  en 
fonction  de  Vune  à^ entre  elles  et  des  quantités  connues. 
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le  système  F  ne  changera  pas  quand  on  exécutera  df^$ 
les  cycles  de  toutes  ses  substitutions  une  substitution 
quelconque  du  système  G. 

.  Ep  eSety  soie&t . 

Zo     et     Zi  ==  ôz, 

deux  racines  de  l'équation  auxiliaire  :  9  désigne  ici  une 
fonction  rationnelle  ;  l'équation^  (z)  =  o  étant  supposée 
irréductible,  elle  admettra  toutes  les  racines 

.  z,,  0z.,  e»Zo,....,  Ô*"-*«.; 

Fun  des  termes  de  celte  suite  se  réduira  à  Zo,  et  si  l'on 
suppose 

il  en  résultera 

z,  =  ô*-'  Zi  ; 

par  conséquent  les  racines  Zq  et  Zi  sont  exprimables  ra- 
tionnellement l'une  par  l'autre. 

Il  s'ensuit  que  les  quantités  connues  sont  les  mêmes 
après  l'adjonction  de  Zq  ou  après  celle  de  Zi'^  le  sys- 
tème T,-  propre  à  TéqUation  f(x)  =  o,  après  l'adjonc- 
tion de  Z/,  est  donc  le  même  que  le  système  T  qui  est 
propre  à  l'équation  après  l'adjonction  de  Zq,  Et  comme  les 
systèmes  F,  F^  peuvent  être  représentés  par 

I,  T,Si  TJ~  y     fiSiTT  >  •  •  •  j      T,S^«.,  xr  9 

on  voit  que  le  système  F  ne  changera  pas  si  l'on  mul- 
Uplie  ses  substitutions  à  droite  par  1\,  et  a  gauche  par 

Tpî  opération  qui  revient  à  exécuter  la  substitution  X 

« 

dans  les  cycles  des  substitutions  de  F. 

Enfin,  toute  substitution  de  G  est  de  la  forme 


ce  qui  donne 

u-=s;'Tr, 

d'où 

ijs,u-'=TaS;iS,s7^t7'. 


Par  conséquent,  si  Ton  veut  exécuter  la  substitution  U 
daos  les  cycles  des  substitutions  de  F,  il  suffira  de  faire^ 
dans  ces  cycles,  d'abord  la  substitution  S^,  puis  la  substi- 
tution Ti\  il  est  évident  que  la  première  opération  ne 
changera  pas  F,  puisque  S^  fait  partie  de  ce  système  :  d'ail- 
leurs nous  venons  de  prouver  que  la  deuxième  opération 
ne  produit  elle-même  aucun  changement  sur  F^  donc  ce 
système  reste  invariable  quand  on  exécute  la  substitu- 
tion U  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions. 

CoROLLAiKE.  —7  SiVéquatiOTi  auxiliaire  est  de  la  forme 
z^==Ay  et  que  les  racines  p»*"»"  de  r unité  se  trouvent  au 
nombre  des  quantités  précédemment  adjointes,'  on  sç 
trouvera  dans  les  conditions  du  précédent  théorème. 

.  570.  Théorème  V.  —  Si  le  système  conjugué  G,  propre 
à  réquation  f  (x)=  o,  se  réduit  à  un  système  F  d'ordre 
inférieur^  quand  on  adjoint  à  l'équation  toutes  les  rur- 
cines  d'une  équation  auxiliaire  irréductible  (^{^z)^s=iO, 
de  degré  m,  le  système  F  ne  changera  pas  quand  on 
exécutera,  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions, 
une  quelconque  des  substitutions  du  système  G  (*). 

En  effet,  soit  Z  une  fonction  rationnelle  des  m  racines 


(  *  )  Ce  théorème  ne  diffère  pas  au  fond  de  la  proposition  III  du  Mrmoire 
de  Galois.  Sous  ce  titre  de  proposition  III,  Galois  avait  d*abord  inscrit 
l*énoncé  du  corollaire  de  notre  théorème  IV,  avec  une  démonstration,  mais 
il  a  effacé  le  tout  pour  y  substituer  Ténoncé  qu'il  9  adopté  définitivement. 


I    .        ».  .-.W  i    .•  /        ■■   O:  jl  J   îf. 
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de  Téquation  auxiliaire,  telle  que  les  .    v  «^ 

M  =  I  .a*3* .  .m 

fonctions  qu'on  en  déduit  par  les  substilutions  aient  des 
valeurs  différentes*,  soient  en  outre 

S?(Z)  =  o  i 

l'équation  de  degré  M  qui  a  pour  racines  les  M  valeurs 
de  Z,  F(Z)  un  diviseur  irréductible  de  i  (Z),  et 

les  fji  racines  de  Féquation 

(3)  F(Z)  =  o. 

Les  quantités  (a)  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  (i),  et  réciproquement  celles-ci  peuvent  s'expri- 
mer en  fonction  rationnelle  des  quantités  (a)  (n^  ^90); 
donc  l'adjonction  des  unes  entraine  l'adjonction  des  au- 
tres. Par  conséquent,  d'après  notre  hypothèse,  le  sys- 
tème G,  propre  à  Téquation  proposée,  doit  se  réduire, 
par  l'adjonction  des  racines  de  l'équation  (3).  Mais  ces 
racines  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles*,  donc  l'adjonction  d'une 
seule  racine  équivaut  à  l'adjonction  de  toutes,  et  l'on  se 
trouve  alors  dans  les  conditions  du  théorème  lY. 

571 .  Théorème  VI,  —  Soient  G  le  système  conjugué 
propre  à  V équation 

(I)  /(*)  =  o 

et 

une  fonction  rationnelle  des  n  racines  Xo,  J^i ,  Xf , . . . ,  x„_i , 
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dont  la  valeur  numérique  ne  soit  pas  actuellement  con-» 
nue.  Si  Von  adjoint  cette  valeur  numérique  à  V équation 
proposée  y  le  système  T  propre  à  V  équation,  après  Vad^ 
jonction,  sera  formé  par  celles  des  substitutions  de  G 
qui  n'' altèrent  pas  la  valeur  numérique  de  la  fonction  ^. 

Les  conditions  de  ce  théorème  se  ramènent  immé- 
diatement à  celles  du  théorème  III.  Exécutons  toutes  les 
substitutions  des  racines  x  dans  l'expression 

et  formons  le  produit  <t  (2)  de  tous  les  résultats  obtenus. 
Les  coefficients  du  polynôme  ^  (z)  seront  des  fonctions 
symétriques  des  racines  x^  et  par  conséquent  ils  seront 
rationnellement  connus;  décomposons  ce  polynôme  en 
ses  facteurs  irréductibles,  et  désignons  parcj^(z)  Tun  de 
ces  facteurs  qui  s^annuleut  pour  z  =:  z^.  Nous  nous  trou- 
vons placés  alors  dans  le  cas  où  Ton  adjoint  à  Téquation 
proposée  la  racine  Zq  de  Téquation  irréductible 

(3)  ?{^)  =  o. 

Soient,  comme  dans  le  théorème  III, 

V       V  V 

les  y  racines  de  la  résolvante 

(4)  F(V)==:0, 

•qui  est  actuellement  irréductible.  Les  racines  x  étant 
exprimables  rationnellement  par  Tune  quelconque  des 
racines  V,  posons  aussi  comme  précédemment 

la  formule  (â)  deviendra 

XoZzz^[^^„(Vo),    f  (V«),...,    ^l/«-.(V.)]=Y(Vo), 

IL  40 
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et  l'on  peut  faire  en  sorte  (n*^  182)  que  V  soit  une  fonc- 
tion entière  d'un  degré  inférieure  v.  Alors  Péquation 

(5)  Y(V)-Zo  =  o 

admet  la  racine  Vo  de  Téquation  (4)*  Soient 

(6)  V.,  V,,...,  V^_, 

*   les  fi  racines  communes  aux  équations  (4)  et  (5),  et  po- 
sons 

>(V,  So)  =  (V- Vo)  (V-V.).  .  .(V-V^_,)  ; 

les  coefficients  de  Téquation 

(7)  X(V,Zo)=o 

sont  rationnels  après  l'adjonction  de  Zq  ;  je  dis  que  cette 
équation  est  irréductible.  En  effet,  si  le  contraire  a  lien, 
soit  u  (V,  Zo)  le  diviseur  irréductible  de  X  (V,  4î^)  qui 
s'annule  pour  V==  Vo?  on  aura  (tbéorème  III) 

F(Y)  =  u  (V,  z,)  tj  (V,  z,). .  .a  (V,  2^_0, 

jZj,  ^2,. . .,  Zp__i  étant  des  racines  de  l'équation  (a)  dis- 
tinctes de  Zq,  L'équation 

U  (V,  Zo)  i=:0 

n'admettra  qu'une  partie  des  racines  (6),  et  lune  de  ces 
racines,  Vt  par  exemple,  devra  satisfaire  à  une  équation 
telle  que 

(8)  cr(V,  z.)=0. 

Effectuons  la  division  de  Y  (V) —  z  par  ts  (V,  -z)  jus- 
qu'à ce  que  nous  parvenions  à  un  reste  de  degré  inférieur 
au  diviseur;  désignons  par  0  (V,  z)  ce  reste,  et  par 
n  (V,  z)  le  quotient  de  la  division  ;  on  aura 
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par  hypollièse,  Y  (V) —  Zo  est  divisible  par  A  (V,  ^o);  ce 
polynôme  l'est  donc  aussi  par  cy(V,  z©),  et,  en  consé- 
quence, le  reste  0  (V,  z)  de  la  précédente  division,  se 
réduit  identiquement  à  zéro  pour  z  =  z^.  Alors,  par  un 
raisonnement  déjà  employé,  nous  concluons  que  le  même 
reste  est  nul  pour  z  =Zi,  et  Von  a 

Maintenant  nous  avons  supposé  que  Vj  est  une  racine 
de  Féquation  (8)  ;  on  a  donc 

ce  qui  est  impossible,  puisque  Vi  est  racine  de  Téqua- 
tîon  (5),  et  que  Zj  est  différente  de  Zq, 

Nous  concluons  de  là  que  Téquation  (7)  est  irréductible, 
en  sorte  qu'elle  devient  Téquation  résolvante,*  après  l'ad- 
jonction de  Zq.  Le  système  conjugué  propre  à  Téquation 
proposée  se  compose  alors  des  fx  substitutions  qu'on  exé- 
cute en  remplaçant  V^  par  chacune  des  quantités  (6) 
dans  la  permutation  des  racines 

D'ailleurs  les  quantités  (6)  sont  celles  des  racines  dé 
l'équation  (5)  qui  appartiennent  à  la  résolvante  primi- 
tive; donc  les  substitutions  dont  nous  venons  de  parler 
sont  celles  par  lesquelles  la  valeur  numérique  Zq  de  la 
fonction  ^  (xq^  Xi^ . . . ,  Xn^i)  reste  invariable. 

572.  Théorème  VII.  —  Le  nombre  p  étant  premier^ 
soit  V  =  (ip  l'ordre  du  système  conjugué  G  propre  à  une 
équation  f[x)  =0.  Si  Von  peut  former  auec  fi  suhstitu-^ 
lions  de  G  un  système  conjugué  T  qui  reste  invariable 
quand  on  exécute  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitu- 
tions les  div^erses  substitutions  de  G^  il  suffira  d* extraire 
la  racine  /?'*'"*  d'une  certaine  quantité  rationnelle,  et 

4o« 


d^ adjoindre  cette  racine  p*«"»*  à  V équation j  pour  queî 
devienne  le  système  propre  ii  cette  équatièri.  On  suppose 
que  les  racines  p^'^'  die  fnriité  fànVpàHié  d^stfùtiiiiiités 
pirécédemmerit  adjointes.  "     "  ?» 

Soient  i  , 

les  s^bstitutiq^s  du  sysjt^m^e  J',}pl^,T.,upe  ^^ubs^tujtiofi 
4e  Ç  quin  app^rliepnepas  à  Ji:;.^  pfl  pra,  pa5,^jj^^^^^ 
quel  que  soitzV 

(a)  T8/T-'n=S;,      •    •    .      !     >:=     '    .•'    ••  :.' 

y  étant  un  indice  convenablement  choisi.  Si  le  systeine^des 

Piuissances  de  1,  , 

»  •  ■  '  '■  •      ''  •  •■  r'    :     ,     -I  •  :  .    •  ,';'    .1    t..  ■.    j  ij  j        ,    >         j  |(;       , 

d'ordre  f,  a  quelques  substitutions ^c6minliii'éfe'  kfrtiis^'qtle 

1  unité  avec  le  système  (i),  soit  1  la  plus  petite  puissance 
de  T  contenue  dans  ée  systéàiè.  Eki  multipliant  les  sub- 
stitutions (i)  par  les  substitutions  .<.  i('>  I  : 

.=  ii  iii .  »y  I  ■■  t     .  >    ,  i  i  •     i  »  j. 


on  obtiendra,  les  f4«  prqduils 

.T,          TS.,           tS„vi^;,TS;_.v      '• 
^^^         ' 'A  :l' .'!'i'J^'''î^  ■ 

qui  seront  distiBCtSj  car  si  .l'oBt^vait.      ,^   . 

T' S  -  =  T'+./ Sa  , 
on  en  conclurait 


-  » 


f.' 
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ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu,  puisque  la  substitution  S^  S .  * 

fait  partie  du  système  (i),  tandis  qu'il  n*en  est  pas  ainsi  à 
regard  de  T'  à  cause  de  7<^a.  Ensuite  le  produit  de 
deux  quelconques  des  substitutions  (4)  peut  être  ramené 
par  la  formule  (2)  à  la  forme 

iS^-^^Sk  ou  T^Sjfr, 

h  étant  <^  a,  et  ce  produit  est  Tune  des  substitutions  (4)- 
Ces  substitutions  forment  ainsi  un  système  conjugué 
d'ordre  (âoc  ]  elles  sont  d'ailleurs  contenues  dans  le  sys- 
tème G  dont  l'ordre  est  (xp,  donc  fxp  est  divisible  par  (kx. 
elp  par  a  ;  il  s'ensuit  que  a  est  égal  à  i  ou  à/7,  puisque p 
est  un  nombre  premier.  Si  a  =  i ,  la  substitution  T  appar- 
tient à  r,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Ainsi  a  =  /?  5 
mais  alors  le  système  (4)  contient  [ip  substitutions,  et, 
par  conséquent,  il  n'est  autre  que  le  système  G.  Les  puis- 
sances de  T  contenues  dans  F  sont  donc 

•  I ,  iPy  TV, ... ,  TC*-»)/», 

et  l'on  a 

T*^  =  I  ; 

on  a  d'ailleurs  évidemment 

(/•  —  i)p=ou<Ci — 1,     ^P  =  ^fj 

q  étant  un  entier,  ce  qui  exige  que  9=1,  en  sorte  que 
l'ordre  de  la  substitution  T  est  nécessairement  égal  à  p 
ou  à  un  multiple  de  p. 

Gela  posé^  soit  O  une  fonction  rationnelle  des  n  ra- 
cines Xo,  Xi,  X,, ...  5  Xn^i  de  l'équation  y(x)=o,  telle, 
que  les  i.2.3.../i  fonctions  qu'on  en  déduit  par  les 
substitutions  aient  des  valeurs  numériques  inégales. 
Exécutons  sur  cette  fonction  les  jx  substitutions  (i)  de  F 
et  désignons  par 

(3)  80,    ©1,    ©a,...,    ®jtt— I 
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les  résultats  obtenus.  Prenons  enfin  une  fonction  ration* 
nelle  et  symétrique  d  des  jx  quantités  (3)  ;  on  pourra  faire, 
par  exemple, 

(4)  ô  =  (0  — 0o)(0  — e.)...(e  — e^_.,), 

0  désignant  ici  une  indéterminée. 

La  fonction  6  est  invariable  par  les  substitutions  de  F, 

mais  elle  varie  par  toute  autre  substitution  \  exécutons 

sur  cette  fonction  les  puissances  de  la  substitution  T, 

savoir  : 

I,  T,  T»,...,  T/»-S 

et  désignons  par  d.  le  résultat  obtenu  par  la  substitu- 
tion T'.  Représentons  aussi  par  a  une  racine  de  Téquation 

3df  —  I 
=  0, 

X  1 

et  posons 

la  fonction  îl  est  évidemment  invariable  par  la  substitu- 
tion T  qui  a  pour  effet  de  déplacer  circulai  rement  les 
quantités 

elle  ne  varie  pas  non  plus  par  les  substitutions  de  F, 
car  on  a 

et^  en  exécutant  une  substitution  S, 

On  peut  conclure  de  là  que  la  fonction  Q  est  invariable 
par  toutes  les  substitutions  du  système  G  qui  est  actuelle- 
ment propre  à  l'équation  proposée.  II  s'eiisuit  que  la 
valeur  de  fl  est  actuellement  connue  ;  si  donc  on  adjoint  i 
Féquation  le  radical 
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la  fonction 

* 

00  4-  a0|  -f-  a^  02  -4-  ,  .  .  4-  aP-^  0j,_|  :z=  Ç^û 

sera  connue. 

Les  seules  substitutions  qui  laissent  cette  fonction  in- 
variable sont  celles  de  F,  et,  .par  conséquent,  d'après  le 

tbéorème  "VI,  F  devient,  par  Tadjonction  de  y^il,  le  sys- 
tème conjugué  propre  à  l'équation. 

573.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  per- 
mettent d'aborder  la  solution  de  ce  problème  : 

Dans  quel  cas  une  équation  est-elle  résoluble  par 
radicaux  P 

A  cet  effet,  Galois  observe  que  dès  qu'une  équation  est 
résolue,  une  fonction  quelconque  de  ses  racines  est 
connue,  même  lorsqu'elle  n'est  invariable  par  aucune 
substitution.  En  conséquence,  le  système  conjugué  propre 
à  l'équation  ne  contient  plus  alors  que  la  seule  substitu- 
tion identique,  celle  qui  est  égale  à  l'unité. 

La  solution  du  problème  qui  a  pour  objet  la  résolution 
d'une  équation  doit  donc  consister  dans  l'abaissement  suc- 
cessif de  l'ordre  du  système  conjugué  propre  à  l'équation. 

((  Suivons,  dit  Galois,  la  marche  des  opérations  pos- 
»  sibles  dans  cette  solution,  en  considérant  comme  opé- 
))  rations  distinctes  l'extraction  de  chaque  racine  de  de- 
»  gré  premier. 

D  Adjoignons  à  l'équation  le  premier  radical  extrait 
»  dans  la  solution.  U  pourra  arriver  deux  cas  :  ou  bien, 
»  par  l'adjonction  de  ce  radical,  Y  ordre  du  système  con*- 
»  jugué  propre  à  V équation  sera  diminué  [*)\  ou  bien| 


{*)  J'iodique  par  des  italiques  les  légers  changements  que  nécessite  ici 
l'emploi  exclusif  des  systèmes  de  substitutions  que  nous  avons  adopté,  au 
lleo  des  groupes  de  permutations  dont  Galois  felt  asagc. 
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))  cette  extraction  dé  rax^ine  n'ëtâ^t' qu'une- -simple*  ^vét 
»  paration,  le'  systèhiè  prx^ry  là'Véquaticm  résteiw^  lé 
»  liièiïie.  '   '  ■      ■<--\  .'-y  ■  ■    .    '■;•»,    .  .  KT  '.  .'•!  ...    v       v; 

»  Toujours  àerîa-t-il  qu'aprë*  uti  <^eptsin'tioxohre'jfini 
))  d^elcttactlons  'dé ^i^âcînes,  l^ordte  tRi  Pfs^me  proptifs  à 
))  V équation  devra  *sé  troiiver  dimititié,  -daftis^^uoi  Féi^^i^ 
»  tîon  né  sera!it  pas  solublé.  •  •  *      »      «•.••..  r  ;  /•  î  ,  1. 1 ^  b  =  !i 

»  Si,  arrivé  à  ce  poin^  iLy^AvàitplvsieiirB  mâHrèm 
»  de  diminuer  l'ordre  an  système  propre  à  Véqaaiion 
))  proposée  par  une  simple  extraction  de  racine,  il -fan* 
))  drait,  pour  ce  que  nous  allons  dii*é,  considiërer  seules- 
»  ment  un  radical  du  à^é  le  nïoi^s  h^ût? posiiibie  ^aro^ 
))  tous  les  simples  radicaux,  qui  sont  tels^  qu^^Ia^co^nsiis- 
»  sance  dé  chadnh  d'etrx  diminue  l'oMû&is  du  système 
»  propre  à  VéquntionJ       '  i         '  '   ■  '  ■  •  •»  ^       •  i  *-  i 

))  Soit  donc  /7  le  nombi^e  premier  qui  représente  ce 
))  degré  minimum,  eh  s^orte  que  par  une'èxtractieu><^ 
))  racine  Ôe  degré  poti  diminué  Vord^^  du  ^siimè  pràpre 
»  à  l'équàtîonl      ■  -'^-.^fi'-  iv.       'u  •-.  .  f  .i.|.  ^.i-î.,    m  ,[' 

»  ;No|is  pouvons  toujours  supposef ,  du  moins  pQjux  ce 

))  qui  esjt  relatif  au  systèrr^e  propre  a  l  équaiionl  que, 

■  ■.  I  ■        •'    ".'■,•  j:-' ;-^    ■•■•■  ;'i;i     -i^^r  .  >  vf^V*»*' ■ 
»  parmi  les  quantités  ad  ointes  précédemment  a  lequa- 

»  tion,  se  trouve  une  racine  j»""**  de  1  unité.  Car,  comme 

))  cette  expression  s'obtient  par  des  extractions  de  racines 

»  de  degrés  inférieurs  à  />,  sa  connaissance  n'altérera  en 

»  rien  le  système  propre  à  Véquation:  »  ' 

On  voit  ici  toute  l'importance  des  théorèmes  III  et  IV. 
Dans  l'hypothèse  admise,  le  système  conjugué  propre  à 
Téquation  qui  est  actuellement  G  se  réduit  à  un  système  F 
d'ordre  inférieur;  il  en  résulte,  diaprés  les  théorèmes  III 
et  IV  (corollaire),  que  l'ordre  de  F  est  un  diviseur  de 
l'ordre  G,  et  que  ce  système  reste  invariable  quand  on 
exécute  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions  l'une 
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qQelpoéqnci  d66i  $ubsti4>utions  de  G.  Et,  rëciproquen^ent, 
d/après  la  proposition  VU,  G  étant  le  système  d'ordre 
V  =  jxp  actuellement  propre  à  Téquation,  si  Ton  peut 
trouver  ua>!9yatème  F- d'ordre  |x  qui  soit  contenu  dans  G, 
et  qui  reste  ini^aeiable  quand  on  exécute  les  substitutions 
âe'Gdàn»  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions,  F  devien- 
dra, par  Textraction  d'une  racine  p'^""'  et  paf  l'adjonction 
de  cette  racine,  lé  système  propre  à  Féquation. 

Ainsi  ces  propositions  découvertes  par  Qalois,  et  dont 
nous  avons  donné  des  démonsli^ations  complètes  et  rigou- 
reuses, indiquent  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  ^'abaissement  de  l'ordre  du  système  conjugué  propre 
a  Féquatiouv 

Cet  ordre  ayant  été  abaissé  une  première  fois  par  l'ad- 
jonction d'un  radical,  on  peut  raisonner  sur  le  nouveau 
système  conjugué  comme  sur  le  précédent^  et  il  faudra 
^u'il.se  réduise  aussi  de  la  même  manière,  et  ainsi  de 
au^te^,  jusqu'à  ciB  qu'on  arrive  à  uin  système  qui  ne  con- 
tienne plus  que  la  seule  substitution  égale  à  l'unité. 

o/l.  Il  est  aisé  d'observer  cette  niarcbe,  comme  l'a  re- 
niarqué  Galois,  dans  la  résolution  connue  de  l'équation 
jgénérale  dp  quatrième  degré. 

Soient 

Oj  hj  Cy  d 

'  ,   . .     .    , 

les  racines.  Le  système  conjugué  G  propre  à  l'équation 
est  ici  le  système  des  1.2.3.4  =  34  substitutions  des 
quatifé' racines,  et  on  l'obtient  (n^  431),  en  faisant  le  pro- 
duit des  quatre  systèmes, 

I,  [ayc){b,d). 
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L'équation  dont  il  s'agit  se  résout  au  moyen  dVne  équa- 
tien  du  troisième  degré,  laquelle  exige  l'extraction  d'une 
racine  carrée.  Dans  la  suite  naturelle  des  idées,  c'est  par 
cette  racine  qu'il  faut  <:ommencer»  fîn  adjoignant  cette 
racine  carrée  à  Téquation  proposée,  on  réduit  à  lâ  (théo- 
rème YII)  l'ordre  du  système  conjugué  propre  a  l'équa- 
tion, lequel  devient  alors  égal  au  produit  des  trois 

I,  {a,b)  (c,  d), 
I,  (a,c)  (b,d), 
I,  {b,  c,d)y  (bydy  c). 

Maintenant,  par  l'extraction  d'une  racine  cubique,  on 
réduira  à  4  l'ordre  du  système  propre  à  l'équation  ;  ce 
système  est  le  produit  des  deux 

I,  (a,  b)  (c,  d), 
I,  {a,  c)  {byd). 

L'extraction  d'une  racine  carrée  réduira  à  a  l'ordre  da 
système,  qui  deviendra  ainsi 

1,  {a^b){c^d); 

enfin,  par  une  dernière  extraction  de  racine  carrée,  le 
système  propre  à  l'équalion  se  réduit  à  l'unité  ;  alors 
Péquation  est  résolue. 

Suite  des  recherches  de  Galois,  —  jâppUcation  aux 
équations  irréductibles  de  degré  premier. 

575.  Les  applications  de  la  tbéorie  que  nous  venons 
d'exposer  offrent  encore  bien  des  difficultés  (*).  Nous 


{^)  M.  G.  Jordan  a  présenté  réeeinmeqt  à  FÂcadémie  des  Soiences  des 
recherches  nouTelles  sur  ce  sujet,  mais  son  Mémoire  n'a  pas  encore  été 
publié. 
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nous  bornerons  à  celle  que  Galois  en  a  faite  aux  équa- 
tions irréductibles  dont  le  degré  est  un  nombre  premier. 

Lemme.  —  Une  équation  irréductible  de  degré  pre^ 
fnier  ne  peut  dei^enir  réductible  par  Vadjonction  d*un 
radical  dont  V indice  serait  autre  que  le  degré  même  de 
V  équation. 

En  effet,  supposons  que  Téquation  irréductible 

(1)  /W  =  o, 

de  degré  premier  /z,  devienne  réductible  par  l'adjonction 
d'un  radical.  Comme  l'extraction  d'une  racine  de  degré 
composé  se  ramène  à  des  extractions  successives  de  racines 
de  degrés  premiers,  on  peut  supposer  que  l'indice  du 
radical  dont  il  s'agit  est  un  nombre  premier.  Seulement, 
si  la  quantité  soumise  à  ce  radical  ne  fait  pas  partie  des 
quantités  actuellement  connues,  on  devra  la  regarder 
comme  adjointe  à  Téquation. 

Cela  posé,  soit  m  le  plus  petit  nombre  premier  tel, 
que  l'équation  (i)  devienne  réductible  par  l'adjonction 
d'une  racine  d'une  équation  de  la  forme 

(2)  z-  =  A, 

A  étant  une  quantité  connue  ou  une  quantité  dont  l'ad- 
jonction laisse  l'équation  (i)  irréductible.  Les  racines  de 
l'équation 

(3)  «"'^rl 

peuvent  être  regardées  comme  faisant  partie  des  quantités 
connues,  en  ce  sens  que  ces  racines  s'obtiennent  par  des 
extractions  de  racines  de  degrés  inférieurs  à  m,  et  que, 
d'après  notre  hypothèse,  leur  connaissance  ne  suffit  pas 
pour  effectuer  la  réduction  de  l'équation. 

Soient  r  une  racine  de  l'équation  (a)  et  a  une  racine 
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primitive  de  réqualibn  (3)5  les  racines  de  l'équation  (2) 


seront 


I  1    I. 


r,  ar,  aV, ...,   a"*~'.r. 


Maintenant,  si  Fadjonction  de  r  réduit  l'équation  (1)) 
soit  (f(x^  r)  le  diviseur  irréductible  d^  f{x)^qui  a  le 
moindre  degré  ;  le  polynôme  y*(x)  sera  divisible  par  cba- 
cune  des  fonctions 

ç(x,r),   y(j?,  ar),...,  ç(ar,  a»»-»  r). 

Le  produit  de  ces  diviseurs  est  une  fonction  symétrique 
des  racines  de  l'équation  (2),  et,  par  suite,  il  est  expri- 
mable rationnellement  par  les  quantités  connues  ^  d'ail- 
leurs ce  produit  ne  peut  s'annuler  que  pour  les  valeurs 
de  j:  qui  satisfont  à  l'équation  (i)  ]  donc,  puisque  cette 
équation  est  irréductible,  le  produit  dont  il  s'agit  est  né- 
cessairement une  puissance  de  y*(a;),  et  l'on  a 

(4)  [/(•«? )?  =  ?(^>0-?(^>  ar)...ç(x,  oT-'r). 

Si  les  deux  équations 

ont  une  racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines 
communes^  car,  si  le  contraire  avait  lieu,  les  premiers 
membres  de  ces  équations  auraient  un  diviseur  commun 
^  (x,  r)  qui  serait  rationnel  relativement  aux  quantités 
connues,  et  y  (x,  r)  ne  serait  pas  le  diviseur  dej'(x)  du 
degré  minimum. 

Alors,  si  Ton  extrait  la  racine  ^'*"**  des  deux  membres 
de  la  formule  (4),  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

(5)  f(x)  z=z  ff{x,  r)  ff{x,ccr)  7  (a:,  6r) . . .  ^  (x,  sr) , 

a,  S,. . .,  e  désignant  des  racines  de  l'équation  (3).  Mais 
le  degré  def[x)  étant  un  jîombre  premier,  la  formule  (5  ) 
ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  polynômes  cp  sont  du  premier 


degré,  çt  la  forniule,(4J  montre  que  /^, 69 1  divisible  par  n  5 
d'ailleurs  m  est  premier,  donc  on  a  m  ==  w. 

Corollaire.  —  Une  équation  irréductible  de  degré 
premier  ne  peut  devenir  réductible  à  moins  que  le  sys" 
tkme  conjugué  qui  lui  est  propre  ne  se  réduise  à  la  seule 
substitMfiàh  égale  à  l'unité,,  = 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent,  si  l'équation  pro- 
posée se  réduit,  son  premier  membre  se  décompose  en 
facteurs  linéaires,  et,  par  suite,  elle  se  trouve  résolue. 

,  576.  Il  lious  reste  à  faire  connaître  les'  théorèmes  par 
lesquels  Galoîs  a  exprime  la  condition  dé  résolubilité  des 

équations  de  degré  premier. 

•  ■      '  '         '         ' .      ,  ■'         '  î 

*  T^ÉoiusME  I.  -^  Si  une  éqy^ation  irréductible  f{^x)  =  o, 
d^un  degré  premier  n,  est  ^résoluble  par  radicaux,- ses 
n  racines  pourront  être  représentées  par  x^  [Tindice  z^ 
pris  suivant  le  module  tz,  devant  être  réduit  à  l'un  des 
nombres  o,  i,  2, . . . ,  {n  —  i)] ,  é/e  telle  manihfe  que  Te 
système  conjugué  actuellement  propre  à  V équation  ne 
renferme   que  des   substitutions  linéaires  et   entières, 

c^ est "à^ dire  des ^  substitution^  de  la   formé  (  1, 

4ket\hétantdesoionsi^^ntes. 


■  I  .  ' .  i        •  -i,     u  > 


,  En  effet,  l'adjonction  successive  de  quantités  radicales 
réduira,  par  hypothèse,  à  l'unité  le  syi^tèmç  conjugué 
propre  à  Téquation,  et,  d'après  le  lemme  précédent,  cette 
équation  restera  tir|[*é/:^uç(iblejusqu'ià  la  dernjière  adjonc- 
tion. Celle-ci,  qui  est  celle  d'un  radical  d'indice  /i,  opère 
non-seulemfent  la  réduction,  mais  encore  la  résolution  de 
l'éfjuation  (n?  575),  et,  d'après  le  théorème  du  n®  568,: 
elle  divise  sÇ^r  n  l'ordre  ^usystèipe  ^conjugué  propre  à 
l'équation.  . 


-  tif. I  »ir  '    •  •  i 
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Donc,  immédiatement  avant  d'être  réduit  à  l'unité, 
l'ordre  du  système  propre  à  l'équation  sera  égal  à  n. 
Mais,  quand  l'ordre  d'un  système  conjugué,  relatif  à  un 
nombre  premier  n  de  lettres,  est  égal  à  /z,  le  système 
se  compose  des  puissances  d'une  substitution  circulaire 
d'ordre  n  (n°414,  corollaire  III)  5  donc  l'avanl-dernier 
système  propre  à  l'équation  sera  formé  par  les  puissances 
d'une  substitution  qui  sera  représentée  par 


( 


2  H-  I  ^ 
z 


si  les  n  indices  ont  été  convenablement  distribués  entre 
les  n  racines.  En  d'autres  termes,  le  système  dont  il  s'agit 
se  composera  des  n  substitutions  linéaires  de  la  forme 


C^t) 


où  l'on  doit  donner  kb  n  valeurs  congrues  aux  nombres 

o,   I,  2,...,  (/i  — i) 

suivant  le  module  n^  les  indices  étant  pris,  comme  nous 
l'avons  dît,  suivant  le  même  module. 

Cela  posé,  je  dis  qu'en  remontant  de  cet  avant-dernier 
système  jusqu'à  celui  qui  est  actuellement  propre  à  l'é- 
quation, on  ne  rencontrera  dans  chaque  systèmeque  des 
substitutions  linéaires  et  entières  de  la  forme 

az  H-  b 

Cette  proposition  étant  établie  à  l'égard  de  l'ayant-dernier 
système,  il  nous  suffit  de  démontrer  que  si  elle  a  lieu  pour 
un  système  quelconque  F,  elle  subsiste  pour  le  système  G 
qui  précède  immédiatement  F  dans  l'ordre  des  réduc- 
tions. A  cet  effet,  remarquons  que  si  F  n'est  pas  l'avant- 
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dernier  système,  il  renferme  néanmoins  les  substitutions 
de  celui-ci  ]  soit  S/  Tune  d'elles,  on  aura 


6  étant  l'un  des  nombres  i,  a,  3, . . . ,  (n  — i).  Mainte- 
nant, si  Ton  désigne  par  T  l'une  quelconque  des  substi- 
tutions de  G,  on  aura,  quel  que  soit  /,  par  le  tbéorème 
du  n°  569, 

TS/T-'=iSy,       ou      TS;i=SyT, 

Sy  étant  une  substitution  de  T  :  cette  égalité  exprime  que 
S/  est  une  substitution  semblable  à  S/  ;  en  conséquence, 
cette  substitution  est  circulaire.  Or,  d'après  notre  hypo- 
thèse, le  système  T  ne  renferme  que  des  substitutions 
linéaires  et  entières  \  il  s'ensuit  que  ce  système  ne  peut 
avoir  deux  substitutions  circulaires  S,-  et  Sy  d'ordre  n  qui 
ne  seraient  pas  puissances  l'une  de  l'autre,  car  autrement 

il  contiendrait  les  n*  produits  de  la  forme  Sf  Sy  qui 
seraient  tous  distincts,  et  cela  est  impossible,  puisque  le 
nombre  total  des  substitutions  linéaires  est  seulement 
n{n  —  i).  Ainsi  Sy  est  une  puissance  de  S,,  et  l'on  a 


Posons 


on  aura 


T.,=(^(-:)),  s,T=('C)-:) 


> 


et^  par  conséquent, 

F(«-+-6)  =  F(3)  -ha; 
si  l'on  remplace  z  successivement  par  z-hS^z-htxSj. .  .^ 


64o  COURS  d'algèbre  supérieure. 

Z  +  Z6,  il  viendra 

F(3H-26)=rF(3-+-6) -+-  a=.F(z)-h'2ai 
F  (z -4- 3ê)  ==  F(z  4- 6) -f- aa  =  F  («)  H- 3^, 
i • > 

F  (z H-Z6)  :^  F(z  -f-  6)  -h  (Z  —  i)«  =  F  (z)  -4-  Za; 

enfin,  si  dans  la  dernière  de  cçs  égalités  on  pose  6  =  i, 
^  =  o,  F  (o)  =  J,  on  aura 

F{Z)=:aZ-hb, 

a  et  b  étant  des  constantes.  Ainsi  le  système  G  ne  ren- 
ferme que  des  substitutions  de  la  forme 

az  H-  b 

Cette  conclusion  s'applique  en  particulier  au  système  qui 
est  actuellement  propre  à  l'équation. 

577,  Théorème  n.  —  Réciproquement,  si  le  système  G 

actuellement  propre  à  l'équation  irréductible  J'{x)  =o 

de  degré  premier  n  ne  renferme  que  des  substitutions  de 

la  forme 

az  -\-  b 


) 


1 
z 


r équation  est  résoluble  algébriquement. 

En  effet,  désignons  par  a  une  racine  de  l'équation 

x"  — I 
(i  7  =  ^> 

X  —  I 

et  par  r  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  zi, 
posons  eu  outre 

X,     z=z[x^-\-OLX^       -4-a*-r2        -h.  .  . -4- a""' J7„_,)", 
Xr     =  (jTo  4-  a JT;.       -4-  a'«Fjr       -h ...  -4-  a"—'  -a^Cn-Or)", 
(2)    /  Xr»    ==  (a:o-+-a^r«     -4- a'jr.,;.»     +.  .  . -4- a''~»a:(;^,),.,)*, 

I • • • • y 

\  X^_2=:  {x^  -f-  aar^„.2  -4-  a^r^^,.,  -4- ...  -4-  a»—»  J?^^,^^,-,)". 
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Toute  substitution  du  système  G  est  le  produit  d'une 
puissance  de  la  substitution 

par  une  puissance  de  la  substitution 

«)  (" 

Les  quantités 

sont  invariables  parla  substitution  (3)  (n^  482),  et  elles 
sont  déplacées  cîrculairement  par  la  substitution  (4); 
donc  toute  fonction  S  des  (juaiitités  (5),  qui  reste  inva- 
riable par  la  substitution  (4)  effectuée  sur  les  indices  des 
fonctions  X,  est  une  fonction  des  racines  Xo^  j^i , . .  • , 
x„_i  qui  est  invariable  par  les  substitutions  du  système  G  ; 
par  conséquent  (n^566),  cette  fonction  H  est  rationnelle- 
ment connue. 

En  particulier,  si  Ton  désigne  par  X  une  racine  de 
Téquation 

(6)  jc«->  — I  — o 

et  que  Ton  fjsisse 

(X,  -4-  )iX.  -f-  V  X.>  -H .  .  .  -4- 1"-'  X^,_,)"-'  =:  S , 

la  quantité  H  sera  connue;  donc  la  quantité 

X.  -4-  )^  Xr  -I-  )^^Xr«  +  .  .  .  -t-  Î^^-^X^.,  =  ""V'S 

sera  elle-même  connue  après  Textraction  d'une  racine  de 
degré  n  —  i. 

En  prenant  successivement  pour  1  chacune  des  racines 
de  l'équation  a:"""*  —  i  =  o,  on  aura  n  —  i  équations  qui 
feront  connaître  les  quantités  (5  )  ;  ensuite^  si  l'on  extrait 
la  racine  »**"**  des  équations  (a),  on  aura  un  système  de 
n  —  I  équations  du  premier  degré  qui  détermineront 
II.  4i 
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les  n  racines  x  puisque  la  somme  de  ces  racines  est  con- 
nue. 

Ainsi  Téquation  proposée  est  résoluble  algébriquement 
dans  notre  hypothèse. 

578.  Au  moyen  des  théorèmes  qui  précèdent,  Galois  a 
pu  énoncer,  comme  il  suit,  la  condition  de  résolubilité 
des  équations  irréductibles  de  degré  premier. 

Théorème  IH.  —  Pour  qu*une  équation  irréductible 
de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux ,  il  faut  et 
il  siiffit  que  la  résolvante  de  Lagrange  au  une  racine 
rationnelle. 

En  effet,  cette  résolvante  de  degré  i,  2^  3, . . . ,  (fi  — a) 
a  pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend,  par  les 
substitutions  des  racines  x,  une  fonction  symétrique  des 
quantités  (5)  du  n^  577,  par  exemple  la  fonction 

où  X  représente  une  indéterminée.  Or,  il  résulte  des 
théorèmes  I  et  II  que  si  la  proposée  est  résoluble,  cette 
quantité  est  connue  quel  que  soit  Xj  donc  la  résolvante 
dont  elle  dépend  doit  avoir  une  racine  rationnelle. 

Réciproquement,  si  la  résolvante  a  une  racine  ration- 
nelle, la  proposée  est  résoluble,  car,  dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion que  nous  venons  de  considérer  est  connue  quel  que 
soit  X  :  c'est  la  racine  rationnelle  de  la  résolvante 5  or 
cette  fonction  n'est  invariable  que  par  les  seules  substitu- 
tions de  la  forme  (  U  donc  le  système  propre  à  l'é- 
quation ne  renferme  que  de  telles  substitutions  (n**  571), 
et,  par  conséquent  (n°  577),  l'équation  proposée  est  réso- 
luble. 

579.  La  condition  de  résolubilité  que  nous  venons  de 
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trouver  peut  encore  être  formulée  d'une  autre  manière  : 
tel  est  Tobjet  des  propositions  suivantes. 

Théoueme  IV.  —  Si  une  équation  irréductible  de  de- 
gré premier  n  est  résoluble  par  radicaux,  les  racines 
sont  toutes  exprimables  en  fonction  rationnelle  de  deux 
quelconques  d* entre  elles. 

En  effet^  d'après  le  théorème  I,  le  systèmie  conjugué 
qui  est  actuellement  propre  à  Téquation  ne  renferme  que 

des  substitutions  de  la  forme  (  |  •  Or,  une  telle  sul)- 

stitution,  qui  ne  se  réduit  pas  à  Tunité,  déplace  les  n  in- 
dices si  a  =  i,  et  elle  déplace  n  —  i  indices  si  a  est 
différent  de  i .  Il  résulte  de  là  que  si  Ton  adjoint  à  l'équa- 
tion deux  racines 


^a,  •^6, 


le  système  propre  à  cette  équation  ne  pourra  plus  con- 
tenir que  la  seule  substitution  égale  à  Tunilé  ;  car,  d'après 
le  théorème  du  n^  S71,  les  substitutions  de  ce  système  ne 
peuvent  déplacer  les  indices  a  et  6.  Donc  les  racines  x 

et  Xg  étant  regardées  comme  connues,  toutes  les  autres 

racines  sont  en  même  temps  rationnellement  connues.  ' 

S80.  Théorème  V.  —  Réciproquement ,  si  toutes  les 
racines  d^une  équation  irréductible  de  degré  premier 
sont  exprimables  rationnellement  en  fonction  de  deux 
quelconques  d'entre  elles ,  V équation  est  résoluble  par 
radicaux. 

En  effet,  soient  x  ,  x^  deux  racines  quelconques  de 
l'équation  proposée 
(i)  /(^)  =  o. 

Soient  G  le  système  conjugué  actuellement  propre  [à 
Féquation,  F  ce  qu'il  devient  après  l'adjonction  de  x^  et 

4.. 
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•»!•<.  1) 


avant  celle  de  XgJ  Sbit  aussi 

(2)  ,  ,\,,F,(V)=„p,'-    i"'..^    ' 

Téquation  irréductible  qtre  nous  avon^  nommée  revivante 
et  dont  le  degré  exprime  Tordre  (}ii  systèâié  G* .  .    '  - 

L'équatioas(>2)<,devientft]:iéduotibl&''pak*  »  Fadjonction 
de;;r^,  carâoitt\7o  l/unerdâ^es^raudiiies^irM  est  exprimable 
enf6nciî<Wkratioçnti^léde<VèÇ'è«irf!Fëii*p6è6      '•'     '  ^ 

on  pourra^  supposer  (ù*^  l8B|  (Jue  ^  soit  îine  ic/nction 
entière  de  degré  inférieur  à  F  (V).  La  racine  -Vi  ^éi  ainsi 
commune  à  Téquation   ^        v      ,  ..v  .   \  ^^         < 

et  à  l'équation  (îi)yipar»kJoflsë(^^iifTé^e-icifde6feei^'êlre 
irréductible^ *>Ma)S  'alors  h^téâuctîèn  ^'opèM^*(n®  568) 
par  la  'décompos»liofi!iidfe<E>(^V»)(len  ji^ftÛcteurs  du  même 
degré,  p  étant  an  dîvâfseur<^udç{t^^'dënl/é(]fuawottJaaxi- 
liaire  irrédlictiUet4ofit>'dépe]àd>'}a»l^aè  iâxijoime.ilci 
cette  équation'  aiiidiDairQ  n'est^aut^e  què>t|a  ^rt^oâéef  elle^ 
même  dono  1& degré  es t^le  ^nombre  ^emièif  'U •)  pur  èonsé- 
quenttou  a  «p  :;;='^;"Ainsi  IWdl^  'du î  systètke >  F  est  la 
^iètne  pgy ^îg  (Je  l'ordre  de» Gs  » i < -    r"rj\\M>:  -  > > j </ 1  ?   t.  t 

Passons  à^radjobotionde  la  raoine^jr^.  La  ^àcrnë  x^  foî- 

sant  actuéllèMléit  'pàtlîe  dei  ^tjûyinflt^és  'cdfinueè,  là*  ha'- 
cine  ' arg,'  (^u'it reitè  à  âdjôîbd'ife,^  est  l^citié  ffùn'é  ^^uîàtiôn 

irreduclible 

dont  le  premier  membre  e^t légal  ail  quotient       ^    ^    ou 

oc  —x^ 

à  un  diviseur  rationnel  d^  ce  quotient,  et,  par  hypothèse, 
l'adjonction  de  x^  doit  iféduire  à  l'unité  te  système  propre 

à  l'équation,  lequel  est' actuellement  T.  Mais,  en  vertu 
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du  théorème  du  n^  S66,  par  radjopçtion  dont  il  s*agit, 
l'ordre  du  système  propre  à  réquation  est  divisé  par  uu 
facteur  m  du  degré  de  l'équation  au:xiliaire,  lequel  est  au 
plus  égal  à  71  «rr^  I  ;(  donc  Tordre  de  F  est  égal  à  m,  et  par 
suite  Tordre -de  G  est  égal  à  nm>.         ■ 

Le  système  G  ne  peut  renfermer  une  substitution  qui 
laisserait  deux  indices  immobiles^  car  les  racines  étant 
exprimables  rationnellement  par  deiux  quelconques  d'en- 
tre elles,  supposons  que  Ton  ait 

les  différences 

sont  actuellement  connues,  puisqu'elles  sont  nulles;  or 
une  substitution  autre  que  Tunité,  qui  laisserait  immo- 
biles les  indices  a  et  6,  ferait  varier  quelques-unes  de 
ces  différences.  Une  telle  substitution  ne  peut  donc 
appartenir  à  G  (n^  566),  et,  par  suite,  à  F. 

Maintenant  le  système  F  se  compose  de  celles  des  sub- 
stitutions de  G  qui  ne  déplacent  pas  Tindice  a  (n^571)  ; 
donc  il  y  a  dans  G^  outre  Tuniié,  m  —  i  substitutions  qui 
laissent  Tindice  cf.  immobile,  et,  comme  on  peut  en  dire 
autant  des  autres  indices,  on  voit  que  le  système  G  ren- 
ferme (m  —  i)n-|-i  ou  mn — (/i — i)  substitutions  qui  ne 
déplacent  pas  simultanément  les  n  indices.  Donc  le  nombre 
des  substitutions  de  G  qui  déplacent  tous  les  indices  est 
égal  à  n  —  i  ;  je  dis  que  ces  substitutions  sont  circulaires 
et  puissances  les  unes  des  autres.  En  effet,  soit  T  Tune 
de  ces  substitutions;  décomposons-la  en  cycles,  et  soit 

L  \À\  v«î  v«3  •  •  •  t 

Tordre  de  T  est  un  diviseur  de  nm  ;  si  donc  T  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  cycle  unique  d'ordre  /i.  Tordre  de  cette 
substitution  sera  égal  à  un  diviseur  d  de  m.  Dans  notre 
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hypothèse  la  substitution  T  déplace  toutes  les  racines, 
elle  n'a  donc  pas  de  cycles  du  premier  ordre,  et  elle  est 
itrégulière,  puisque  le  nombre  n  des  lettres  est  premier. 

Soit  d  l'ordre  du  cycle  le  moins  élevé  :  la  substitution  T^ 
laissera  deux  lettres  au  moins  immobiles,  donc  elle  ne 
petit  appartenir  à  G;  par  conséquent  la  substitution  T 
ne  peut  elle-même  faire  partie  de  G. 

Ainsi  le  système  G  renferme  une  substitution  circu- 
laire T  de  l'ordre  tz,  et  les  puissances  de  T  sont  les  seules 
substitutions  de  G  qui  déplacent  tous  les  indices.  Alors, 
si  l'on  désigne  par 

les  substitutions  de  F,  on  obtiendra  le  système  G  en  mul- 
tipliant les  substitutions  (i),  soit  à  droite^  soit  à  gauche, 
par  le  système  conjugué 

(2)  I,  T,  T,...,  T-» 

formé  des  puissances  de  T.  Deux  des  produits  ainsi  obte- 
nus sont  en  effet  distincts  et  ils  font  partie  de  G. 

Cela  étant,  on  peut  distribuer  les  indices  o,  i,  2,... 
des  lettres  x  de  manière  que  la  substitution  T  soit 

Désignons  alors  par 

une  substitution  quelconque  de  G  ;  la  substitution  UTU"* 
semblable  à  T  fait  partie  de  G,  elle  est  circulaire,  et  elle 
coïncide^  d'après  ce  qui  précède,  avec  l'une  des  puissances 
de  T5  ainsi  l'on  a 

UTU-»  =  V    ou     UT  =  T»  U, 
à  étant  un  exposant  convenable.  Cette  égalité  revient  à 

.      F(z-4-i)zzrF(z)-f-«j    •  ^ 
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remplaçant  successivement  z  par  z+i, -2-1-25..., z+Zi*i 

on  trouve  ^ 

F(z-l-Z)=:F(z)H-aZ; 

faisant  enfin  ^  =  o,  F  (o)  =  i,  il  vient 

F(Z)=:«Z  +  ô.: 

ainsi  le  système  G  ne  renferme  que  des  substitutions  à,% 
la  forme  az  +  £  5  donc  l'équation  proposée  est  résoluble 
d'après  le  théorème  II. 

581 .  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  fournit  une 
démonstration  nouvelle  de  l'impossibilité  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  au  delà  du  qua- 
trième degré.  Effectivement,  dans  le  cas  de  Téquaiion  gé- 
nérale du  cinquième  degré,  la  condition  du  théorème  IV 
n'est  pas  remplie,  et  par  conséquent  l'équation  n'est  pas 
résoluble.  L'impossibilité  de  résoudre  Téquation  général^ 
du  cinquième  degré  entraîne  d'ailleurs  la  même  impossibi-^ 
lité  à  l'égard  des  équations  générales  de  degré  plus  élevé. 

Recherches  de  M,  Hermite^ 

582.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  ici  une  analyse 
remarquable  que  M.  Hermite  m'a  communiquée,  et  qui 
a  pour  objet  la  démonstration  de  ce  théorème  de  Galois  : 

Étant  données  deux  quelconques  des  racines  d^urie^ 
équation  irréductible  de  degré  premier,  soluble  par. 
radicaux,  les  autres  s'en  déduisent  rationnellement,   .  - 

Lemme  I.  —  Soient 

F(x)=z:0 

> 

urie  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n,  et 
ses  n  racines.  Si  toutes  les  Jonctions  des  racines  in^* 
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variables  par  les  substitutions  de  la  forme  Xi^  x^^ 

oui         l/C^^  indices  étant  pris,  comme  fait  Galois, 

suivant  le  module  n)  sont  rationnellement  connues,  on 
pourra  déterminer  rationnellement  une  Jonction  erir 
tière  (^[x)  du  degré  n  —  i ,  telle  que  Von  ait 

On  a,  en  effet, 

Y{x)  =  (ar  —  jTo)  (J?  —  *i) , . . . ,   («  —  ar^i)  » 

et,  si  l'on  pose 

,    ,         F(j:)         X,        ,     Y(x)    .'  x^ 


F  (;r)  X. 


X  —  a:„__,    Y' {x^^x) 

il  est  évident  que  f  (x)  sera  une  fonction  entière  du  de- 
gré 71  —  I  en  j?  et  que  ses  coefficients  seront  des  fonctions 
des  racines  invariables  par  les  substitutions  de  la  forme 
^k  9  ^1+1  \  on  voit  aussi  immédiatement  que  l'on  a 

cm  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

583.  Lemme  n.  —  Si  une  équation  irréductible  de  dc" 
gré  premier  n  est  telle,  que  toutes  les  fonctions  des  ra- 
cines invariables  par  les  substitutions  de  la  forme  Xi , 
^k+i9  et  de  la  forme  x^^  x  r,  p  désignant  une  racine 
primitive  de  n,  soient  rationnellement  connues,  on 
pourra  déterminer  rationnellement  une  fonction  en- 
tière  cy  (x)  de  degré  n  —  i ,  telle  que  Von  ait 

(«I  +  Ix^         H- \^x  t          H-...-4-X»-«x^»-a        )»-«  =  <f{x^) , 
• > 
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les  indices  étant  pris  toujours  suivant  le  module  n  et  \ 
désignant  une  racine  de  V équation  binôme  X""*  =  i. 

Pour  démontrer  celle  propos! lion,  nous  ferons  voîr  que 
le  système  des  équations  linéaires  ainsi  posées  entre  les 
coefficients  indéterminés  de  la  fonction  f  n'est  pas  altéré 
lorsqu'à  la  place  d'une  racine  quelconque  x^  on  met  Xi^i 
et  aussi  quand  on  remplace  Xj,  par  a:  r. 

Le  premier  point  est  évident,  puisque  chaque  équation 
se  déduit  de  la  précédente  en  ajoutant  une  unité  aux 
indices  des  racines,  et  qu'en  opérant  de  la  sorte  sur  la 
dernière  on  reproduit  la  première. 

Le  second  point  se  vérifie  ausaî  immédiatement  par 
rapport  à  l'équation 

car  la  (  n  — 1]<^'"<'  puissance  de  la  fonction  linéaire 

y        ■  ■  Il 

ne  change  pas  quand  on  multiplie,  cette  fonction  par  X  ; 
or  cela  revient  à  multiplier  les  indices  des  racines  par  jo, 
ce  qui  ne  change  pas  non  plus  le  second  membre  f  (xo). 
Mais  les  autres  équations  du  système  ne  se  comportent 
plus  de  même.  Dans  l'une  quelconque  d'entre  elles 

faisons  a^p^  (mod.  /i),  ce  qui  est  possible,  puisque  a 
ne  reçoit  plus  la  valeur  zéro;  il  viendra 

et,  en  multipliant  les  indices  par  p, 
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Or  la  (n  —  i)*^"^*?  puissance  de  la  fonction  linéaire 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  \\ 
du  lieu  de  Téquation  (  2)  on  peut  doac  écrire  la  suivante  : 

Or,  en  remarquant  que  p"~*  ^i  (mod.  n),  on  reconnaît 
que  celle-ci  sedéduit  de  l'équation  (i)  par  le  changement 

dcfxenp-f-i. 

Il  suit  de  là  que  la  substitution  x^yX  j^  ne  fait  que  per- 
muter circulairement  nod  équations,  rangées,  à  partir  de 
la  deuxième,  suivant  Tordre  des  valeurs  croissantes  de  /x: 
En  les  résolvant  par  rapport  aux  coefficients  de  cp,  on  sera 
conduit  à  des  fonctions  rationnelles  des  racines,  inva- 
riables par  les  substitutions  j:^,  ota+i  et  x^y  o:^;  de  sorte 
que  ces  coefficients  s* exprimeront  bien  rationnellement, 
ccMnme  nous  l'avons  anoncé.  Notre  lemme  est  donc 
démontré,  et  on  en  déduit  le  suivant  : 

584f.  Leicke  m.  —  Si  une  équation  de  degré  premier 
est  résoluble  algébriquement,  V équation  de  degré 
m,oindre  d^une  unité ,  qi£  on  forme  en  diwant  son  pre^ 
mier  membre  par  un  de  ses  facteurs  linéaires,  appar^ 
tient  à  la  classe  des  équations  abéliennes, 

£11  effet,  relativement  à  Téquation  de  degré  n  —  i, 
qu'on  obtient  par  la  suppression  du  facteur  a:  —  j^  ,  et 
dont  les  racines  ont  été  représentées  par 

^H-a'      ^fH-K^      •^/»*-l-a '  •  •  '      ^/î'»-»H-a> 

on  connaît  rationnellement  la  fonction  résolvante 
585.  Les  trois  lemmes  que  nous  venons  de  démontrer 
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permettent  maintenaDt  d'établir  très-aisément  le  théo*- 
rème  que  nous  avons  en  vue.  Faisons,  pour  un  instant, 

Puisque  nous  connaissons  (lemme  III),  en  fonction  ra- 
tionnelle de  x^ ,  l'expression 

nous  devons  pareillement  regarder  comme  connue  toute 
fonction  rationnelle  des  racines  Xjt,  invariable  par  les 
substitutions  de  la  forme  Xji,  X^+i.  Ceci  nous  place  dans 
les  conditions  du  lemme  I*,  ainsi  nous  pouvons  former 
une  fonction  <s^  telle,  qu'on  ait  généralement 

X/t4.|=:  f  (X*). 

D'ailleurs,  les  coefficients  de  cette  fonction  s'exprimeront 
rationnellement  par  les  quantités  connues  et  la  racine  x^  \ 

de  sorte  qu'en  mettant  cette  racine  en  évidence,  nous 
aurons 

Or  on  peut  prendre  p*^  6,  6  étant  un  entier  arbitraire, 
mais  essentiellement  différent  de  zéro  \  il  vient  ainsi 

Cette  équation  exprime  précisément  la  relation  que 
nous  nous  proposions  d'établir;  elle  montre  très-facile- 
ment comment  toutes  les  racines  s'expriment  de  proche 
en  proche,  au  moyen  des  deux  racines  arbitraires  x 

o:^^  g ,  et  met  i mmédiatement  en  évidence  dans  quel  ordre 

elles  naissent  ainsi  les  unes  des  autres. 

586.  U  est  aisé  de  démontrer  que,  réciproquement,  la 
relation  précédente,  admise  entre  trois  racines  x^,  ^«-4-0) 
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^a-+-p6  >  entraîne  la  résolution  par  radicaux  de  réquation. 
A  cet  efFét,  soient  6  une  racine  de  Téquation  binôme 
ar"=i,et 

F  (ô)  =  (xo  -f-  ô  x,  -f-  ô»x,  -f- . . .  -h  e»- 'x,^)» 

la  fonction  résolvante  de  Lagrange.  D'après  la  propriété 
caractéristique  de  cette  fonction,  on  pourra,  sans  altérer 
sa  valeur,  ajouter  aux  indices  des  racines  un  nombre 
entier  arbitraire  a^  et  écrire 

Cela  posé,  soit  S  un  autre  nombre  entier  arbitraire,  mais 
différent  de  zéro,  et  prenons  60  de  manière  qu'on  ait 

660^  I     (mod.  n); 

on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

et  il  est  clair  qu'en  employant  la  relation 

on  pourra,  par  des  substitutions  successives,  transformer 
le  second  membre  en  une  fonction  rationnelle  II  des  deux 
racines  x^j  ^a-nê'  ^®  manière  à  avoir 

pour  une  valeur  quelconque  de  l'indice  arbitraire  a. 

Cela  étant,  soit,  comme  plus  haut,  X  une  racine  de 
réquation  bindme x"""*  =  i,  la  fonction 

conserve  la  même  valeur  quand  on  met  pS  au  lieu  de  S, 
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c^est-à-dire  qu^ellc  est  indépendante  de  la  valeur  attribuée 
à  6.  Chacun  des  termes  dont  elle  se  compose  est  d'ailleurs 
indépendant  de  a;-  donc,  en  la  transformant,  au  moyen  de 
la  relation 

en  une  fonction  rationnelle  des  deux  seules  racines  x 

oc 

et  oc^^^^  cette  fonction  devra  se  réduire  à  une  quantité 
connue.  Eifectivement,  si  une  fonction 

conserve  la  même  valeur,  quels  que  soient  les  indices  a 
et  6,  le  second  indice  étant  différent  de  zéro,  on  peut  écrire 

n  —  I  n — I 
o         I 

relation  dont  le  second  membre  est  une  fonction  symé- 
trique de  toutes  les  racines  j:© ,  Xi , . . . ,  a:„_i. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pouvons  regarder  les  n  —  i 
quantités 

comme  les  racines  d'une  équation  abélienne  résoluble  par 
l'extraction  d'un  seul  radical  de  degré  n  —  i.  Or,  ces 
quantités  une  fois  obtenues,  nous  connaissons,  pour 
toutes  les  valeurs  de  6,  excepté  S  ==  o,  la  puissance  n'*'"' 

de  la  fonction  résolvante  F  {B^*)s  donc,  par  l'extraction 
de  71  —  1  radicaux  du  /î'*'"*  degré,  nous  aurons  ces  diverses 
fonctions  résolvantes,  et,  par  conséquent,  les  racines  elles- 
mêmes.  On  sait  d*ailleurs,  par  une  observation  d'Abel^ 
que  ces  n  —  i  radicaux  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  l'un  d'entre  eux  et  des  quantités  sur  lesquelles 
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ils  portent,  quautîtés  qui  sont,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  les  racines  d'une  équation  abélienne. 

Recherches  de  M.  Kronecher. 

S87,  Je  reproduirai  ici,  en  terminant  cet  ouvrage,  la 
traduction  textuelle  d'un  Mémoire  de  M.  Léopold  Kro- 
necker,  communiqué  par  Lejeune-Diriclilet  à  la  classe 
des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  T Académie 
de  Berlin,  le  20  juin  i853. 

«  Les  recherches  entreprises  jusqu'à  présent  sur  la 
possibilité  de  résoudre  les  équations  de  degré  premier,  et 
.particulièrement  celles  d'Abel  et  de  Galois  qui  ont  servi 
de  point  de  départ  à  tous  les  travaux  ultérieurs  sur  le 
même  objet,  ont  eu  pour  principal  résultat  de  conduire  à 
deux  critérium  à  l'aide  desquels  on  pût  juger  si  une  équa- 
tion donnée  est  résoluble  ou  non.  Mais,  à  vrai  dire,  ces 
critérium  ne  fournissaient  pas  la  moindre  lumière  sur  la 
nature  même  des  équations  résolubles.  On  ne  savait  même 
pas  si,  en  outre  des  équations  traitées  par  Abel  dans  le 
tome  IV  du  Journal  de  Crellcy  et  de  celles  qui  se  ramè- 
nent immédiatement  aux  équations  binômes^  on  ne  savait 
pas,  dis-je,  s^il  existait  d'autres  équations  satisfaisant  aux 
conditions  données  de  résolubilité.  Encore  moins  savait- 
on  former  de  pareilles  équations,  et  dans  aucune  recher- 
che mathématique  on  n'en  avait  rencontré.  Ajoutons  que 
ces  deux  théorèmes  bien  connus  d'Abel  et  de  Galois  sur 
les  équations  résolubles  étaient  plus  propres  à  en  cacher 
la  vraie  nature  qu'à  nous  la  découvrir,  ainsi  que  je  le 
montrerai  plus  particulièrement  à  Kégard  de  l'un  de  ces 
critérium.  Le  caractère  propre  des  équations  résolubles 
restait  donc  dans  une  sorte  d'obscurité,  et  le  seul  travail 
qui  jette  quelque  lumière  sur  ce  point,  savoir  :  une  Notice 
d'Abel  sur  les  racines  des  équations  du  cinquième  degré 
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à  coefficients  entiers,  semble  avoir  été  peu  remarqué,  sans 
doute  à  cause  de  son  objet  tout  spécial.  Mais  la  question 
ne  pouvait  être  complètement  éclaircie  que  par  la  solution 
du  problème  suivant  :  Tromper  toutes  les  équations  réso^. 
lubies.  Car,  une  fois  cette  solution  obtenue,  non- seule- 
ment on  peut  trouver  une  infinité  de  nouvelles  équations 
résolubles,  mais  on  a  en  quelque  sorte  devant  les  yeux 
toutes  celles  qui  le  sont,  et  à  Taide  de  la  forme  explicite 
de  leurs  racines  on  peut  trouver  et  démontrer  toutes  leurs 
propriétés. 

»  A  ces  remarques  sur  le  but  et  le  résultat  de  mes  re- 
cberches^  je  dois  ajouter  que  pour  rendre  la  solution  pos- 
sible, il  fallait  encore  transformer  complètement  le  pro- 
blème qui  vient  d'être  posé.  La  manière  de  formuler  la 
question  est,  en  effet,  de  la  plus  grande  importance,  et 
de  peur  que  la  brièveté  ne  nuise  à  la  clarté,  je  m'étendrai 
un  peu  sur  ce  point. 

)>  Abel,  dans  un  Mémoire  dont  nous  ne  possédons  que 
des  fragments  (t.  II,  OEuv^res  complètes  y  n°  XV),  s'est 
proposé,  entre  autres  problèmes,  celui-ci  :  Trouv^er  Vex- 
pression  algébrique  la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire 
à  une  équation  algébrique  d^un  degré  donné.  Si  l'on 
ajoute  à  cet  énoncé  ce  qui  est  nécessaire  pour  rendre  la 
question  déterminée,  il    comprend  tous  les  problèmes 
qu'on  peut  se  proposer  sur  la  résolution  des  équations, 
et  il  est  le  plus  général  qu'on  doive  substituer  à  ce  pro- 
blème impossible  :  Exprimer  en  fonction  algébrique  des 
coefficients  la  racine  d^une  équation  de  degré  quelcon^' 
que.  Mais,  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  il  fallait  rendre 
la  question  déterminée  en  précisant  la  manière  dont  l'ex- 
pression cherchée  doit  dépendre  des  coefficients  de  l'équa- 
tion ^  il  convient  donc  de  la  poser  comme  il  suit  : 

w   Trou\fer  la  fonction  la  plus  générale  de  quantités 
données  quelconques  A,  B,  C,  efc,  qui  satisfasse  à  une 
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équation  (Tun  degré  donné  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  ces  quantités, 

»  Observons  qu'on  doît  supposer  ici  l'ëquation  irré- 
ductible relativement  à  A,  6,  C,  etc.,  c'est-à-dire  que  A, 

B,  G,  etc.,  restant  quelconques,  Féquation  ne  doît  pas 
pouvoir  se  décomposer  en  facteurs  d'un  degré  moindre 
dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles  de 
A,  B,  C,  etc.  Cela  posé,  le  problème  précédent  peut  s'é- 
noncer de  cette  manière  : 

»  Étant  donné  un  nombre  entier  n,  trouver  la  fonc" 
iion  algébrique  la  plus  générale  £Î6  A,  B,  C,  etc.,  telle 
que,  parmi  les  expressions  quLon  en  déduit  en  attribuant 
aux  radicaux  leurs  disperses  ^valeurs,  il  y  en  ait  n  dont 
les  fonctions  symétriques  soient  rationnelles  en  A,  B, 

C,  etc. 

))  Ce  nombre  n  est  aussi  le  degré  de  l'équation  qui  a 
pour  racines  les  n  expressions  dont  on  vient  de  parler  : 
dans  le  cas  où  il  est  le  premier,  Abel,  dans  le  Mémoire 
cité,  est  parvenu  à  donner  les  deux  formes  suivantes  aux 
expressions  algébriques  cherchées.  La  première  est 

I  2  /A 1 

(tome  II  des  QEui^res  complètes ^p,  204),  oùfx  désigne  le 
degré  supposé  premier  de  l'équalion,  p^  une  fonction  ra- 
tionnelle de  A,  B,  C,  etc.,  s  une  fonction  algébrique  des 
mêmes  quantités,  et  f  (s)  une  fonction  rationnelle  de  s 
et  de  A,  B,  C,  etc.  La  seconde  forme,  qu'on  trouve  à  la 
page  190  du  même  volume,  est 

I  I  I 

(2)  /7oH-R^  •4-R^-f-...R'*      , 

OÙ  ^0  est  une  fonction  rationnelle  de  A,  B,  C,  etc.,  et  où 
Ri,  Bs,  etc.^  sont  les  racines  d'une  équation  du  degré 
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fx  —  I  dont  les  coefficients  sout  des  fonctions  rationnelles 
de  A,  B,  C^  etc.  M.  Malmsten  a  donne  de  ces  deux  formes 
une  démonstration  étendue  (tome  XXXIV  du  Journal  de 
Crelle)^  mais  qui  aurait  besoin,  si  je  ne  me  trompe,  d^ètre 
complétée  dans  quelques-unes  de  ses  parties. 

»  U  est  bien  vrai  que  toute  fonction  algébrique,  satis;* 
faisant  au  problème  proposé,  doit  pouvoir  se  mettre  sous 
ces  deux  formes  ;  mais  ces  formes  sont  encore  trop  gêné-» 
raies,  c'est-à-dire  qu'elles  renferment  des  fonctions  algé« 
briques  qui  ne  répondent  pas  à  la  question.  Je  les  ai  donc 
étudiées  de  plus  près,  et  j'ai  trouvé  d'abord  que  parmi  les 
fonctions  renfermées  dans  la  forme  (2),  celles  qui  satis- 
font au  problème  proposé  doivent  avoir  la  propriété  non- 
seulement  que  les  fonctions  symétriques  de  Ri,  B^,  etc., 
soient  rationnelles  en  A,  B,  C,  etc.  (ce  qu'Abel  a  remar- 
qué), mais  aussi  que  les  fonctions  cycliques  des  quantités 
1^19  ^%9  6tc.,  prises  dans  un  certain  ordre  ('^),  soient  éga- 
lement rationnelles  en  A,  B,  C,  etc.  :  en  d'autres  termes, 
r équation  de  degré  fx— i,  dont  Rj,  Rj,  efc,  sont  les 
racines,  doit  être  une  équation  àhélienne.  J'entendrai 
toujours  ici  par  équations  abéliennes  cette  classe  parti- 
culière d'équations  résolubles  qu'Abel  a  considérées  dans 
le  Mémoire  XI  du  premier  volume  des  Œuv^res  com-^ 
plèteSy  et  dont  je  supposerai  les  coefficients  fonctions  ra- 
tionnelles de  A,  B,  C,  etc.  En  désignant  par  a:i,  oTj,  . . . , 
Xa  des  racines  prises  dans  un  ordre  déterminé,  ces  équa- 
tions peuvent  être  définies  soit  en  disant  que  les  fonctions 
cycliques  des  racines  sont  rationnelles  en  A,  B,  G,  etc., 
soit  en  disant  qu'on  a  les  relations 

ar,  =  G(ar,),      Xj  =  0(xa), . .  .,     x„=:0(^„»,J,      a:,  =  0(ar,), 


(^)  On  nomme  fonction  cyclique  de  n  quantités  ^1»  ^t»-  ••>  '„>  l'ex- 
pression (x^  4-  a*,  ■+•  a* «g  -H . .  .-f-a""*'  ar^)",  où  a  est  racine  de  a"  =s  i , 

U.  42 
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OÙ  6  (x)  est  une  fonction  entière  de  a:  dont  les  coefficients 
sont  rationnels  en  A,  B,  C,  etc.  Nous  reviendrons  tout 
à  rheure  sur  ces  équations  dont  la  considération  est  du 
plus  haut  intérêt  au  point  de  vue  de  l'analyse  et  delà  théo- 
rie des  nombres^  et  aussi,  comme  onr  le  voit,  au  point  de 
vue  de  l'Algèbre  proprement  dite.. 
•  ))  Un  nouvel  examen  des  formes  (i)  et  (  a)  fournit  encore 
une  détermination  plus  précise  des  quantités  R  qui  figu- 
rent dans  la  seconde.  On  doit  avoir,  en  effet, 

(3)  R^=F(r^j   .r^     •''x-Hi'''x4-2*  ••'xH-/i— a» 

oùr^,  r^_^j,  etc.,  sont  les  /ut — -i  racines  d'une  équation 

abéiienne  quelconque  du  degré  [i  —  i,  c'est-à-dire  où  les 
fonctions  symétriques  et  les  fonctions  cycliques  des  quan- 
tités r  (prises  dansl^ordre  des  indices)  sont  rationnelles 
en  A,  B,  C,  etc.,  où,  de  plus,  F  (r)  est  une  fonction 'ra- 
tionnelle de  r  et  de  A,  B,  C,  etc.,  et  où  enfin  y^  désigne 
le  plus  petit  reste  positif  de  g^  suivant  le  module  fx,  g  étant 
une  racine  primitive  de  (i.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
deR^  dans  l'expression  (2),  on  obtient  une  forme  qui, 

non-seulement  renferme  toutes  les  expressions  satisfaisant 
au  problème,  mais,  ce  qui  est  ici  le  plus  essentiel,  n*en 
renferme  pas  d'autres.  En  d'autres  termes,  la  forme  ainsi 
obtenue  vérifie  identiquement  une  équation  du  degré  fx 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A, 
B,  G,  etc.  Les  autres  racines  s'obtiennent  par  la  combi- 
naison des  diverses  valeurs  des  radicaux  jx'*"»"  dans  la 
forme  (2),  de  façon  que  la  m'^""'  racine  z^  est  donnée  par 

la  formule 

III  1 

(4)  ««  =:/?,-+-»'" RA' -f- w^"» RA'  -+-w^'""RJ'  -i-...-f-w^''*"'-'"R'*_/ 

CD  désignant  une  racine  11'^'^''  imaginaire  de  l'unité,  et  les 
quantités  R  étant  déterminées  par  la  formule  (3). 
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»  De  là  il  suit  d'abord  que^  tandis  que  les  fonctions 
symétriques  des  quantités  z  sont  rationnelles  en  A,  B, 
C,  etc.,  les  fonctions  cycliques  des  mêmes  quantités  prises 
dans  Tordre  des  indices  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
A,  B,  C,  etc.,  de  ri,  r„  etc.^  et  de  gd.  On  voit  par  là  que 
toute  équation  résoluble  algébriquement  d'^un  degré 
premier  [i  est  une  équation  abélienne^  quand  on  regarde 
comme  connue  une  quantité  pi  qui  elle-^méme  est  racine 
d^une  équation  abélienne  du  degré  fi  —  i ,  ou  bien  encore 
que  les  fx  racines  d'une  équation  résoluble  sont  toujours 
liées  entre  elles  de  façon  que  Von  ait 

^a=/(2|>  Pi).      «3  =/(«»,  Pi),-..  >       ^«=/(V  Pi)> 

oiif[z^  Pi  )  désigne  une  fonction  rationnelle  de  r,  de  pi 
et  de  A,  B,  C,  etc.  (*),  et  oà  pi  est  la  racine  d^une 
équation  abélienne  dont  les  coefficients  sont  des  fonc^ 
tions  rationnelles  de  A,  B,  C,  etc.  Cette  relation  entre  les 
racines  de  toute  équation  résoluble  est  d'ailleurs  la  vraie 
source  de  la  propriété  assignée  par  Abel  et  Galois  comme 
le  caractère  spécial  des  équations  résolubles  d'un  degré 
premier,  savoir  :  que  chaque  racine  doit  être  une  fonc^ 
tion  rationnelle  des  deux  autres.  Parmi  les  conséquences 
intéressantes  qui  découlent  des  résultats  précédents,  je 
me  bornerai  à  une  seule  :  c'est  que  la  quantité  Ti  étant 
racine  d'une  équation  abélienne  du  degré  [l  —  i  et  ne 
contenant  que  des  radicaux  dont  les  indices  sont  diviseurs 
de  fjL  —  1  ou  pouvant  être  ramenée  à  n'en  contenir  que 
de  tels,  la  racine  elle-même  de  toute  équation  résoluble 


(*)  J'ai  fait  dans  ce  passage  quelques  corrections  qui  m*ont  été  indi- 
quées par  M.  Krbnecker  lui-même.  La  quantité  que  nous  représentons  ici 
par  /9i  se  trouve  désignée,  à  tort,  dans  les  Comptes  rendus  de,  l'Académie  des 
Sciences  de  Berlin,  parla  lettre  r^,  Cette  nouvelle  racine  ^^  dépend  de  la 
racine  r^  d'une  manière  très-simple;  toutefois  ces  deux  quantités  sont 
différentea  entre  elles. 
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pourra  s'exprimer  par  les  radicaux  dont  on  yient  de  par- 
ler et  par  des  radicaux  dHndice  fi,  Abel  (autant  que  je 
le  sache)  n'a  fait  cette  importante  remarque  que  pour 
|x  c=  5  et,  pour  ce  cas,  il  a  donné  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  racine  d'une  équation  résoluble  (tome  II  des 
OEuures  complètes,  p.  253).  Mais  il  faut  observer  qu'il 
s'est  borné,  dans  cette  recherche,  aux  équations  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

»  Le  problème  primitif  est  maintenant  ramené ,  en 
vertu  de  l'équation  (3),  à  trouver  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  quantité  ou,  pour  mieux  dire,  de  l'expression  r,. 
D'après  ce  qu'on  a  établi  ci-dessus  au  sujet  de  r|,  rt,  etc., 
ce  second  problème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

»  Le  nombre  n  étant  donnée  tromper  Informe  la  plus 
générale  d^une  fonction  algébrique  de  A,  B,  C^  etc. y 
telle  que,  parmi  les  diverses  expressions  qui  résultent  de 
la  combinaison  des  valeurs  des  radicaux  dans  cette 
fonction,  il  y  en  ait  n  dont  les  fonctions  ^métriques  et 
cycliques  [celles-ci  étant  relatives  à  un  ordre  déterminé 
des  n  expressions)  soient  rationnelles  en  A,  B,  G,  etc. 

»  Et  l'on  voit  que  ce  second  problème,  énoncé  en  gros 
pour  ainsi  dire,  revient  à  trouver  toutes  les  équations 
abéliennes,  comme  le  problème  primitif  consistait,  en 
quelque  sorte,  à  troui^er  toutes  les  équations  résolubles. 

))  En  traitant  ce  second  problème,  on  se  trouve  ramené 
à  distinguer  les  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  ou  une 
puissance  de  nombre  premier,  ou  un  nombre  composé 
quelconque  :  mais  ce  dernier  cas  se  ramène  aux  deux 
autres;  car  la  solution  du  problème  pour  un  nombre 
composé  n  s'obtient  dès  qu'on  Fa  résolu  pour  les  cas  où 
le  degré  de  l'équation  abélienne  est  une  des  puissances  de 
Dombre  premier  contenues  dans  n.  D'ailleurs,  à  part 
quelques  complications,  le  problème  n'o&e  pas  plus  de 
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difficultés  pour  une  puissance  de  nombre  premier  que 
pour  un  nombre  premier.  Seulement,  dans  le  cas  le  plus 
simple  en  apparence,  où  n  est  égal  au  cube  ou  à  une  puis- 
sance plus  élevée  de  t^,  la  méthode  que  j'ai  employée  avec 
succès  dans  tous  les  autres  cas  ne  suffit  plus  à  la  solution 
complète  du  problème,  et  je  n'ai  pas  encore  trouvé  la 
modification  qu'elle  exige  alors.  Comme  la  solution  du 
problème  primitif  pour  le  nombre  premier  fx  exige  la  so- 
lution du  second  problème  pour  w  =  (x  —  i ,  je  ne  pour- 
rais donc,  jusqu'à  présent,  donner  le  résultat  complet 
que  pour  les  nombres  premiers  [i  qui  ne  sont  pas  de  la 
forme  8A  + 1.  Il  suffira,  du  reste,  au  but  de  cette  com- 
munication préliminaire  et  pour  éclaircir  la  matière, 
d'examiner  ici  le  cas  du  second  problème,  où  n  est  un 
nombre  premier  impair.  Je  ne  donnerai  pas  seulement  le 
résultat  relatif  à  ce  cas,  mais  j'indiquerai  brièvement  la 
méthode  qui  m'y  a  conduit,  attendu  qu'elle  est  extrême** 
ment  simple  et  qu'elle  fournit  les  principes  essentiels 
pour  la  solution  de  ce  second  problème  dans  les  autres 
cas,  et  aussi  pour  la  solution  du  problème  primitif. 

))  En  conservant  les  notations  employées  par  Âbel 
(dans  le  Mémoire  n^  XI  déjà  cité  du  tome  l^'  des  Œusfres 
complètes) j  et  en  ayant  égard  à  la  définition  déjà  donnée 
des  équations  abéliennes,  on  peut  énoncer  comme  il  suit 
le  problème  dont  il  s'agit  : 

»  Trouv^er  la  fonction  algébrique  la  plus  générale  z% 
de  Â,  B,  C,  efc,  satisfaisant  à  une  équation  du  n^^""'  de- 
gré ^  et  telle  que  cette  fonction  Zo  et  les  autres  racines  j?|, 
2, , . . . ,  Zn^i  de  V équation  vérifient  les  relations 

Z|  =  e(«,),    z,z=o(«,),...,    «,  =  o(z^,),    . 

oit  0(j)  est  une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  A,  B, 
C,  etc. 

»  Admettons  que  n  soit  un  nombre  premier,  et  adop- 
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tant  une  notation  introduite  par  M.  Jacobi,  posons 
OÙ  a  désigne  une  racine  w****  de  Tunité  ;  nous  aurons 

(5)    /w^  =  (i,  z)  4-  a-»^  (a,  z)  4-  oT'^  (ol\  z)  +. .  .4-  a-^—^'^Ca-,  :'. 

En  suivant  la  marche  tracée  par  Abel,  on  montrera  en- 
suite que,  pour  tout  nombre  entier  x.^  on  a  les  équations 

,g.      (  (a,  2^=  (a\  «)?(«)»      («S  2)''=  («**>  «)?(«'). 
(  («S  ^r=  (a'^  «)  f  («*)>  •  •  •  » 

OÙ  (f  (a)  est  une  fonction  rationnelle  de  et  et  de  Â,  B, 
C,  etc. 

»  Si  maintenant  on  met  pour  x  une  racine  primitive  g 
du  nombre  premier  /i,  tellement  choisie  que  g""*  —  i  ne 
soit  divisible  par  aucune  puissance  de  n  plus  élevée  que 
la  première,  on  obtiendra  des  équations  de  cette  forme, 

(a,  z)i=z{ai,  z)/{cl),      (a^,  z)g  =  (ai\  z)f{uM),  .  .  .  , 

Elevons  la  première  de  ces  équations  à  la  puissance  gf"~', 
la  seconde  à  la  puissance  gf"~',  et  ainsi  de  suite,  puis  mul- 
tiplions-les membre  à  membrç  *,  il  viendra 


(7)         («.*)»•-- =/(a)«^V(a«)»^.../(«0- 
Posons  à  présent 


g:""'  —  1  =  /Il .  « , 


m  notant  pas  divisible  par  n^  diaprés  la  supposition  pré- 
cédemment faite;  nous  aurons,  en  vertu  de  Téqua- 
tîon  (6), 

(a,  z)^-'~' =  (a,  «)-»  =  (a-,  «)•  ç  («)-, 
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et,  en  substituanl  dans  l'équation  (7),  nous  trouverons 

(a-,  z)-ç(a)-=/(a)^"-\/(aO'"-\  •  ./(«^")> 

résultat  qui  subsiste  pour  chacune  des  valeurs  de  «, 
comme  on  peut  le  démontrer,  et  qu'on  mettra  aisément 
sous  celte  forme, 

(a-,  z)  =  F(a«)  i/{a-),/(«*"f  ./(a«-f . .  ./[a(-')-p'  \. 

»  Ici  il  faut  entendre  par  chacun  des  exposants  frac- 
tionnaires contenus  dans  la  parenthèse,  non  pas  cet  expo- 
sant lui-même,  mais  son  plus  petit  résidu  positif  relati- 
vement au  module  n  ;  d'ailleurs  F  (a)  désigne  commey(a) 
une  fonction  rationnelle  de  «  et  de  A,  B,  C,  etc.  Celte 
expression  de  (a'",  z)  étant  substituée  dans  Téquation  (5), 
on  obtient  une  forme  que  z    doit  nécessairement  avoir, 

et  qui  satisfait  toujours  au  problème,  quelles  que  soient 
les  fonctions  rationnelles  de  a  et  de  A,  B,  C,  etc.,  qu'on 
prenne  pour /(a)  et  F  (a). 

))  La  comparaison  de  ce  résultat  avec  la  forme  générale 
donnée  ci-dessus  des  racines  d'une  équation  résoluble  du 
degré  fx  conduit  à  des  propositions  intéressantes  :  mais 
des  conséquences  plus  intéressantes  encore  se  tirent  de 
la  comparaison  de  l'expression  (8),  en  y  supposant  que  A, 
B,  C,  etc.,  soient  des  nombres  entiers,  avec  l'expression 
correspondante  que  fournissent  certaines  équations  abé- 
liennes  qui  se  présentent  dans  la  théorie  de  la  division  du 
cercle,  particulièrement  avec  la  forme  très-remarquable 
donnée  pour  (a,  x)  par  M.  Kummer  [Journal  de  Crelle, 
t.  XXXV,  p.  363).  Celte  comparaison  fournit  en  effet  le 
théorème  suivant,  qui  a  lieu  non- seulement  pour  un 
degré  premier,  mais  dans  tous  les  cas,  savoir  que  : 

»  Les  racines  de  toute  équation  abélienne  à  coeff,- 
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cients  entiers  peuvent  être  exprimées  rationnellement  au 
moyen  des  racines  de  V unité. 

»  Ainsi,  ces  équations  abéliennes  générales  ne  sont  rien 
autre  chose  en  réalité  que  les  équations  de  la  division  du 
cercle. 

»  Il  existe  une  relation  pareille  entrie  les  racines  des 
équations  abéliennes  dont  les  coefficients  sont  des  nom- 
bres complexes  de  la  forme  a  +  b  sj —  i  et  les  racines  des 
équations  qui  se  présentent  dans  la  division  de  la  lemnis- 
cate  :  on  peut  généraliser  ce  résultat  et  l'étendre  à  toutes 
les  équations  abéliennes  dont  les  coefficients  contiennent 
des  nombres  irrationnels  déterminés  et  racines  d'équa- 
tions algébriques. 

»  J'ajoute  encore  une  remarque  :  si  l'on  applique  à  la 
forme  (3)  le  théorème  précédent  sur  les  racines  des  équa- 
tions abéliennes  à  coefficients  entiers,  on  trouve  que  la 
racine  de  toute  équation  résoluble  du  degré  fx  à  coefficients 
entiers  peut  être  regardée  comme  une  somme  de  racines 
^ihmes  ^jç  nombres  complexes  rationnels  formés  avec  les 
racines  de  Funité.  Ainsi,  la  forme  nécessaire  et  suffisante 
la  plus  générale  de  toute  racine  d'une  équation  résoluble 
du  degré  ju  à  coefficients  entiers  s'exprime  au  moyen  de 
ces  nombres  complexes  :  toutefois,  la  recherche  effective 
de  cette  forme  exige  une  suite  de  propositions  sur  les 
nombres  qui  dépasseraient  les  bornes  de  cette  communi- 
cation.  » 
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